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PROBABILITES

Contrairement au programme de premicre année, 1’univers d’une expérience aléatoire n’est plus supposé fini.

1 Espace probabilisé

1.1 Ensembles dénombrables

Définition 1.1 Ensemble dénombrable

Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N.

REMARQUE. On dit qu'un ensemble est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

REMARQUE. La relation «étre en bijection avec» est une relation d’équivalence. Autrement dit, un ensemble en bijection
avec un ensemble dénombrable est lui-méme dénombrable.

Proposition 1.1

Les parties infinies de N sont dénombrables.

Exemple 1.1

L’ensemble des entiers pairs et I’ensemble des entiers impairs sont dénombrables de méme que I’ensemble des nombres
premiers.

Proposition 1.2

Un ensemble est fini ou dénombrable si et seulement si il est en bijection avec une partie de N.

Exercice 1.1

Soit A un ensemble. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) A est fini ou dénombrable;

(ii) il existe une injection de A dans un ensemble dénombrable;

(iii) il existe une surjection d’un ensemble dénombrable sur A.

Proposition 1.3 Opération sur les ensembles dénombrables

* Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

¢ Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable.
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Corollaire 1.1

Z,NP (p € N*) et Q sont dénombrables.

Exercice 1.2

Montrer que Q[X] est dénombrable.

Proposition 1.4 Dénombrabilité du support d’une famille sommable

Soit (4;);er € C' une famille sommable. Alors le support de la famille (u;);cr, ¢ est-a-dire I’ensemble {i € I, u; # 0},
est au plus dénombrable.

Proposition 1.5
R n’est pas dénombrable.
REMARQUE. Si X est un ensemble, il n’existe pas de surjection (et donc pas de bijection) de X sur P(X). Raisonnons par

1’absurde et supposons qu’il existe une telle surjection. Considérons alors A = {x € X, x & f(x)}. Par surjectivité de f,
il existerait a € N telle que A = f(a). Maisalorsa € A < a & f(a) < a & A, ce qui est absurde.

Exemple 1.2

D’apres la remarque précédente, il n’existe pas de bijection de N sur P(N). Ainsi P(N) n’est pas dénombrable.
PN) — {o,1}"

est bijective, ceci prouve également que {0, 1} n’est pas dénombrable.
X — 1 X

Comme I’application {

REMARQUE. On peut aussi prouver que {0,1}" n’est pas dénombrable i I’aide d’un argument du type «diagonale de
Cantor». Supposons que {0, 1} soit dénombrable. Il existe donc une bijection f de N sur {0,1}N. On définit la suite
u € {0,1}" telle que u,, = 1 — f(n), pour tout n € N. Alors u & f(N). En effet, pour tout n € N, u # f(n) puisque
u, # f(n),. Ceci contredit la surjectivité de f.

1.2 Notion de tribu

Définition 1.2 Tribu

On appelle tribu sur un ensemble Q toute partie A de P(Q) vérifiant les propriétés suivantes.
L’univers appartient a la tribu Q € A.
Stabilité par passage au complémentaire VA € A, AE€A.

Stabilité par union dénombrable V(A,) € AN, U A, €A

neN
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REMARQUE. Une tribu est aussi parfois appellée une c-algebre.

Exemple 1.3

e P(Q) est une tribu sur Q. On I’appelle la tribu pleine.

e {&, Q} est une tribu sur Q. On I’appelle la tribu triviale.

Définition 1.3 Evénement

* On appelle événement tout élément de la tribu.

» Un événement est dit élémentaire si c’est un singleton.

« On appelle événement contraire d’un événement A le complémentaire A de cet événement dans 1’univers.
» L’ensemble vide est appelé événement impossible.

* Q est appelé I’événement certain.

* On dit que deux événements A et B sont incompatibles si I’événement A N B est impossiblei.e. ANB = @.

Les propriétés suivantes des tribus découlent directement de la définition.

Proposition 1.6

Soit A une tribu sur un ensemble . On a alors les résultats suivants :
Ensemble vide @ € Q.
Stabilité par intersection dénombrable V(A,) € A", ﬂ A, € A.

neN

n n
Stabilité par union ou intersection finie V(A,,...,A,) € A", U A;eAet ﬂ A, e A

i=1 i=1

Définition 1.4 Espace probabilisable

On appelle espace probabilisable tout couple (Q,.A) ol A est une tribu sur Q.

— Tribu engendrée

Soit Q un ensemble et € une partie de P(Q). On appelle tribu engendrée par C la plus petite tribu de Q contenant C.
L C’est 'intersection des tribus contenant C.

J
— Jeu de pile ou face infini
On considere I’expérience aléatoire consistant a lancer une infinité de fois une piece. On associe face a 0 et pile a 1. On
peut alors considérer I'univers Q = {0, I}N*. On note P, I’événement «obtenir pile au lancer n» autrement dit
P,={weQ w,=1}
L L univers Q est généralement muni de la tribu engendrée par {P,, n € N*}. )
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\Y (210 Lien entre opérations ensemblistes et quantificateurs

On peut déja établir un lien entre union et quantificateur existentiel ainsi qu’entre intersection et quantificateur universel.
Union erAi — diel, xe A
iel
Intersection x € ﬂ A & Viel, xe A
iel

Par exemple, si (A;),en désigne une suite d’ensembles, on a 1’équivalence suivante.

xe (V1 JA = vneN, Fk2n xeA,

neN k>n

On comprend alors que x € ﬂ U Ay si et seulement si x appartient a une infinité d’ensembles A,,.

neNk>n
De méme, on a I’équivalence suivante.

er ﬂAk < dneN,Vk>n, xe€ A,

neNk>n

On comprend alors que x € U ﬂ A si et seulement si x n’appartient qu’a un nombre fini d’ensembles A_n
neNk>n

Exemple 1.4

* ’événement «obtenir uniquement pile a partir du lancer n» est ﬂ Py.
k>n

* [’événement «obtenir au moins un pile a partir du lancer n» est U P..
k>n

» [’événement «obtenir une infinité de fois pile» est ﬂ U P.
neN k>n

* [’événement «obtenir un nombre fini de faces» est U m P,.
neNk>n

1.3 Espace probabilisé

Définition 1.5 Probabilité

Soit (Q,.A) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (Q, .A) toute application P : A — R, telle que
c P(Q)=1;

+0o0
¢ P est g-additive : pour toute suite d’événements (A,,) deux a deux disjoints, P ( |_| An) = Z P(A,).
neN n=0

Définition 1.6 Espace probabilisé

On appelle espace probabilisé tout triplet (Q, A, P) ou (Q,.A) est un espace probabilisable et P une probabilité sur
(Q,A).
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Proposition 1.7 Propriétés des probabilités
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.

» Soit A € A. Alors P(A) € [0,1].

« P(@) =0.

Soit (A, B) € A2. Alors P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A N B).
* Soit A € A. Alors P(A) = 1 — P(A).

Soit (A, B) € A2. Si A C B, alors P(A) < P(B).

Définition 1.7 Evénement négligeable/presque stir

Soit A un événement d’un univers probabilisé (Q,.A, P).

Evénement négligeable On dit que A est négligeable si P(A) = 0.

Evénement presque siir On dit que A est presque sir si P(A) = 1.

ATTENTION!
* A peut étre un événement négligeable sans que A = @.

* A peut étre un événement presque sir sans que A = Q.

1.4 Probabilité conditionnelle

Définition 1.8 Probabilité conditionnelle

Soient (Q, .4, P) un espace probabilisé et (A, B) € A? tel que P(B) # 0. On appelle probabilité de A sachant B notée
P(A
P(A | B) ou Pg(A) le quotient

ArTENTION! La notation P(A | B) peut étre trompeuse. En effet, A | B ne désigne pas un événement : il n’existe pas de
notion d’«événement conditionnel».

Proposition 1.8

Soient (Q, A, P) un espace probabilisé et B € A tel que P(B) # 0. Alors Pg: A € A — Pg(A) est une probabilité sur
(Q,A).

Proposition 1.9 Formule des probabilités composées

Soient (Q, A, P) un espace probabilisé et (A4, ..., A,) € A" tel que P(A; N ---NA,_;) # 0. Alors

P(A; N NAL) =PADPA, | ADPA3 A1 NAY) . PA, AN NA,,)
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Définition 1.9 Systeme complet d’événements

Soit (Q,.4, P) un espace probabilisé. On dit qu’une famille au plus dénombrable (A;);c; € A' est un systeme complet
d’événements si les A; sont deux a deux disjoints et si Q = |_| A;.
iel

Proposition 1.10

Soient (Q, .4, P) un espace probabilisé et (A;);c; € A' un systéme complet d’événements. Alors z P(A;) = 1.
iel

REMARQUE. On appelle systeéme quasi-complet d’événements toute famille au plus dénombrable (A;);c; d’événements
deux a deux disjoints telle que Z P(A;) = 1.
iel

Proposition 1.11 Formule des probabilités totales

Soient (Q, A, P) un espace probabilisé, (A;);cr un systéme complet d’événements et B un événement. Alors

P(B) = ), P(B| A)P(A;)

iel

Proposition 1.12 Formule de Bayes

Soient (Q,.A, P) un espace probabilisé.
Soient A et B deux événements tels que P(A) # 0 et P(B) # 0. Alors

P(B | A)P(A)

P(A|B) = —F )

Soient (A;);er un systéme complet d’événements et A et B deux événements tels que P(B) # 0. Alors

P(B | A)P(A)

P(A | B) = ZieI P(B | A)P(A))

REMARQUE. La formule de Bayes et 1a formule des probabibilités totales restent vraies si § est un systéme quasi-complet
d’événements.

1.5 Evénements indépendants

Définition 1.10 Evénements indépendants

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. On dit que deux événements A et B sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).

Proposition 1.13

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soient A et B deux événements avec P(B) > 0. Alors A et B sont indépendants si
et seulement si P(A | B) = P(A)
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AtTENTION! Dire que deux événements sont indépendants ne signifient pas qu’ils sont incompatibles.
Au contraire, deux événements incompatibles ne sont généralement pas indépendants a moins que I’un d’entre eux soit
de probabilité nulle.

Définition 1.11 Famille d’événements indépendants

Soient (Q,.A, P) un espace probabilisé et (A;);cr une famille d’événements. On dit que (A;);e1 est une famille d’événe-
ments mutuellement indépendants si, pour toute partie finie J de I

P((a ) =TTrP@)

jel Jel

REMARQUE. Il découle directement de la définition que toute sous-famille d’une famille d’événements mutuellement
indépendants est encore une famille d’événements mutuellement indépendants.

~——— Pile ou face infini

On considére un jeu de pile ou face infini modélisé par I'univers Q = {0,1}". On note 2 nouveau P, = {w € Q, w, = 1}
I’événement «obtenir pile au n®™ lancer et on considére la tribu .4 engendrée par les P,.

On peut prouver qu’il existe une probabilité P sur (Q,.A) telle que (P,),en+ S0it une suite d’événement mutuellement
indépendants et de méme probabibilité p € [0, 1] (p = 1/2 pour un piece équilibrée).

ATTENTION! Si (A;);c est une famille d’événements mutuellement indépendants alors les A; sont indépendants deux a
deux. Cependant, la réciproque est fausse.

Exemple 1.5

On considere I’expérience aléatoire consistant a lancer deux dés. On munit I’univers de la probabibilité uniforme. On
considere les événements suivants :

* A : «le résultat du premier dé est pair»;
* B : «le résultat du deuxieme dé est pair»;

e C: «la somme des résultats des deux dés est pair».

Les événements A, B et C sont deux a deux indépendants mais pas mutuellement indépendants.

Proposition 1.14 Indépendance et complémentaire

Soit (Q,.A, ) un espace probabilisé. Si A et B sont des événements indépendants, les événements A et B sont également
indépendants.

Exercice 1.3

Soit (A;);er une famille d’événements mutuellement indépendants d’un espace probabilisé (Q, A, P). On considere une
famille (B;);¢1 telle que pour tout i € I, B; = A; ou B; = A;. Montrer que (B;);¢r est également une famille d’événements
mutuellement indépendants.
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1.6 Continuité croissante et décroissante

Proposition 1.15 Continuité croissante et décroissante

Soit (Ay,)nen une suite d’événements d’un univers probabilisé (Q, A, P).

Continuité croissante Si (A,) est croissante pour I’inclusion, alors lim P(A,) =P ( U An).
n—>+oo
neN

Continuité décroissante Si (A,) est décroissante pour I’inclusion, alors lim P(A,) =P ( ﬂ An).
n—+oo
neN

REMARQUE. La continuité croissante et décroissante donne en particulier ’existence des limites des suites (P(A,,)) dans
le cas ou la suite d’événements (A,,) est monotone.

Corollaire 1.2
Soit (A,),en une suite d’événements (non nécessairement monotone) d’un univers probabilisé (Q, A, P). Alors

im P(O Ak) = P(U Ak> dim P(ﬁ Ak) = P(ﬁAk)

k=0 k=0 k=0

Exemple 1.6

Dans un jeu de pile ou face infini, considérons I’événement A : «obtenir uniquement des faces». Alors A = ﬂ E,. Posons
neN

n
1
E, = ﬂ .. Alors P(A) = nEI-Poo P(E,). Mais P(E,) = Sme1 pour tout n € N. Ainsi P(A) = 0.
k=0

Corollaire 1.3

Soit (Ay,)nen une suite d’événements d’un univers probabilisé (2, A, P). Alors

P(U An) < Zojo P(A,)
n=0

neN

REMARQUE. On peut donner un sens a 1’inégalité précédente méme si la série Z P(A,,) diverge, puisqu’étant a termes

neN
positifs, elle diverge dans ce cas vers +o0.

Proposition 1.16

* Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est un événement négligeable.

* Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque sirs est un événement presque sir.
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Exercice 1.4

Dans un jeu de pile ou face infini, déterminer la probabilité d’obtenir un nombre fini de piles.

1.7 Espace probabilisé discret

Définition 1.12 Distribution de probabilités discrete

On appelle distribution de probabibilités discréte sur un ensemble Q une famille (p,)geco € (R, telle que Z Po =
wWeQ
1.

Proposition 1.17 Support d’une distribution de probabibilités discrete

Si (Pgy)weq est une distribution de probabilités discréte, alors son support {w € Q, p,, # 0} est au plus dénombrable.

Proposition 1.18 Espace probabilisé discret

Soient Q un univers au plus dénombrable.
* Soit P une probabilité sur (Q, P(Q)). Alors la famille (P({w})),cq est sommable de somme 1.

* Soit (pg)weq une distribution de probabilités discréte. Alors il existe une unique probabilité sur (Q, P(Q)) telle
que P({w}) = p,, pour tout w € Q.

Exemple 1.7
1
On peut définir une probabilité P sur (N, P(N)) en posant P({n}) = Sl puisque pour tout n € N, o > 0et
> =1
= on+1

2 Variables aléatoires discretes

2.1 Définitions

Définition 2.1 Variable aléatoire discrete

Soit (Q,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discrete sur (Q,.A) toute application X définie sur
Q telle que

* X(Q) est au plus dénombrable ;
* pour tout x € X(Q), X~({x}) € A.
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Notation 2.1

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, A, P).

Pour tout A € P(X(Q)), X~1(A) est un élément de A donc un événement.

L’ événement X~1(A) se note plutdt {X € A}.

L’ événement X~1({x}) se note plutot {X = x}.

On peut alors parler des probabilités P(X € A) et P(X = x).

Si X est une variable aléatoire réelle et x € R, alors les événements {X €] — o0, x]} et X € [x, +oo[ se notent plutdt
respectivement {X < x} et {X > x}. On peut alors parler des probabilités P(X < x) et P(X > x).

REMARQUE. Si X est une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisable (Q,.A), pour tout A € P(X(Q)), A est
au plus dénombrable en tant que partie d’un ensemble au plus dénombrable et {X € A} = |_| {X = x} est un événement

xeA
en tant qu'union au plus dénombrable d’événements.

On peut en fait montrer que {{X € A}, A € P(X(Q))} est une tribu sur Q incluse dans la tribu A. On ’appelle la tribu
engendrée par la variable aléatoire X.

Exemple 2.1 Temps d’arrét

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisable (Q,.A) et a valeurs dans un méme
ensemble. Soit x € E. On définit T = min{n € N, X,, = k} ou, peut-étre de maniére plus rigoureuse

T’{Q — NU{+oo}
|l o — min{n €N, X,(w) = x}

REMARQUE. On convient que le minimum d’une partie vide de N est 4+oo.

Montrons que T est une variable aléatoire discrete.
Tout d’abord, N U {+ o0} est bien dénombrable. Ensuite, {T = +oco} = ﬂ {X, # x}. Pourtoutn € N, {X,, = x} € A
neN
donc {X,, # x} = {X,, = x} € A. Ainsi {T = +o0} € A en tant qu’intersection dénombrable d’éléments de .A.

Enfin, soit n € N. Alors
n—1

{T=n}= (ﬂ{xn = x}) N{X, = x}

k=0

REMARQUE. On convient qu’une intersection indexée sur I’ensemble vide est égale a Q) dans le cas n = 0.

A nouveau, {T = n} € A en tant qu’intersection finie d’éléments de A.

Définition 2.2 Loi d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q,.A, P). On appelle loi de X I’application

Py - {S”(X(Q)) — [0,1]
%60 A — PXEeA)

Notation 2.2

Si X et Y sont des variables aléatoires de méme loi, on note X ~ Y.
Lorsque X suit une loi £ donnée, on notera également X ~ L.
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Proposition 2.1

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q,.A, P). Alors la loi Px de X est une probabilité sur
I’espace probabilisable (X(Q), P(X(Q))).

Corollaire 2.1

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, A, P). Alors Px est entierement déterminée par la
donnée des P(X = x) pour x € X(Q).

ReEMARQUE. C’est pour cela qu’en pratique, lorsque ’on demande la loi d’une variable aléatoire X sur Q, on ne demande
pas P(X € A) pour tout A € P(X(Q)) mais P(X = x) pour tout x € X(Q).

Proposition 2.2 Image d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisable (Q2,.4). Alors pour toute application f définie sur X(Q),
f(X) = f o X est une variable aléatoire sur (Q, A).

Proposition 2.3

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes. Si X ~ Y, alors pour toute application f, f(X) ~ f(Y).

Définition 2.3 Loi conditionnelle

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, A, P) et B € A tel que P(B) > 0. On appelle loi de
X conditionnée par I’événement B I’application

{?(X(Q)) — [0,1]
A — PRX€EA)

REMARQUE. A nouveau, quand on demande en pratique la loi conditionnelle de X conditionnée par I’événement B, on
se contente de donner Pg(X = x) pour tout x € X(Q) plutdt que Pg(X € A) pour tout A € P(X(Q)).

2.2 Lois usuelles

Définition 2.4 Loi géométrique

Soient X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs dans N* et p € [0, 1]. On dit que X suit la
loi géométrique de parameétre p si
VneN*, PX=n)=1-p)"p

Pour abréger, on dit que X suit la loi G(p) ou encore X ~ G(p).

— Interprétation de la loi géométrique

On considere une succession d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p. Le rang d’apparition du

premier succes suit une loi géométrique de parametre p.
N J
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Exercice 2.1 Caractérisation de la loi géométrique comme loi sans mémoire

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Montrer que X suit une loi géométrique si et seulement si

Vim,n) eN, PX>m+n|X>m)=PX>n)

Définition 2.5 Loi de Poisson

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs dans N* et A € R%. On dit que X
suit la loi de Poisson de parametre A si
e~ Mn

n!

VneN, PX=n)=

Pour abréger, on dit que X suit la loi (1) ou encore X ~ P(A).

Exercice 2.2 Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires telle que X,, ~ B(n, p,,) pour tout n € N. On suppose que np,, — A > 0.
n—+oo

Montrer que pour tout k € N,
e~k
lim P(X, =k)=

n—+oo k'

REMARQUE. On dit que la suite (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire de loi P(A).

2.3 Couples et uplets de variables aléatoires

Remarquons tout d’abord que si X et Y sont des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisable (Q,.A), il en est
de méme du couple (X,Y), c’est-a-dire de I’application w € Q — (X(w), Y(w)).

Définition 2.6 Loi conjointe, lois marginales

Soient X et Y des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
La loi du couple (X, Y) est appelée loi conjointe des variables aléatoires X et Y.
Les lois de X et Y sont appellées les lois marginales du couple (X,Y).

Notation 2.3

Pour (x,y) € X(Q) X Y(Q), on note

PX=x,Y=y)=P(XY)=(x,y))

Proposition 2.4

Soient X et Y des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
La loi conjointe de X et Y permet de retrouver les lois marginales. Plus précisément

VX eX(Q), PX=x)= Y P(XY)=(xy)
YEY(Q)

VyeY(Q), P(Y=y)= >, P(X,Y)=(xy)
xeX(Q)
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@ ATTENTION! Les lois marginales ne permettent pas de retrouver la loi conjointe (2 moins que les variables aléatoires
soient indépendantes).

Définition 2.7

Soient X, ..., X,, sont des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
La loi du n-uplet (Xy, ..., X,,) est appelée loi conjointe des variables aléatoires X, ... , X,,.
Les lois des variables aléatoires X, ... , X,, sont appellées les lois marginales du n-uplet (X, ..., X,,).

Proposition 2.5

Soient X, ... , X,, des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
La loi conjointe de (Xy, ..., X,,) permet de retrouver les lois marginales. Plus précisément

Vi € [1,n], Vx; € X,(Q), P(X = x;) = > IP( N &= xj})

et N jepr i) LRI

2.4 Variables aléatoires indépendantes

Définition 2.8 Couple de variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si

V(A,B) € P(X(Q)) X P(Y(Q)), P(X,Y) € AXB)=PX € A)P(Y € B)

Proposition 2.6

Soient X et Y des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si

V(x,y) € X(Q) X Y(Q), P((X,Y) = (x,y)) = PX = x)P(Y = y)

Notation 2.4

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, on note X 1L Y.

Définition 2.9 Famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes

Soit (X;);er une famille finie de variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q, A, P).
On dit que (X;);er est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si

V(Apier € H?(Xi(Q)): p (m X; € Al-) = H P(X; € A))

iel iel il

Une famille infinie de variables aléatoires est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si toute
sous-famille finie I’est.
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Proposition 2.7

Soit (X;);er une famille finie de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A, P).
(X1)ier est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si et seulement si

V(x)ier € [ [ Xi(@), P (ﬂ Xi= xi) =[[P&xi=x)
i€l iel i€l

Soit (X;);er une famille infinie de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A, P).
(X;)ie1 est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si et seulement si pour toute partie finie J de I

V(x)ies € [ [ X(), P (ﬂ Xi= xi) =[P =x)

i€l ieJ iel

REMARQUE. Toute sous-famille d’une famille finie de variables mutuellement indépendantes est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

ATTENTION! Si des variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, alors ces variables aléatoires sont indépen-
dantes deux a deux mais la réciproque est fausse.

Exemple 2.2

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1, 1}. On pose Z = XY. Alors X, Y, Z sont deux
a deux indépendantes mais pas mutuellement indépendantes.

Exercice 2.3

Montrer que (A;);er est une famille d’événements mutuellement indépendants si et seulement si (T4, );er est une famille
de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

Proposition 2.8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur un espace probabibilisé (Q, A, ), alors, pour toutes applications
f et g définies respectivement sur X(Q) et Y(Q), f(X) et g(Y) sont indépendantes.

REMARQUE. De maniére plus condensée, X L Y = f(X) 1L g(Y).

Corollaire 2.2

Soient (X;);e1 une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes et pour tout i € I, une application f; définie
sur X;(Q). Alors (f;(X;));e1 est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

Proposition 2.9 Lemme des coalitions

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires discretes mutuellement indépendantes sur un espace probablhse (Q, A, P).
Soient m € [[1,n — 1], f une application définie sur HXk(Q) et g une application définie sur H X (Q). Alors,

k=1 k=m+1
Xy, X)) et gXopg1s --- » Xpp) sont des variables aléatoires indépendantes.
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Exemple 2.3

Si X, Y et Z sont trois variables aléatoires discretes réelles mutuellement indépendantes, alors cos(X2 +Y?) et eZ sont
indépendantes.

Corollaire 2.3

Soient (X;);e1 est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, I = |_| I; une partition de I et pour
J€EI
tout j € J, f; une application définie sur H X;(Q). Alors la famille ( ﬁ((Xi)ielj))je 5 est une famille de variables aléatoires
iEIj
mutuellement indépendantes.

Proposition 2.10

Soit (£,,)nen une suite de lois discrétes. Alors il existe un espace probabilisé (Q, A, P) et une suite (X,),en de variables
aléatoires mutuellement indépendantes sur (Q, A, P) telles que Vi € N, X,, ~ £,,.

REMARQUE. Une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi est appellée une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (en abrégé, suites de variables aléatoires i.i.d.).

~—— Jeu de pile ou face infini

La proposition précédente permet de donner un cadre théorique au jeu de pile ou face infini. En effet, on peut affirmer
I’existence d’un espace probabilisé pour lequel il existe une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de parametre donné (1/2 si la piece lancée est équilibrée).

.

3 Espérance, variance et covariance

Le corps K désigne R ou C.

3.1 Espérance

Définition 3.1 Espérance d’une variable aléatoire dicrete réelle positive

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabibilisé (Q, A, P). On suppose que X(Q) C R, U {+oo}.
L'espérance de X est la somme, dans R, U {+oo}, de la famille (xP(X = X)) rex(q)- On la note E(X).

Exercice 3.1

Soit X une variable aléatoire discréte positive. Montrer que E(X) = 0 si et seulement si X est presque stirement nulle i.e.
PX=0)=1.

Proposition 3.1 Formule d’antirépartition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N U {+o0}. Alors

EQ=Y PXm=Y PX>n)
n=1 n=0
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Définition 3.2 Espérance d’une variable aléatoire discrete réelle ou complexe

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabibilisé (Q, A, P) a valeurs dans K. On dit que X est d’espérance
finie si la famille (xP(X = X))yxex(q) est sommable. Dans ce cas, la somme de cette famille est I’espérance de X. On la
note E(X).

REMARQUE. Il est primordial de remarquer que 1’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi.

REMARQUE. Si X(Q) est fini, X admet toujours une espérance finie.
Si X(Q) est dénombrable, on peut écrire X(Q) = {x,, n € N}. Alors X est d’espérance finie si et seulement si la série
+

[oe]
Z x,P(X = x,,) converge absolument et, dans ce cas, E(X) = Z x,P(X,).

neN n=0

REMARQUE. Une variable aléatoire d’espérance finie est dite centrée si E(X) = 0.

Notation 3.1

Si X est d’espérance finie, on note X € L.

Proposition 3.2 Espérance des lois usuelles

* Si X ~ G(p), alors E(X) =

S|

e Si X ~ P(A), alors E(X) = A.

Proposition 3.3 Formule de transfert

Soient X une variable aléatoire discréte et f: X(Q) — K. Alors f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille
(f(X)P(X = x))xex(q) st sommable et, dans ce cas,

EFX) = Y, fOPX=x)

xeX(Q)

REMARQUE. Lintérét de la formule de transfert est qu’elle permet de calculer I’espérance de f(X) sans connaitre la loi
de f(X) mais uniquement la loi de X.

REMARQUE. D’apreés la formule de transfert appliquée 2 la valeur absolue ou au module, X € I' <= E(|X|) < +co0.

Exercice 3.2

Soit X une variable suivant la loi géométrique de parametre p. Déterminer 1’espérance de 1/X.
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Proposition 3.4 Propriétés de ’espérance

Linéarité Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes complexes d’espérances finies. Soit (4, u) € K2. Alors AX+uY
est d’espérance finie et E(AX + pY) = AE(X) + LE(Y).

Positivité Soit X une variable aléatoire discréte positive. Alors E(X) > 0.
Croissance Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles d’espérances finies. Si X <Y, alors E(X) < E(Y).

Inégalité triangulaire Soit X une variable aléatoire d’espérance finie. Alors |X| est d’espérance finie et |[E(X)| < E(|X]).

Proposition 3.5

L’ensemble des variables aléatoires discrétes de I! 4 valeurs dans IK forment un [K-espace vectoriel.

Proposition 3.6

Soient X une variable aléatoire a valeurs dans K et Y une variable aléatoire réelle telles que [X| < Y. Si Y € I}, alors
Xel.

Exemple 3.1

Si X est une variable aléatoire bornée, il existe M € R, tel que |X| < M. Il est clair qu’une variable aléatoire constante
est d’espérance finie. On en déduit que X € I}

Proposition 3.7 Espérance et indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes, a valeurs dans K et d’espérances finies. Alors XY est
d’espérance finie et
E(XY) = E(X)E(Y)

Corollaire 3.1 Espérance et indépendance

Soient Xy, ..., X,, des variables aléatoires discretes mutuellement indépendantes, & valeurs dans K et d’espérances finies.
n

Alors H X; est d’espérance finie et

i=1

[E(ﬁXl>= - [E(Xl)
i 1

i=1 i=
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3.2 Variance

Notation 3.2

Si X est une variable aléatoire réelle discréte telle que X? est d’espérance finie, on note X € I?. Autrement dit, X €
! < X?ell.

Proposition 3.8

Soit X une variable aléatoire réelle discréte telle que X? est d’espérance finie. Alors X est d’espérance finie.

REMARQUE. De maniére plus condensée, X € I? = X € L.

Proposition 3.9

L’ensemble des variables aléatoires discrétes réelles de I? forment un R-espace vectoriel.

Exercice 3.3

Montrer que 1’application (X,Y) € (I?)? — E(XY) est bien définie, bilinéaire, symétrique et positive.

Proposition 3.10 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (X,Y) € (I?)2. Alors XY € I et
E(XY)? < E(X®)E(Y?)

Exercice 3.4 Cas d’égalité dans I’inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (X,Y) € (12)? telle que E(XY)? = E(X?)E(Y?). Montrer que X et Y sont presque siirement colinéaires, autrement dit
qu'il existe A € R tel que P(X =1Y) =1 ouP(Y = AX) = 1.

Définition 3.3 Variance et écart-type

Soit X € I2.

¢ On appelle variance de X le réel positif

V(X) = E((X - EX))?)

¢ On appelle écart-type de X le réel

o(X) =VV(X)

REMARQUE. La variance et I’écart-type d’une variable aléatoire ne dépendent que de sa loi.
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REMARQUE. On dit qu'une variable aléatoire X est réduite si V(X) = 1.

Exercice 3.5

Soit X € I? une variable aléatoire discréte réelle. Montrer que V(X) = 0 si et seulement si X est presque siirement
constante.

Proposition 3.11 Théoréme de Konig-Huygens

Soit X € I2. Alors
V(X) = E(X?) — E(X)*

Proposition 3.12 Variance d’une fonction affine d’une variable aléatoire

Soient X € 12 et (a, b) € R2. Alors V(aX + b) = a?V(X).

X — E(X)

———~ est centrée
o(X)

REMARQUE. Si X est une variable aléatoire réelle admettant une variance finie non nulle, alors

réduite.

Proposition 3.13 Variance des lois usuelles

* SiX ~ G(p), alors V(X) = ! —ZP_

e Si X ~ P(A), alors V(X) = A.

3.3 Covariance

Définition 3.4 Covariance de deux variables aléatoires

Soit (X,Y) € (I2)2. On appelle covariance de X et Y le réel

Cov(X,Y) = E((X — EX))(Y — E(Y)))

REMARQUE. V(X) = Cov(X, X)

REMARQUE. D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
Cov(X,Y)? < V(X)V(Y)
ou encore

[ Cov(X, Y)| < a(X)a(Y)

REMARQUE. La covariance est «presque» un produit scalaire. C’est une forme bilinéaire symétrique positive mais pas
nécessairement définie.
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REMARQUE. Si (X,Y) € (I12)?, alors, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz 4 X — E(X) et Y — E(Y), on obtient
Cov(X,Y)? < V(X)V(Y)

ou encore
| Cov(X,Y)| < a(X)a(Y)

Proposition 3.14

Soit (X,Y) € (I?)2. Alors
Cov(X,Y) = E(XY) — EX)E(Y)

Corollaire 3.2 Covariance de variables aléatoires
Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes réelles indépendantes de 12, alors Cov(X,Y) = 0.

% AtTENTION! La réciproque est fausse. Il suffit par exemple de prendre X ~ U({—1,0,1}) et Y = 1 — X2. On a bien
Cov(X,Y) = 0 mais X et Y ne sont évidemment pas indépendantes.

Proposition 3.15 Variance d’une somme et théoreme de Pythagore

Soient Xy, ..., X,, des variables aléatoires réelles discrétes de I2. Alors
n
V (Z Xk) = Z COV(Xi, )(j)
k=1 1<i,j<n

Si de plus, Cov(X;, X;) = 0 pour tout (i, j) € [[1, n]]2 tel que i # j,
n

\Y (é Xk> = > V(X

k=1
REMARQUE. Notamment si X, ..., X,, sont des variables aléatoires deux a deux indépendantes de 12, alors

{(2)-

n
V(Xy)
k=1

3.4 Inégalités classiques

Exercice 3.6

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soit A € A. Montrer que la fonction indicatrice de A, a savoir 1’application

Q — {0,1}
Tp: 1 sim€eA
w —>
0 sinon

suit 1a loi de Benoulli de parametre P(A).
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Proposition 3.16 Inégalité de Markov

Soient X une variable aléatoire discréte réelle positive d’espérance finie et a € R%. Alors

P(X>a)< EX)
a
Si on ne suppose plus X positive, on peut affirmer que
E(X
P(X| > a) < )
a
Corollaire 3.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soient X € I? et € € R%. Alors
V(X a(X)?
P(X—EO| 2 ¢) < YO0 = THF

Corollaire 3.4 Loi faible des grands nombres

Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes, de méme loi et admettant des variances finies.
n

Alors, en posant S, = Z X} et en notant m I’espérance commune des X,
k=1

Ve € R, P(

S—”—m’Zz—:)—>0
n

n—+oo

REMARQUE. On peut en fait prouver a I’aide de I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev qu’en notant 62 la variance commune

des Xy,
S o?
n

Vee R%, P
& + ( ne2

La loi faible des grands nombres s’en déduit immédiatement.

4 Fonctions génératrices

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, alors pour tout ¢t € [—1,1], [tX| < 1 donc t* € I}. On peut alors définir
E (%),

Définition 4.1 Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X la fonction Gy définie par

+00

Gx(t) = E(X) = ) P(X = k)t
k=0

REMARQUE. A nouveau, la fonction génératrice d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi.
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REMARQUE. Puisque la série Z P(X = k) converge (vers 1),
keN

* la série enticre Z P(X = k)t* a un rayon de convergence supérieur ou égal & 1;
keN

* elle converge normalement sur le disque fermé de centre O et de rayon 1;
* sa somme Gy est continue sur ce méme disque ;

e Gy est de classe € sur | — 1, 1[.

—— Fonctions génératrices des lois usuelles

* SiX~ B(p),Gx(t)=1—p+ pt.
* SiX ~ B(n,p), Gx(t) = (1 — p+ p)".

* SiX ~ G(p), Gx(t) = ﬁ'

* SiX ~ P(L), Gx(t) = M-,

Proposition 4.1 Fonction génératrice et loi

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Alors

G(0)
k!

VkeN, P(X=k) =

Proposition 4.2

Deux variables aléatoires a valeurs dans N sont égales si et seulement si elles ont la méme fonction génératrice.

Proposition 4.3 Fonction génératrice et espérance
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Alors X admet une espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en

1 et, dans ce cas, E(X) = Gx(1).

REMARQUE. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Si Gy est deux fois dérivable en 1, alors X € 1? et V(X) =
G4(1) + Gx(1) — Gk (D)2

Proposition 4.4 Fonction génératrice d’une somme finie de variables aléatoires indépendantes

n

Soient X;, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes a valeurs dans N. On pose S = Z X Alors
k=1

n
GS = H GXk
k=1
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Exemple 4.1

S=) XeetT=
k=1

Si (X)) nen+ est un
n

m+n

Z X} ont la méme loi. En effet, Gg = Gt = (Gx,)"™.

k=m+1

e suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, alors pour tout n € N* et tout m € N,

Exercice 4.1

n

Déterminer la loi de S = Z Xk-

k=1

Soient Xj, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres respectifs A4, ..., A,.
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