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DEVOIR A LA MAISON N°01

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

On trouve

1 1
B,=X-= B,==X?— =X+ —
! 2 2 12
On en déduit que
1 1
b= -3 b= 15

Soit un entier n > 2.
1 1
Bo(1) — Ba(0) = f By(1) di = f By 1 (1) di = 0
0 0

carn—1 € N*.

Tout d’abord, Ay = (—1)°By(1 — X) = 1.
Ensuite, pour tout n € N*,
Ay =—(-1)"B,1-X)=(-1D)""'B,_;(1-X) = A

Enfin, via le changement de variable u = 1 — ¢, pour tout n € N*,

1 1 1
f A,(t) dt = (=1)" / B,(1—¢) dt = (=1)" / B,(w) du =0
0 0 0

Ces trois conditions définissant de maniére la suite (B,,), on en déduit que pour tout n € N,

B, =A,=(-1)"B,(1-X)

@ Soit n € N*. D’apres la question@
Bn1(1) = (=1)*"*'1B,41(0) = —Byy41(0)
Or 2n + 1 > 2 donc d’apres la question 2] B,y,41(1) = By,,41(0). On en déduit que

Byn+1(0) = By,11(1) =0

La formule de Taylor de Taylor stipule que

Par une récurrence évidente, Bglk) = B,,_i lorsque k < n. En particulier, qun) = By = 1 de sorte que Bglk) = 0 lorsque

k > n. Ainsi n n
B 0 b
By=Y n—k(0) e _ nk yk

k=0 k! k=0 k!
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E Soit n € N. On sait d’apres la questionque

2n+2 b
2n+2—k
Bonia = Z k! X«
k=0
En évaluant cette €galité en 1, on obtient
2n+2—k b
2n+2—k
By = )] T
k=0 :

Or 2n + 2 > 2 donc Byy,45(1) = By 42(0) = by, dapres la question2] Ainsi

2n+2

byniae
baniz = 2 an;,Zk

k=0
En effectuant le changement d’indice k — 2n + 2 — k, on en déduit que

2n+2 bk
bansz = 2 Y]
" ;;o 2n+2-k)!

Supposons maintenant que n € N*. Alors

2n+2 2n b
=b b "k
Z (2n + 2 kA2 T Danar ¥ kzgo @2n+2-k)
Or by, 41 = Byy41(0) = 0 puisque n € N* d’apres la questiond] Ainsi
=0
Z (2n + 2 k)!
On sépare alors les termes d’indices pairs et impairs
b b
2 G270 T 2 Gl "
k=0 : k=0 :
A nouveau, pour k € N*, byi1 = Byr41(0) = 0 donc
Z ba11 __ b 1
& @n+1-26 " 2n+1)! 22n+1)!
Finalement,
1 by
———t ), =0
2(2n+1)! ,;) (2n+ 2 —2k)!
En isolant le dernier temre de la somme, on obtient
1 b n—1
2n + Z b2k =0
2(2n + 1)' t (2n+2 - 2k)!
et donc
by
b
2n = (2n +1) Z / (2n+2—2k)!
La question@donne pour n = 2
b _l_2<b0+b2) 4 _r_6 _ 2 5 __1
47 sl 6! 120 360 144 720 720 720 720
Soit A € R%. Par une intégration par parties,
0 DeosA 1 [
f £ sin(ur) dt = 10 ( ) f()% +3 f £7(£) cos(At) dt
0
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On a clairement

lim @ =0
A>t+oo A
De plus,
Lot D)
A - A
et lim M = 0 donc
A—=+00 A

lim f(M)cos A —0
A—-+00 A

Enfin, par inégalité triangulaire et croissance de I’intégrale,

1! 1 1
‘)—L/ f'(t) cos(At) dt| < 7»/ |f'(t) cos(At)| dt < 7»/ |f/ ()] dt
0 0 0

1
Or lim lf |f' ()| dt donc
A=+o0 A o

1
lim l/ f()cos(At) dt =0
A=+o0 A o
On en déduit finalement que

1
lim / f@)sin(At) =0
A—+c0 0

@ Tout d’abord ¢ — t(1 —t) et t — sin(mt) sont de classe C! sur ]0, 1] et la seconde fonction ne s’annule pas sur ]0, 1[.
1 1
Ainsi @ est de classe C! sur ]0, 1[. Par ailleurs, t(1 —t) ~ tetsin(mtt) ~ 7t donc @ ~ p puis li(r)ncp =
t—0 t—0 0

Ensuite, pour tout ¢t €]0, 1,
(1 — 2t) sin(mtt) — t(1 — t)m cos(t)

sin®(7tt)

') =

(1= 20)sin(at) = (1= 20)(nt +0(1%)) = 7(1l -2t +0(1))
t(1 — t)mcos(mt) = (1 —£)(1 + o(t)) = mt(1 — t + o(t))
On en déduit que
(1 — 2t) sin(mt) — (1 — t)w cos(mt) = —mt? + o(t?)

~ —Tt?
t—0

1 1
De plus, sin?(nt) ~ m?t? donc ¢’ ~ —=ie. limg = —=.
t—0 0 T 0 e

1
On remarque ensuite que pour t €]0, 1[, (1—t) = ¢(¢t) etdonc que ¢’'(1—t) = —¢'(t). On en déduit que liFl Q= li(gn =

et que lim¢@’ = —lim =1
q ICP— o(p_rc'

Puisque o est de classe €' sur |0, 1[ et que ¢ et ¢’ admettent des limites finies en O et 1, ¢ peut se prolonger en une fonction
de classe € sur [0, 1].

Soit ¢ €10, 1.

P P
sin(7tt) Z cos(2kmt) = Z sin(7tt) cos(2kmtt)
k=1 k=1

% (sin(2kmtt + mit) — sin(2knt — mt))

Il
M-

1

p
D sin((2k + )mt) — sin((2k — Dmit)
k=1

(sin((2p + 1)mt) — sin(mt))

NI N TT

Comme sin(7tt) # 0,
sin((2p + 1)mt)

b
1
kZ::lCOS(ZkTEt) = T(T[t) - z
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Puisque P(0) = P(1) = 0, les polyndmes X et 1 — X divisent P. Etant premiers entre eux, leur produit X(1 — X) divise
également P. Il existe donc Q € R[X] tel que P = X(1 — X)Q.
Remarquons également que pour tout ¢ €]0, 1]

p
t(1—t) ), cos(2knt) = t(1 — 1)

(sin((2p +Dmt) 1
k=1

- 5) - %(p(t) sin((2p + 1)t) — %t(l N

P
1 1
Mais comme les fonctions ¢ — t(1 —t) Z cos(2kmt) et t — ECP(t) sin((2p + 1)t) — Et(l — t) sont continues sur [0,1],

k=1
I’égalité est en fait valide pour tout t € [0,1].
Soit maintenant p € N*.

1 1
Zp: f P(t) cos(2kmt) dt = / (Zp: cos(Zcht)) t(1—1)Q(t) dt
k=1Y0 k=1

0

1
f (@(OQU) sin((2p + 1) — 1(1 - HQ(L)) d
0

N

N

1 1
f @(1)Q(t) sin((2p + 1)t dt — : f P(t) dt
0 2 Jo

Or comme ¢ — @(£)Q(t) est de classe C! sur [0, 1] comme produit de fonctions de classe € sur [0, 1],

1
lim / @(HQ(t) sin((2p + 1)t dt = 0
p=teo Jo

d’apres la question
On en déduit donc que
p

1
lim Z / P(t) cos(2kmt) dt = —
0

p—>+o k=1

N =

1
/ P(t) dt
0

Par intégration par parties,
1
I, = / B,(t) cos(2kmt) dt
0

1
1 ) 1 . /
= —[By(t) s1n(2k7‘ct)]é — %‘[ B, (¢t) sin(2kmtt) dt car B, = B;

2km b
1 1
=~k B, (¢) sin(2kmtt) dt car sin(2km) = sin(0) = 0
2km o
1 . 1 (!
= ke [B1(¢) cos(2kmr)] ) — Gkn? ](; By (t) cos(2kmtt) dt car B] = By
1 1 [
= Gk~ Gk f cos(2kmt) dt car Bo =1, B;(1) = 1/2 et B;(0) = —1/2
0
_ 1 . 1
= GknR ~ kP [sin(2kmtt)],,
_ 1
© (2km)?
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Soit un entier n > 2. On procede a des intégrations par parties successives.

1
Lin = f B,,,(t) cos(2kmt) dt
0

1

C e skt — L [T B o
= >t [B2n(2) sin(2kmt)] 2 ), B),,(t) sin(2knt) dt

1 1
iy —/(; B,,_1(t) sin(2kmt) dt

1 1 [
= ——— [Byp_1(t) cos(Zknt)]y — =5 | Bhu_y(t)cos(2knt) dt

(2kn) (2km)
0
1
= —@ / B,,_»(t) cos(2kmt) dt car By, 1(0)=B,,_1(1) 2n—1>2carn > 2)
0

S S
T Qkmy2 !

La suite (I ,,)pen+ est géométrique de raison — donc

1
(2km)?
G I o)

VneN, Iy, = (2km)2n—2 k1= (2km)n

Soit n € N*. Alors n > 2 et b,,, = B,,,(0) = B,,(1) d’aprés la question Le polynéme B,,, — b,,, s’annule donc en
0 et 1. La question[1T] montre que

p 1 1
lim Z (By,(t) — byy,) cos(2kmt) dt = 1 f (Bou(t) — byy) dt
p=teo 1o 2 Jo
Or on sait que
f (=)™ 1
B, () cos(2kmt) = Iy, = =~ / By, (t) dt =0
b (2km)2n b
! b2n : 1 !
b,,, cos(2kmtt) dt = K [sin(2kmt)], = O b, dt = by,
0 T 0
On en déduit que
p -1
. =" ban
1 =
potoo ,{Zfl Cknyn ~ 2

Oou encore qll6
(D' S 1 by,
(2m)2n = k2n T2

et enfin que
+oo
1 (=D 1(2n)*"b
COEDY T = > n
k=1
On obtient
_ (@n’b, 7
=TT
_ _@mtp, _m
W=—"=""%
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