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DEVOIR A LA MAISON N°02

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

Vx € R, F(x) — AF(x + a) = f(x) (%)

Partie I — Questions préliminaires

I.1 Soit ¢ constante sur R. Alors pour tout (x,y) € R2, |e(x) — @(y)] = 0 < K|x — y| quelque soit K € R,. Ainsi
¢ eL.

L.2 cos et sin sont dérivables a dérivées bornées donc lipschitziennes.

L.3 Par définition, £ C F. La fonction nulle est constante donc lipschitzienne.
Soient (¢, ) € £% et (A, u) € R2. Il existe (K, L) € R, tel que

V(x,y) € R% Jo(x) = <Klx =yl et [b(x) —p()| < Lix -yl

Par inégalité triangulaire, our tout (x, y) € R?,

|(Ap+up)(X)—(Ap+ub)(W)| = A0 —P(YN+u)—PINI < [Mle() =W+l [b()—bH)] < (JAK+|u(L) x|

On a donc bien Ap + p € £.
L est donc bien un sous-espace vectoriel de F.

L.4 Puisque ¢ € £, il existe K € R, tel que

V(x,y) € R, [o(x) — ¢(y)] < Klx -yl

En particulier,
Vt € R, |o(f) — (0)] < K¢

Par inégalité triangulaire,
Vi € R, |o(®)] < K]t| + |¢(0)]

11 suffit alors de poser A = K et B = |¢(0)].

LI.5 L.5.a C’est du cours.

Y ¢ =
n=0 q
. ( n 1 n 1 . 1 ‘o .
L5.b Par croissance comparées, ¢" = o(— )doncnqg” = of— ). Puisque Z — est une série de Rie-
n—+co n n—+oo n nen* n
mann convergente a termes positifs, la série Z nq" converge.
neN
+o00 1
L.6 1.6.a Puisque |[Ae'?| = |A| < 1, la série géométrique Z Ae™@ converge et Z Aletad = e Par consé-
neN n=0 —Ae
i ) o i« ) eolX
uent, la série A Hha) converge ety AltetHNd) = ———
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L.6.b Les séries Z A" cos(x+na) et Z A" sin(x+na) sont les parties réelle et imaginaire de la série convergente
neN neN
Z Amei(x+na) donc ce sont des séries convergentes. De plus, leurs sommes sont respectivement les parties réelle
neN .
X

1= e "

et imaginaire de

elx eix(l — )e—la el — )Lei(x—a)
1— heia (1 — Aela)(1 — Ae—ia) T 1—2Xkcosa + A2

On en déduit les résultats demandés.

Partie II — Etude de lorsque f est nulle et |A| # 1

On suppose dans cette partie que f est nulle sur R et |A| # 1.

II.1

I1.2

Soient x € R et n € N. Puisque F vérifie et que f est nulle, pour tout k € [0,n — 1],
AE(x + ka) — A*1F(x + (k+ 1)a) = 0

Puis, via un télescopage

n—1
F(x) — \"F(x + @) = ) AFF(x + ka) = V1 F(x + (k + 1)a) =0
k=0

De la méme maniére pour tout k € [1, n]],
A7k f(x — ka) = A *kF(x — ka) — A~k"DF(x — (k — 1)a)

Puis, via un télescopage

AT"F(x —na) — F(x) = > A ¥kF(x — ka) — A~ *DF(x — (k — 1)a) = 0
k=1

On en déduit les égalités demandées.
D’aprés la question il existe (A, B) € R2 tel que
vVt € R, |F(t)] < Alt|+B

Fixons alors x € R.
Supposons |A| < 1. Alors pour tout n € N,

[FGl = [A"[F(x + na)| < [A|"(Alx + nal + B) < Ala|n|A|* + (Alx| + B)IA"

Puisque |A| < 1,
lim |A|*= lim nA|"=0
n—>+oo n—>+oo

de sorte que F(x) = 0.
Supposons |A| > 1. Alors pour tout n € N,

[FGOI = [A7"|F(x — na)| < |A|7"(Alx — nal + B) < Ala|n|A|™" + (Alx| + B)[A|™"

Puisque [A| > 1,

lim |A|™" = lim nA| ™" =0
n—+oo n—+oo

de sorte que F(x) = 0.
Finalement, F est bien nulle sur R.

Partie III — Etude de (X)) lorsque |A| # 1
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II.1 Soit (F,G) € £2 un couple éventuel de solutions de (k). D’apres la question H = F - G € £ et pour tout
x € R,
H(x)—AH(x+a)=0

La question [[I.2] permet alors d’affirmer que H=0i.e. F = G.
IIL.2 IIL.2.a D’apres la question il existe (A, B) € R2 tel que
VteR, |[f() <Alt|+B
Ainsi, pour tout n € N,
A f(x + na)l = [A]"|f(x + na)| < [A]"(Alx + na| + B) < Ala|n|A|" + (Alx| + B)[A["
Puisque |A| < 1, les séries Z |A|" et Z n|A|" convergent donc la série Z |A" f(x + na)| converge i.e. la série
neN neN neN
Z A" f(x + na) converge absolument.

neN
IIL.2.b Puisque f € £, il existe K € R, tel que

V(x,y) € R%, |f(x) = f()] < K|x -y
Soit (x,y) € R2.

[B) =B = |2 A(f(x +na) - f(y + na)
n=0

< 3T WMIf G+ na) - f(y + na)|

n=0

ST K|x — |
< Z |l| K|(x+na)—(y+na)| = 1——|)L|

n=0

Ainsi |, € £.
IIL.2.c Par définition de F,, pour tout x € R,

B(x) —AR(x+a) = Y A f(x+na)— ) A" 1f(x + (n+ 1)a)
n=0 n=0

= Zo:o A f(x + na) — f A"f(x +na) = f(x)
n=0 n=1

Donc F, est bien solution de (*]) et ¢’est I’unique solution de appartenant a £ d’apres la question [[IL1]
II1.2.d Dans ce cas, 'unique solution de appartenant a £ est la fonction F, telle que pour tout x € R,

+0oo 1
B = Y M= 1=
2=

II1.2.e Dans le cas out f = cos, I'unique solution de appartenant & £ est la fonction E, telle que pour tout

x €ER,
= cos x — Acos(x — a)
— n —
K(x) = ngzok cos(x + na) = I —Zicosat 2

Dans le cas ou f = sin, I’'unique solution de appartenant a £ est la fonction F, telle que pour tout x € R,

+o00 . .
_ "o _sinx — Asin(x — a)
Fo(x) = nzz:o)t sin(x + na) = 1—2\Acosa+ A2

1 1
1.3 IIL3.a II suffit d’appliquer la question [IIL.2.a[en remplagant A par 3 et a par —a, ce qui est 1égitime car '7_»' <1

ITL3.b On prouve a nouveau que Fy € £ comme dans [[I1.2.b] De plus, pour tout x € R,

Fy(X) — AR (x + a) f D f(x = (n—1)a) - Zo:o AT f(x —na)

n=1 n=1
= Z A" f(x — na) — Z A" f(x —na) = f(x)
n=0 n=1

Ainsi K, est bien solution de (X)) et c’est la seule appartenant a £ d’apres la question [[TL1]
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