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DEVOIR A LA MAISON N°04

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1
l.a g est clairement de classe C! sur R%. D’abord,

sint
lim— =1=g(0
tl—I>I(1) t g( )

De plus,
tcost —sint

Vi€ RY, g(0) = =

cost = 1+o0(t) sint = t+o(t?)

t—0 t—=0

donc g'(t) = o(1) i.e. lign g’ = 0. g’ admet bien une limite finie en 0 donc g est de classe C! sur R, d’apres le théoréme
t—0

de prolongement C1.

3
1.b Comme g est continue sur le segment [0, g], f g(t) dt converge.
0

1 1
Une primitive de ¢ — sint est t — — cost tandis que la dérivée de t — n estt — 7 De plus, comme cos est bornée

—cost
lim =0
t—>+00 t
+00 +00
s . . A cost N .
Par intégration par parties, f g(t) dt est de méme nature que f - dt. Cette derniere intégrale converge puisque
T s
2 2
+o00

+o00
g(t) dt converge et finalement f g(t) dt converge aussi.
0

cos t 1
— = — |. Ainsi
2 sioo 0 (tz) _/;
2

+oo . +
. s sint
1.c On effectue le changement de variable u = jt : les intégrales f - dt et /
0 0

oo sin(jt) T
b t 2

® sin(jt)
——= dt sont de méme nature

et égales.

1.d Tout d’abord,

2t 4
g0 = 1-5 45 +o(t)
et
u2
In(14+u) = u—— +o(u?)
u—0 2
donc 2 4 4 2 4
t t 1 t t t
n@gl) = —= + = — =+ —— +0(t*) = —— — — + o(t*
ne®) =~ + 53 Gy YO 5,7 180 T O
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1.e En effectuant le changement de variable u = t\/g ,

wno wno

nt u
/ﬁe_T dt=\/§fﬁe—7 du
0 n 0

. Inn S p <
Comme lim —= = +o0, I'indication de I’énoncé permet d’affirmer que
n—+oo 4 /3

Ainsi

n—+0o0o 2n

si 1 sin" ¢ 0 sin™(¢)
2.a Comme sin” est bornée, —— = © (—) De plus, lir% m =1 donc f dt converge.
t—=+o00 n—

2 n
t o t

2.b Par intégration par parties,

f+oo ﬁ df = — [sir;zt]ﬂo N f+°° 2sin(t) cos(t) dt
0 0 0

t

L'intégration par parties est 1égitime car
.2 .2
. sin“t . sin“ ¢
lim = lim =0
t—-0 t—>+o0 L

Ainsi, en utilisant la question[T.davec j = 2,

% sin? * 2 sin(r) cos(t) oo sin(2t) T
o t o t o t 2

3.a Lafonction h,, est de classe €* donc h;k) est continue sur le segment [0, 27t]. Ainsi h,(1k) est bornée sur ce segment.
Comme h,, est 2m-périodique, hﬁ") I’est également. Finalement, h&") est bornée sur R par 2mt-périodicité.

3.b Commesint ~ t,h, = "+ o(t"). Comme h, estde classe C*, on peut dériver k fois ce développement limité
t—0 n—+oo
de sorte que

B = nx(a=1)x- X (n—k+ D +o(" )

>4+
Oou encore

Ky o N ok
() t-0 (n— k)!t

(k) (k)
1 !
3.c Comme h;") estbornéeetk < n—2, h:n_(kt) ol O (t_2> De plus, }1_1}(1) ht"n_s{t) = o ﬁ o d’apres la question

()
tn—k

On en déduit que f dt converge.
0

_ _ 1 1
3.d hSl” 2 est de classe C! sur R% de dérivée hfq" D ett — n est de classe C! sur R} de dérivée t — 7 D’apres la

+o0 hgln—z)(t)

question précédente, / dt converge.

t2
0
(n-2) | (n-2)
De plus, comme hﬁn_z) est bornée, tlim M = Oetcomme hﬁ”‘z)(t) ~ %tz d’apresla question }in(l) hn—(t) =
—+00 n—+oco -
0.
+00 h(n_l)(t)
Par intégration par parties, f nf dt converge et
0
+
+00 hgln—l)(t) ~ hgln—z)(t) b +00 hE-Ln_Z)(t) ~ +00 hE-Ln_Z)(t)
—dt= | —= + —— dt = ——— = dt
t t t2 t2
0 0 0 0
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On consideére alors 1’hypothése de récurrence suivante :

. (—k-=1) [*% “"(t)
% . In = (n—_ 1)! ./0‘ ik dr

R est trivialement vraie. Supposons % vraie pour un certain k € [0, n — 2]]. Par intégration par parties

+o00 4 (k) (k) 1T +00 ; (k+1)
/ h() o1 [hn (t)] L1 f LAONY
0 0

tn—k n—k—1]| k-1 o n—-k—1 tn—k-1

: . . hk@t
Les convergences des intégrales sont assurées par ce qui précéde. De plus, comme kK est bornée, lim 10)

=0et
t=+o00 th—k~-1

(n—k)
k - noak (0 _ A
comme h5(t) e = k)'t d’apres la questlon 11_1)% pro 0. On en déduit que

+oo 4 (k) +oo 4 (k+1)
[T, 1 [TH,
0 0

(n—k n—k—1 k=1

En utilisant %, on obtient donc que %, est vraie. Par récurrence finie, %,_; est vraie, ce qui conclut la question.

E 4.a Soitt € R. D’apres une relation d’Euler et le relation du bindme de Newton,

eit _ ot 2n
) = (S5

1
2n

1 2N\ ityan—k(_ ity
= Sonpm kZ:;)( K )(el ) (=)
1 2n
— ( l)k i(2n—2k)t
w2 ()
2n
1 2n\ .
—_ Z(_l)n+k< )el(Zn—Zk)t
4n = k
4.b En dérivant 2n — 1 fois la relation précédente :

(2n D(t) = Z( 1)n+k( :)0-(2” _ zk))Zn—lei(Zn—zk)t

22n 1;2n-1 2n

Z( 1)n+k< )(I’l k)Zn 1 1(2n 2k)t

— .)” Z(_l)n+k< )(I’l _ k)Zn—lei(Zn—Zk)t
1
2i
. 2n
2n
n+j

LS
j=1

2i

n—1
Z( 1)k< )(n — k)#n—legi@n=2k)t 4 Z (- 1)k( )(n - k)2”_lei(2”_2k)t> car le terme d’indice n est nul

k=n+1

y " [ 2n y
j2n—lg2ijt 4 Z(—l)"”(n N ,)(—j)zn‘le‘z‘ﬁ) enposant j=n—ketj=k—n
j—l

J
n i,
)]2" 1g2ijt _ Z( 1)"”(” N J)]Z"‘le‘zw) par symétrie des coefficients binomiaux
j=1

_ i(—l)nﬂ D it
- n+j J 2i
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+00 (2n 1)
1 h; t
f ® dt  d’apres la question[3.d|

I, =
= 2n—1)! t

1 Z (= 1)"+J( )JZ" Lsin(2;t)
T @2n-1) f t de

d’apres la question

n +oo . 2it
1), 2( 9l (n + ]> j2n-t A &tj) dt car chacune des intégrales convergent
1 { 2n
= - Z(—l)"”(n N J.)jz"_lg d’apres la question [I.q]

n 2n—
2(2n ! £ Z<_ ) +j(n+]> o

5.a Pour tout entier n > 2,

oo | sin” ¢| e
ﬁ g™ dt| < ﬁ m dt < ﬁ i = (2/m)"!
2 2 2

+0o0
Donc f gy dt = O(2/m)"). Mais comme 0 < 2/t < 1, 2/m)" = 0(1/\/%) par croissances comparées.
s n—->+oo

n—-+oo
+00 1
O dt = (_)
é g n—+o0o n

2
Finalement

5.b 5.b.i On a vu précédemment que

tcost —sint _ cost

L !/
vie o Z]. g == (6 —tan1)

s T T I . T ) .
Par convexité de tan sur [0, 5[, tant > t pour t € [0, 5[' Ainsi g’ est négative sur [O, 5] et g est décroissante sur cet

intervalle.
5.b.ii Onavuala questionque ln(g(t)) ~ _E Puisque ¢, — 0,
n—+oo
2 2
€, _ In"n
Ing(En)) ~ =% = " en

. . ce s Y
S.b.iii Par décroissance et positivité de g sur [0, 5]

T

o< [Tswar< (3 -e)ge < Fa

n

.1 . . T .
REMARQUE. On utilise aussi le fait que, pour n suffisamment grand, €, < > Puisque (g,,) converge vers 0.

Ainsi .
0<vn f " g(0) dt < \/nglen)"
€n

Or
Vng(e,)" = exp (% Inn— nln(g(En))>

1
D’apres la question précédente, nn(g(e,)) ~ 3 In® n donc
n—->+oo

1 1
~Inn-nln(g,) ~ —=In’n
2 n—+oo 6
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En particulier,

%lnn —nln(g(e,)) — —o0
n—>+oo

puis, par encadrement,

lim \/Efzg(t)dr=0
n—>+o0o En

f: g de = o(%)

n

ou encore

5.c S.c.i Par convexité de exp, e* > 1 + x pour tout x € R. Ainsi, pour tout u € R,
le*—1=1—-e*<u<22u

N’importe quel a > 0 convient donc.

5.c.ii D’apres la question[I.d]
t? t4
In(g() + & ~
t—=0

t2
On en déduit que ¢ — In(g(¢t)) + 3 est négative au voisinage de 0.

Par ailleurs, on peut également affirmer que

tim = (1n(g(e) + 2 ) = 0
t>0 t3 & 6/

| =

Par définition de la limite, il existe un voisinage de O sur lequel ¢ —

w

t
On déduit des deux points précédents qu’il existe b > 0 tel que

2
Ve € [0,b], —£3 < In(g(t)) + % <0

2
(ln(g(t)) + %) est 2 valeurs dans [—1, +oo].

5.c.iii Puisque (g,) converge vers 0, elle est a valeurs dans [0, b] a partir d’un certain rang N. Soitdonc n > Nett € [0, ¢,].

D’apres la question précédente.
12
—£3 <In(g(t)) + <0

puis, par croissance de I’exponentielle,
2
3 n
e < g(t)les <1
puis
nt2

e’ —1<gt)es —1<0

et enfin
nt2 nt2

0<e & —gt)*< (1 — e—nt3) e 6
nt2

Mais comme e~ 6 < 1, on en déduit finalement que

0< e_nth —g®)" < (1 — e—m3)

Ces inégalités étant vraies pour tout ¢ € [0, €,,], on obtient en intégrant sur cet intervalle,

€n 2 €n €n s
0 sf e 6 dt—f g™ dt sf (1—em) dt
0 0 0

< fsn (1- e"”3) dt
0

et donc

€n En 2
f g(t)™ dt —/ e o dt
0 0

A nouveau, comme (g,,) converge vers 0, cette suite est & valeurs dans [0, a] & partir d’un certain rang. On en déduit que

pour n suffisamment grand,

€n €n nt2
f g™ dt — f e 6 dt
0 0
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5.d D’apres la question précédente,

o w2 In’
f g()y* dt — f e 6 dt = O (—)
0 0 n—+o0o n

4
. . . n 1
Mais par croissances comparees, — = o[ — | donc
N n-+co n

fsn & 2 1
g(on dt—/ e o dt = o(—)
A A W
€n ntz
f e 6 dt ~ 3n
o n—+oo 2n

fsn _n? 3n ( 1 )
e 6 dt = — 4ol —
0 n—+o0o 2n 1,7’1

€n &n &n _n_tz €n _n_tz In 1
g™ dt = grdt— | e 5 )+ | o = /Z 40—
0 0 0 0 n—+oo 2n ﬁ

puis, par relation de Chasles, en utilisant les questions [5.a] et [5.b|

e i : e 3n 1
grdt= | gtde+ | g™ de+ g0 dt = )/ Zyof—
0 0 en g n—+oo 2n \/71

+o0 I
n ~ 1] =
_[; g(t) de n—+o0o 2n

E 6.a La seule liste de S,, avec une seule montée est évidemment (1,2, ..., n). Ainsi E, (1) = 1.
De méme, la seule liste de S,, avec n montées est évidemment (n,n — 1, ..., 1). On a donc également E,,(n) = 1.

Enfin, d’apres la question[I.e]

ou encore

On en déduit que

ou encore

6.b On peut par exemple choisira = (1,2, ... ,n—k,n,n—1, ... ,n—k+1) oubiena = (n,n—1, ..., n—k+1,1,2, ... ,n—k).

Si a; < a1, le nombre de montées de (ay, ..., a;41) reste le méme que celui de (ay, ..., a;,;) mais le nombre de
descentes augmente de 1. Si a; > a;;4, c’est le contraire. Dans tous les cas, s;;; = §; + 1. De plus, il est clair que
sy =14+1=2donc

M(a)+D(a)=s,=s1+n—-1=n+1

8.a Soita € S,,. Comme les g; sont distincts, les n + 1 — @; le sont également. De plus, les a; appartiennent a [[1, n]|
donc les n + 1 — a; également. On en déduit que W(a) € S,,. Ainsi W est une application de S,, dans lui-méme.
IT est par ailleurs clair que ¥ o ¥ = Idg, donc W est une involution et a fortiori une bijection.

8.b On remarque d’abord que toutes les montées d’une liste a sont transformées en des descentes par ¥ et réciproquement.
Plus précisément, (ap, ..., aq) est une montée d’une liste a de S, si et seulement si (n + 1 — ap,...,n + 1 — ay) est une
descente de W(a). On en déduit que W établit une bijection entre I’ensemble des listes de S,, a k montées et I’ensemble
des listes de S, a k descentes. Le cardinal du premier ensemble est E, (k) par définition tandis que le cardinal du second
ensemble est E,(n + 1 — k) d’apres la question[7} Ainsi E,(k) = E,(n+ 1 — k).

@ 9.a Se donner un couple (A, B) de parties non vides de [[1, n] telles que AUB = [[1,n] et AN B = @ revient a se
donner une partie A de [[1, n]] non vide et non égale a [[1, n] puisqu’alors on a automatiquement B = [1,n] \ A. On sait
que le nombre de parties de [[1, n] est 2". Le nombre de couples recherchés est donc 2" — 2.

9.b Se donner une liste de S,, a 2 montées revient a se donner chacune des deux montées, c’est-a-dire un couple de parties
(A,B) tel que AUB = [1,n] et An B = @ puis, en notant a, ..., ap les éléments de A rangés par ordre croissant de
méme que Apy1s - Ap les éléments de B rangés par ordre croissant, a construire la liste (ay, ..., Aps ve s Apyls ooe s a,). Mais
une telle liste ne convient qu’a condition que a, > ap,,. Mais la seule possibilité d’avoir a, < ap4; est que a; = i pour
tout i € [1,n]. Pour obtenir E,,(2), il faut donc retrancher au cardinal de la question précédente le nombre de couples
de parties de [[1, n]] de la forme ({1,2, ..., k},{k + 1,...,n}) avec k € [[1,n — 1]. Comme il existe n — 1 couples de cette
forme,
E,2)=2"-2-(n—-1)=2"-(n+1)
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10.a Les antécédents de b par ¢, sont les listes obtenues a partir de b en insérant n + 1 a un endroit de la liste b
(éventuellement au début ou a la fin de 1a liste).

10.b Si n + 1 est placé «a la fin» d’une monté de b, alors M(a) = M(b). Sinon, n + 1 forme une nouvelle montée de
longueur 1 et M(a) = M(b) + 1.

10.c Notons S,,(k) I’ensemble des listes de S,, & k montées. D’apres la question précédente,

Snar(k +1) = Mo @) (fk + 1H 1 (Mo 9,) "' ({k})

Si on se donne un élément de S,,(k + 1), ses antécédents par ¢,, a k + 1 montées sont obtenus en rajoutant n + 1 «a la
fin» de 1’une des k + 1 montées. On en déduit que card(M o ¢,,)"'({k + 1}) = (k + 1)E, (k). Par contre ses antécédents
par ¢, a k montées sont obtenus en placant n + 1 a I’'un des n + 1 — k «emplacements» restants. On en déduit que
card(M o @,,)"1({k}) = (k + 1)E,, (k). Le partitionnement précédent permet alors d’affirmer que

Epmk+1)=(kk+1DE,(k+1)+(n+1-kE,(k)

De plus, E,,.1(1) = E,,(1) = 1 et E,;(0) = 0 donc la formule précédente est encore valide lorsque k = 0.
Enfin, sik > n, E,.;(k+1) = E, (k+ 1) = E,,(k) = 0 donc la formule précédente est encore valide lorsque k > n.

10.d On peut utiliser la relation de récurrence de la question précédente mais on préfere confier le travail a Python plutot
que d’effectuer les calculs a la main.

def montees(N):

L= [[1]]

for n in range(1, N):
last = L[-1]
new = [1] + [(k+2)*v[0]+(n-k)*v[1] for k,v in enumerate(zip(last[1:],last[:-1]1))]
- + [1]
L.append(new)

return L

>>> montees(5)
(fa1, [2, 2], [2, &, 2], [, 22, 21, 1], [1, 26, 66, 26, 1]]

n
) = 0 pour tout

Dans la suite, on convient usuellement qu’une somme indexée sur I’ensemble vide est nulle et que ( K

n € N et tout entier k < 0. On formule 1’hypothése de récurrence

k
. B ki n+1\.
B: Yk €N, Ey(k) = J_sz—l) ]<k—j F
Tout d’abord,

0

2;(—1)0—1'(0 : j)ﬂ =0=E,(0)
Jj=1
1

Z(—l)l"(l i j)jl =1=E,(1)
&
J k i k k o k

Vk > 2, ,-Zzl(_l) ‘f<k _ J.)j =D ‘J<k _ j)(j —k+k)

=

o k ook
= — “J(j—k k - -J
,-Zzl( kI )(k_j)+ ,Z:l( 1) (k_j)
k-1 Lok
=k (-1)k-i-1 k> (=1))
(-1 (k_j_1)+ ,Zo( 1) (])

j=1
k-1
P G P (RIS
k-2 _
=k Z(—l)f(k . 1) — k(=D
j=0 J

= k(1 - D! = (=K 1) — k(=D)
= —k(—=1)"1 — k(=1)¥ = 0 = E;(k)
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donc A est vraie. On suppose que alors que %, est vraie pour un certain n € N*. Soit k € [1,n + 1]). Alors

k k
1Yk ”+2).n+1: _ k—j—l(n+2)k_._k n
(e = B (1 ey

k

k
— N (_1)k—j-1 n+2) e i — e S (— k_j_1<n+2> .
JZJ 1) (k_j( Di _21( D )

J:

k k
_ ke n+1 n Nk n+1 n+1 "
R T “(k—J‘—l)] k2,0 1((k—1)+<k—j—1>>’
k k
- _ Covk—jerf LN EPIRTIRY L A P
SRR “(k—j—l)J LD “(k—j)’

k-1 k
= (n+2-0) Z(—l)k-f-1<k " 1)1" +k Z(—l)k-f('; ' j>1
Jj=1 j=1
=kE,(k)+(n+2—-k)E,(k—1)

= En+1(k)

Ainsi £, est vraie. Par récurrence, %, est vraie pour tout n € N*.

D’apres la question précédente,

n (2
Eypa(n) = Z(—l)“‘f (n _nj)jz”‘l

Jj=1

2n 2n : .
Par symétrie des coefficents binomiaux, ( ) = ( N ) De plus, (—1)"*~J = (=1)"*J donc
n—J n+j

E () Zn:( 1)n+j 2n i2n—1
2n—1”l—j=1 n+j]

11 suffit alors dutiliser la question [d.¢| pour conclure.
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