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DEVOIR A LA MAISON N°06

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1
Partie I — Etude de la suite (v,)

I.1 La suite (v,,) vérifie la relation : vy > 0, v; > 0 et Vn > 0, /Uy\/Upy1Ungs = 1.

Si elle converge vers une limite [ finie ou infinie, alors I > 0 et par continuité de x — ﬁ, onal?>=1.

’ La seule limite possible de (v,,) est 1 ‘

Wypyr +W
L2 L.2.a La suite (w,) vérifie la relation de récurrence | wy,,, = —%
L2.b Lespace vectoriel F est de dimension 2. On le vérifie en montrant que (w,,) = (wy, W;) est un isomorphisme

de F dans R2.

On cherche des éléments de F de la forme (r™) avec r # 0, en reportant dans la relation de récurrence, on obtient

2 ~1+i/7
—

, soitr =
2

n n
Donc ((—1-;1\/7) ,<_1;l\/7) )estunebasedeF.

—1+i/7
4

1.2.c _111'\/7’:@«

n n
donc lim <_1+—l\/7) = lim (_1_—1\/7) =0.

n—+o00 4 n—+oo 4
V2

On en déduit que |si (x,) € F,alorsx, = O <7> et lim x,=0]|

n

n—+oo n—->+oo

L3 (w,) € F donc, d’apres la question|L.2.¢, lim w, =0, orv, =e%»donc| lim v,=1|e
n—>+oo n—+oo

—

Z v, diverge |

n n
Deplusv,—1 ~ w, = 0O (@) et Z (@) converge absolument donc

n—->+oo n—->+oo

Z(vn — 1) converge absolument |.

Partie II — Norme subordonnée

II.1 Remarquons que I’application fy : X € M, ;(C) — AX est linéaire et donc continue puisque M, ;(C) est de
dimension finie. De plus, B = {X € M,,;(C), |X|| < 1} est compact toujours car M, ;(C) est de dimension
finie. Ainsi f est bornée sur B. En notant N, la norme uniforme sur les applications bornées sur B, on a donc
Al = N (fa). On vérifie alors aisément que ||| ||| est une norme sachant que N, en est une.
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I1.2

1.1

I11.2

I11.3

Homogénéité Soient A € C et A € M,(C). Il est clair que fp = Afy donc
IAA[l = Noo (fia) = Neo(Afa) = AN (fa) = AL [IIA]]
Inégalité triangulaire Soit (A, B) € M,,(C)2. 1l est clair que fy, g = fa + f. Alors
lIA + Blll = Noo (fa+B) = Noo(fa + f8) < Noo(fa) + Neo(fa) = lIAlll + [I[BIl

Séparation Soit A € M,(C) telle que [[|Al|| = 0. Alors N, (fa) = 0 donc fa est nulle sur B. Soit X € M, 1(C).
Si X = 0 alors fa(X) = 0. Sinon X/||X|| € B donc fo(X/||X|]) = 0 puis fo(X) = 0. Ainsi f est nulle sur
Mn,l(C) i.e. A= 0.

Si B = 0, alors AB = 0 et donc ||AB||| = |[|A]ll IIB|l| = 0. Supposons B # 0 de sorte que |||B||| # 0. Soit X € B.
Alors || BX]| < |||IB|l| ou encore BX/ |||B||| € B donc |JABX/ [IIBIl| || < IAlll i-e. JABX]| < [|A|ll |lIBJ||. Ceci étant vrai
pour tout X € B, [|AB|| < [|A[ll IIBI]-

Partie III — Etude de normes matricielles

mi12,
MLla DZ=| "2?® |donc [DZ|, = max |m; 2| < m max |z;| = m|Z||.
. © 1<i<n Li%il = 15i$nl ©
My nZn
| IDZ]lg < ml|Z]|eo |
IL1b Si|Z| < 1, alors on a [DZ| o, < md’ou [|D], = sup IDX|l e < m.
XeCh, X[l <1
Z
z
De plus, il existe un entier j € {1, -+, n} tel que m = |m; ;|. En prenant z; = 1 etpour k # j, zx = OetZ = '2 ,
Zn

ona |DZ|s = met|Z||, = 1dou [|D]| , > m.

Finalement | [|[D|| , = m |

I1.2.a Np(X) = |PX|| -
Si P n’est pas inversible, en prenant X € ker P non nul, on a Np(X) = 0 et X # 0 donc Np n’est pas une norme.
Si P est inversible, alors

 Np est une application de C" dans R*
* VX € C", VA € C, Np(AX) = ||APX]|o = |AIPX]leo = [AINp(X).
* V(X,Y) € (C")?, Np(X +Y) = [P(X + Y)lloo = [PX + PY]lco < [PX[loo + [PYlleo = Np(X) + Np(Y).

VX eCH NpX) =0 = |PX[l(,c, =0 = PX =0 = X = 0 (car .|| est une norme et P est
inversible).

donc Np est une norme.

Finalement, ‘ Np est une norme si et seulement si P est une matrice inversible ‘

ImL2.b [[All, = sup  [|AX]p = sup [PAX]|o, = sup [PAP~'PX|| o
XeCn,|X[p<1 XECH,|PX |0 <1 XECH,|PX |60 <1

Or P est inversible, donc X +— PX est une bijection de C" sur C" donc

sup IPAP'PX|o =  sup  [[PAP~'X], = [[PAP7'| .
XeCn,|PX| <1 XeCn,[X[ o<1 *©

On a donc bien | [|A[l, = [[PAP~H| |

IIL.3.a On sait que A est une valeur propre de A associée au vecteur X si et seulement si A est une valeur propre
de PAP~! associée au vecteur PX.

A et PAP~! ont donc le méme spectre et donc‘ p(A) = p(PAPY) |
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111.4

IIL3.b 11 existe une valeur propre A de A telle que |A| = p(A). Soit X un vecteur propre unitaire associé a A.
P(A) = A = XXl = [AX]leo < [IAlll -

En utilisant [ITL.2.b} on en déduit : p(A) = p(PAP™!) < |||PAP_1|||oo = [IAlll . et donc | p(A) < [IA]llp |

ITI.3.c On suppose A diagonalisable. Il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que

D = PAP~!. D’aprés|IIL2.b, [[Alll, = [[PAP~Y||| = [IDIll,, d"apres IILLDL D[], = p(D) et comme A et D
sont semblables, p(D) = p(A).

Il existe donc P € GL,(C) tel que [[|Alll, = p(A) ‘

001
I13d A=|100
010
Po(X) = 1 — X3, les valeurs propres de A sont 1, j et j2 donc |p(A) =1 |
1 1 1
Les vecteurs propres associés a 1, jet j2sont| 1 || j2 |et| j
1)\ 2
111 100
Si|Pt=|1j2 j |leeD=]|0 j 0 | alorsD=PAP!etd apres[lIL.3.c Al = p(A).
1j j? 00 j2
1 n
n
IIL.3.e A =
12 - n
A estderang 1 et Ej a pour équation x; + 2x, + -+ + nx,, = 0.
2 3 n
-1 0 0
Une base de E est : o [, -11,,
: 0 0
0 -1
1
1 1
D’autre part,| ] est un vecteur propre de A associ€ a la valeur propre @
1
A est donc diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces propres est n)
2 3 ..on 1 0 oo oo 0 0
-1 0 - 0 1 : : :
Si|P1=] 0 -1 . : :|letD=]: o : ,
0 : 0 oo een 0 0
0 - 0 —-11 0 oo ee- 0 n(n2+ D

alors D = PAP~! et d’apres [[IL3.c Al = p(A).

. ab zZ;
III.4.a Soit A = etZ = .
cd Z5
) = max(|az;, + bz,|,|cz; + dz,|)

ab Z; _|lf az1+ bz,
cd Z, B cz; +dz,
oo o
< max(|az,| +|bz,|, cz1| + |dz;]) < max(|a| + [b], |c| + |d]) max(|z1], |22]) = M||Z]|.
On a donc| |AZ]| < m|1Z]s |

1AZ]l o =
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On en déduit [|A]]| , < m.

Si on suppose que m = |a| + |b|, alors on choisit z; et z, de module 1 tels que |a| = az; et |b| = bz,. On a alors
|AZ|l = max(|az; + bz,|, |cz; + dz;,|) = max(m, |cz; + dz,|) = met |Z]|o =1 .

De méme si m = |c| + |d].

On en déduit [|A]]| , > m.

On a donc| [[[All|l, = m |

IIL.4.b IIL4.b.i A € M,(C), non diagonalisable.
On travaille dans C, donc Sp(A) # @.
Si Sp(A) possedait deux éléments, alors le polyndme caractéristique de A serait scindé a racines simples et A serait

diagonalisable, donc ’ Sp(A) ne contient qu'un élément ‘

IIL.4.b.ii On choisit une base e = (e;, e,) de E, avec e; un vecteur propre de f associé a la valeur propre a.
La matrice dans la base e de f est alors triangulaire supérieure, avec les valeurs propres sur la diagonale. Elle est

donc de la forme | mat(f) = « P .
e 0«

IIL.4.b.iii { est non nul car A n’est pas diagonalisable.
Posons e] = gel etey =e,.

¢’ = (e}, €,) est une base de C?, f(e}) = e}, f(e)) = f(e,) = e, + ae, = cej + aeh.

On a donc mat(f) = ( * e )

0 o

a !
11 existe donc une base ¢’ de C? telle que mat(f) = < 0 b
e’ o

>ou|ﬁ'|ge.

a @
0 a
On a alors [All, = [IPAP~| = 1T, = lal + 8] < o] +¢ = p(A) +<.
‘ I existe donc une matrice P € GL,(C) telle que [[|Alll, < p(A) +¢|.

IL4.c D'apres[ILAbav, Ve > 0 3P € GLy(C)  [IAll, < p(A) + .

Onad inf _[|A[l, < p(A).
na oncPeérﬁz(C)lll Ilp < p(A)

D’apres[IIL3.b} si P € GL,(C) alors [|Alll, > p(A).
Onadonc inf [J|Afll, = p(A).
PEGL,(C)

II1.4.b.iv Notons T = ( ) 11 existe une matrice P € GL,(C) telle que T = PAP~L.

Finalement| inf [[A]ll, = p(A) |

PEGL,(C)
-3 8

II14.d A = .
-2 5

Al = max(| =3[ + [8],| — 2| +|5]) = 11.
Po(X) = (X — 1)? et dim(E;) = 1 donc A est non diagonalisable et Sp(A) = {1}.

1 !
On a donc p(A) = 1 et d’apres [IIL.4.b.iii, A est semblable 2 une matrice de la forme T = ( 0 ‘i ) avec |B'] < 1.

Il existe donc P € GL,(C) telle que T = PAP~L.
llAllp = [IPAPH[l, = ITll, =1+ 18] < 2.

‘Il existe donc une matrice P € GL,(C) telle que |[|Alll, < 2|

I11.4.e On utilise la question |[IL.4.b.iv|avec € = 1—Tp(A) > 0.
1+ p(A
On a alors [[|A]], < p(A) +¢ = # <1

On sait que la norme subordonnée est une norme d’algebre, donc [[|A[[|, < [|Alll," et donc| lim [|A™||, =0
n—>+oo

Partie IV — Etude de la suite (u,,)
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af _ 2 of _ 2
Iv.1 a—x(x,y) = (0, o y)z) et 3y (x,y) =(, o y)z)'
%eta—fe't t et sont conti (R*)?,d ‘f t de classe C! sur (R*)?
ax S 3y xistent et sont continues sur (R} )?, donc | f est de classe C! sur (R})? |
IV.2 (a,b) € (R*)? est un point fixe de f si et seulement si (a, b) = (b, ai-l-b .

Le seul point fixe de f dans (R%)? est (1,1) ‘

3f 1. of . 1 (o 1
Iv.3 a(l, 1)— (O,—E) et 5(1, 1)— (1, —5) donc J(l,l) = ( _% ; 8

1 1
IV.4 Le polynome caractéristique de J; 1) est Py wn X) = X2+ =X+ 3 Ses valeurs propres sont

2
V2
7 .
J(1,1) est donc diagonalisable (2 valeurs propres distinctes) et d’apres la question

\2

2|

—1+i\/78t—1—i\/7
4

4

de module g donc p(J1,1)) =

il existe P € GL,(C) tel que [T, =

0 1
1
IV5S IVSa Jopy = 1 1 et (x,y) — Gry)?
CHyP ryP
(x,¥) = J(x,y) est donc continue sur (R} )2. On est en dimension finie, donc la continuité ne dépend pas du choix
des normes.

V2 V2

Soite:a—7>0.(car7<a<1)

est continue sur (R*)?2.

Ecrivons la continuité de J en (1, 1) pour la norme ||.||p au départ et la norme [||.|[|, a I'arrivée :

Eh') >0 V(XO,YO) € (Ri)z (”(1’ 1) - (anyO)”P < | = |||J(xo,yo) - J(l,l)“'P < €>-
De I’inégalité triangulaire on déduit :

V2
0wy = Iamll, < €= ool < Mapll, +e= 5 +e=a

D'oli finalement,| 31 > 0 ¥(x0.30) € ®D? (1L 1) ~ orYo)lle <1 => [Txoull, < )|

IV.5.b Posons P(t) = (1,1) + t [(xg, yo) — (1, 1)].
f est Cl sur D et est C! de [0, 1] dans D, par composition, ‘ @ est G sur [0,1] ‘

Par composition, pour tout t € [0,1]
@'(t) = dfyy('(1)) = dfp) (X0, ¥0) — (1, 1))
ou, quitte 2 confondre R? et M, ;(R)
@'(t) = Ty(y ((x0, ¥0) — (1, 1))

Majorons ||¢’(t)||p pour appliquer I’inégalité des accroissements finis.
lle’Ollp < [Tyl , G0, ) = @, Dlp

Or (1, 1) = p(®)llp = £l(x0 yo) = (1L Dlp < 7

done d"apres [IV5.a) [yl < e et e (Dlp < (o yo) = (1, Dllp

@ est de classe C! de [0, 1] dans R?, V¢ € [0,1], [|o’(®)]lp < (X0, ¥o) — (1, 1)]|p, d’apres 1’inégalité des accrois-
sements finis, [[¢(0) — ¢(1)]lp < (o, yo) — (1, lp ou encore| (1, 1) = f(xo, yo)ll < x(1,1) = (xo, Xo)p |

IV.5.c Montrons par récurrence sur n que Vn > ng, (U, Upyq) €D

Par hypothése, pour n = ng, (U, Up,+1) € D.

Supposons que pour un entier n > ng donné, (U, Uy,,1) € D.

On aalors : [|(1,1) — (Upq1s Ung2)llp = (1, 1) — f(uy, Upyr)|lp et d’apres la question précédente,
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(Un, up41) €D = (1, 1) = f(up, ups)llp < @ll(1,1) = (s thpg)llp < (1, 1) = (s tpi)llp < -

Donc [|(1,1) = (Up41, Uns2)llp < 1 et (U, Upyy) € D.

Finalement, la propriété est vraie au rang n et elle est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n > ng :
‘Vn >ng, (Uy,Upy) €D ‘

IV.5.d Montrons par récurrence sur 1 que :

Vn > ng, (L 1) = (s s )llp < @01, 1) = gy g )l -
Pour n = ny, la relation est évidente.

Supposons que pour un entier n > ny donné,

(1, 1) = (up, upsDllp < 2" 7"0Y(1, 1) = (upy, Ung)llp-

Alors, [(1,1) = (1. Uns2llp = 11 D) = f (2t Uyl

et comme (U,, U,4q1) € D, d’apres la question [IV.5.b]

11, 1) = f (s i Dllp < (3, 1) = (U Upsa)llp

On a donc ”(1’ 1) - (un+1’ un+2)”P < an+1—n0”(1’ 1) - (unor un0+1)”P-
Finalement, la propriété est vraie au rang n et elle est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n > ng :
[Vn>no, 10D = G )l < @0 D) = g U)o |

IV.5.e Lesnormes |.|p et ||« sontéquivalentes (dimension finie), il existe donc unréel ¢ > Otel que ||.|| o, < c||.||p-
Onaalors, Vi > no, [1—ut,| < [I(1, 1) = (Up, tpi1)lleo < €l 1) = (U, Ups)llp < o011, 1) = (s 1)l
et donc ‘ u, =1+ 0" ‘

V2

IV.Sf u, =1+ O(a™) et > <a<l.

Donc| lim u,=1|, Z u, diverge | et Z(un — 1) converge absolument |.
n—->+oo

Partie V — Suite de I’étude

V.1 V.l.a La suite (x,,) ne converge pas vers A : 31> 0VN e N3In >N |x, —A| > .
En utilisant cette relation, on construit une suite (X)) extraite de (x,,) telle que pour tout n € N, |X,(p) —A| > T.
La suite (x¢(n)) est bornée (extraite de (x,,) ), on peut donc en extraire une sous-suite qui converge vers une limite
A'. Nécessairement, [\’ —A| > 7> 0donc A" # A.

Donc ‘ la suite (x,) admet une valeur d’adhérence A’ # A ‘

V.1.b Toute suite bornée posseéde au moins une valeur d’adhérence. D’apres la question précédente, si une suite
est bornée et non convergente, alors elle posseéde au moins deux valeurs d’adhérences.

Donc ‘ toute suite bornée ayant une unique valeur d’adhérence est convergente |.

V.1.c (x,) est une suite bornée.

Si¢_ = ¢,, alors (x,) est bornée et posséde une unique valeur d’adhérence, donc d’apres la question précédente,
elle est convergente.

Si (x,,) est convergente, alors elle posséde une unique valeur d’adhérence donc €_ = €.

Finalement’ (xy,) est convergente si et seulement si ¢_ =€, |

1
V.2 V.2.a Montronsque Vn e N a <u, < o par récurrence double sur n.

Par hypothese, pour n = 0 et n = 1, la relation est vraie.

1 1
Supposons que pour un entier n > ny donné, o < u,, < 3 eta < U,y < s
2 2
Alors, Uy = <3 T =a

Uni1 + Uy e
o ¢4
tu 2 > 2 1
€ = > = =
T YU, T at+a «

1
donc o < U,y < 3

Finalement, la propriété est vraie au rang O et 1 et elle est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n € N :

1
VneN O‘Sunﬁa-
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V.2.b ¢_ est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (u,,). C’est donc la limite d’une suite extraite que 1’on
notera Uy,).

la suite Uy (), est alors bornée, elle possede une sous-suite Uyay(n)—2 qui converge vers une limite a. En posant
@ :nPox(n)—2,onaalors:

Ugp(n)+2 e £_ et Ugp) e a, Or Ug(py41 = — Ugp(ny dONC (Ug(n)4+1) converge. On note b sa limite.

Uep(n)+2

2 2
Par passage a la limite dans Upn)+2 = m, on obtient £_ = P
e(n)+ o(n

2 1
Deplusa<é,etb<¢,doncé_> 7+ 0, = 7 On en déduit .

V.2.c On procede de méme en considérant une sous-suite Uy, qui converge vers ¢, et on obtient £_¢, < 1d’ou

ee=1)

V.2.d De mé€me qu’en (b), on contruit successivement :
(ty(ny) qui converge vers €_

(u¢ox(n)_3) qui converge vers une limite a.
(Upoyow(n)—2) qui converge vers une limite b.

En posant ¢ : n+ P oo w(n)—3,onaalors:

U — é_,u —> aetu — b.
cp(n)+3 n—+o0o (P(n) n—+oo CP(I’l)+1 n—+oo
2

Up(n)+3

Or Ugy(ny4+2 = — Ug(ny+1 donc (Ug(ny42) converge. On note ¢ sa limite.

2
Up(n)+2 T Ugp(n)+1

Par passage a la limite dans g,y 42 = et dans Ug(p)43 =

Up(n)+1 + Upn)

on obtient ¢ = 2 etéd_ = 2 .
a+b b+c
2
Onadoncb+c=€—=2€+etb§€+etc§€+,doncb=c=€+.
2
Deméme ¢, =c = donca=b=7¢_.
a+b

Onaalorsb=¢,etb=+¢_dou .

€, =¢_,¢_¢, > 1let(uy)estune suite de réels positifsdonc €, = €_ = let donc‘ La suite (u,,) converge vers 1 |

V.2.e La suite ((uy, uy,4q) converge vers (1, 1) donc

il existe bien un entier ng tel que ((ty,, Up,41) € D ‘

http://1garcin.github.io 7


http://lgarcin.github.io

