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DEVOIR A LA MAISON N°08

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

Lalinéarité de E, est évidente. Ainsi E, est un endomorphisme de K[X]. On vérifie aisément que E;oE_, = E_j0E, =
I donc E, est un automorphisme de K[X] (d’inverse E_,).

1
T est linéaire par linéarité de ’intégrale. De plus, J(X¥) = k_-i-l((X + 1)k*+1 — XKk+1) pour tout k € N donc J est bien

a valeurs dans K[X]. J est donc bien un endomorphisme de K[X].
D’aprés la formule du bindme, J(X¥) = XK + Ry, ot deg Ry, < k. Tout d’abord J(0) = 0 donc degJ(0) = deg 0 = —1.
d

Soit p € R[X] non nul de degré d. Alors p = z a Xk avec ag # 0. Ainsi

k=0
d d-1 d
Ip= ) ald(XK) = agX9 + ) @ Xk + DT Ry = agX4 +Q
k=0 k=0 k=0

ot deg(Q) < d. Ainsi degJp = degp = d.
Puisque deg J(X¥) = k pour tout k € N, (J(X¥)).en est une base de K[X]. Comme J envoie la base canonique de K[X] sur
une base de K[X], J est un automorphisme de K[X].

E Soit k € N. Alors t + e~tk est continue (par morceaux) sur R, et =tk = 0(1/t?) donc t - e~ !t est intégrable

+oo t—+o0
sur Ry et I = f e~ttk dt converge.
0
Soit k € N*. Par intégration par parties
—t.k +oc0
Ik = - [e t ]0 + ka—l = ka—l
Par une récurrence évidente, I, = k!I, = k! pour tout k € N.

Par linéarité de I’intégration et de la dérivation, L est linéaire. Tout d’abordn L(1) = 0 donc L n’est pas inversible. Soit
k € N*. Pour tout x € K,

+0o0 k-1 k -1 )
L(X*)(x) = —kf etx+ )l dt =k Z ( j )xJIk_l_j
0 j=0

Ainsi
k-1

k-1 .
LXK = -k ). ( ) )Ik_l_ X € KX]
j=o\ J
Ainsi L est bien a valeurs dans K[X] : ¢’est un endomorphisme de K[X].

REMARQUE. En vertu d’une relation classique sur les coefficients binomiaux, on peut écrire

) k-1 k ko 1k
— 3 j — i -1
VkeN, Lxk) = S(j+ 1)(j . 1>Ik_1_,-X’ = J( j)Ik—jX’

j=0 j=1
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E Pour touta € K, E; oI = I0 E, = E, donc I est shift-invariant. De plus, I(X) = X ¢ K* donc I n’est pas un
endomorphisme delta.

Pour tout a € Ket tout p € K[X], E, e D(p) = Do E,(p) = p'(X+ a) donc E; o D = D o E, et D est shift-invariant. De
plus, D(X) = 1 € K* donc D est un endomorphisme delta.

Pour tout (a,b) € K?, E,0E, = E, oE, = E,}, donc E, est shift-invariant. De plus, E,(X) = X+ a ¢ K* donc E, n’est
pas un endomorphisme delta.

Soit p € K[X]. Alors pour tout x € K,

x+a+1

Eq 0 J(p)(x) = Ip(x + a) = /

x+a

x+1
p(t) dt = / p(u+ a) du = J(p(X + a))(x) = J o E4(p)(x)

1
par le changement de variable t = u + a. Ainsi E; oJ = J o E, et J est shift-invariant. De plus, J(X) = X + 3 ¢ K* donc

J n’est pas un endomorphisme delta.
Soit p € K[X]. Alors pour tout x € K,

E, o L(p)(x) = Lp(x + a) = — f e tp et a0 di = L(p(X + @)(x) = Lo Eg(p)(x)
0

donc E; o L = Lo E, et L est shift-invariant. De plus, L(X) = —1 € K* donc L est un endomorphisme delta.

Notons J I’ensemble des endomorphismes shift-invariants de K[X]. On a déja vu que I € J. Notons ¥,: T €
L(K[X]) + EgoT —T o E,. Alors ¥, est un endomorphisme de £(K[X]). On en déduit que J = ﬂ KerW, est un

ack
sous-espace vectoriel de £(I<[X]) en tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels de £(IK[X]). Enfin, soit (S, T) € 72,
alors pour tout a € K,

Ego(SeT)=(EgeS)oT=(ScoEy)eT=Se(EgoT)=So(TeE,)=(SeT)oE,

donc So T € J. Ainsi J est une sous-algebre de L(K[X]).

Notons A I’ensemble des endomorphismes delta de K[X]. Soit T € A. Alors —T € A mais T+ (—T) = 0 n’est évidemment
pas un endomorphisme delta. Ainsi A n’est pas stable par addition. De plus, D € A mais DoD(X) = 0 ¢ K* donc DoD ¢ J.
Ainsi J n’est pas stable par composition.

+00

Pour k > deg p, D¥p = 0 donc la somme z a; D¥p ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls : cette somme
k=0

est donc bien définie. De plus, cette somme est un polyndme de K[X] en tant que combinaison linéaire de tels polyndmes.

+o0 d
@ Posons U = Z a;D¥. Soient p € K[X] et d = deg p. Alors Up = Z a;D¥p. On sait que D € 7 et que J est une
k=0 k=0
d
sous-algebre de £L(K[X]). Ainsi Z a,D¥ € 7. Par conséquent,
k=0

Va € K, E; o U(p) = UoE,(p)
Ceci étant vrai pour tout p € K[X], U € J.

Pourn € N,

((an aka) X”) 0) = nla,

k=0
+0o0 +oo

On en déduit immédiatement que si z a;D* = Z b D, alors a,, = b, pour tout n € N.
k=0 k=0

Soient n € N et a € K. Alors
1 n n n an—k
X — — n—kxk —

Comme T est shift-invariant, (Tq,)(X + a) = T(q,,(X + a)) donc, par linéarité de T,

n an—k
(Tq)X+a) = kzz:o MT%
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puis, en évaluant en 0,
i an—k
(Tg)a) = ), ——=(Tq,)(0)
" & (n—k)

L' égalité précédente est valable pour tout a € K et K est infini de sorte que

n n—k n +o0
Tgy= Y ———(Tg)©®) = 3 (Tg)O)Dkg, = 3 (Tq)(0)Da,
k=0 (n k)' k=0 k=0

+00
car Diq, = 0 pour k > n. Comme (q,,),en st une base de KK[X], les endomorphismes T et Z (Tq,)(0)D¥ sont égaux.
k=0

Soient T et U deux endomorphismes shift-invariants de K[X]. D’apres la question précédente, il existe deux suites

+0o0 +0oo
(ay) et (b,) d’éléments de K tels que T = Z aD¥etU = Z biD¥. On vérifie alors que
k=0 k=0

+oo n
ToU=UoT= ) (Z akbn_k>D”

n=0 \k=0
11 suffit d’appliquer la question|11|a I’endomorphisme E,. On reconnait la formule de Taylor.

REMARQUE. La formule de Taylor s’écrit plutot

degp (k) a
pX+a)=y L2 k!( )k

k=0

On intervertit en fait le role du scalaire a et de I’indéterminée X. Plus rigoureusement, on évalue la formule précédente
enbekK:

degp (k) a
pb+ay=> B k,( )
k=0 :

Comme K est infini, on a alors :

degp (k) X
pb+x) =3 B k,( )
k=0 )

11 suffit alors de renommer b en a.

Remarquons que pour tout k € N, Jqi. = qi1(X + 1) — qi41(X). D’aprés la question

+00 degp
1
Vp € KIX], Ip = 3 (@1 (D) = @i (0)p® = 37 TS p®
k=0 k=0 :

+o00
Posons T = — Z D¥. On vérifie que (D —I) o T = To (D —I) = I donc D — I est inversible et (D —I)~! = T.
k=0

+00
On calcule sans peine (Lgy)(0) = 0 et (Lq)(0) = — / e~tqr_1(t) dt = —1. D’apres la question
0
+00
L=—>DF=1+T=1+D-D!
k=1

Comme T est non nul, la suite ((Tqy)(0))ren N’est pas constamment nulle d’apres les questions et On peut
alors poser n(T) = min{k € N, (Tq,)(0) # 0}. Soit p € K[X]. Alors

+0o0
Tp= ), (Tq)(0)p®
k=n(T)
* Sin(T) > degp, Tp=0etdegTp = —1.
degp
* Sin(T) < deg p, alors Tp = Z (Tq)(0)p™®). Comme (Tqn(t))(0) # 0, deg Tp = deg p(™) = deg p — n(T).
k=n(T)
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On en déduit bien que deg Tp = max{—1,deg p — n(T)}.

D’apres la question précédente, Tp = 0 i.e. degTp = —1 si et seulement si deg p — n(T) < —1. On en déduit que
KerT = Kn(T)—l [X]

Supposons T inversible. Alors Ker T = {0}. D’apres la question précédente, ceci signifie que n(T) = 0. Par définition
de n(T), on a donc (Tq,)(0) # 0 et donc T1 # 0.

Supposons T1 # 0. D’apres la question[I1} T1 = (Tqy)(0) donc (Tqg)(0) # 0. Par définition, on a donc n(T) = 0. D’apres
la question[16] deg Tp = max{—1, deg p} pour tout p € K[X]. On en déduit immédiatement que deg Tp = deg p pour tout
p € K[X].

Supposons que deg Tp = deg p pour tout p € K[X]. L’'image de la base canonique de K[X] est alors une base de K[X], ce
qui prouve que T est inversible.

Soita € K. Alors E; o T = T o Eg puis T™ 0 (Eg 0 T) o T~} = TL o (T 0 E;) o T~! ou encore T~} 0 B = E, o T~
de sorte que T~ est shift-invariant.

+oo
En posant oy, = (Tqy)(0) pour k € N, la question (11| montre que T = Z o DX
k=0

De plus, TX = a¢X + a; € K* car T est shift-invariant donc oy = 0 et a; # 0.

+0o0
Posons U = Z o D¥1. Alors U est shift-invariant d’aprés la question/9jet Do U = T.
k=1
Supposons qu’il existe un endomorphisme V shift-invariant tel que T = D o V. D’apres la question [T1] il existe une suite

+00 +o0 +0oo0
(Br)ren+ de scalaires telle que V = Z BiDF1. Comme DoU = DoV =T, Z o DF = Z BiDK. La questlon
- k=1 k=1
montre que oy = {3 pour tout k € N* de sorteque U = V.

Danslecas T = D, on a évidemment U = I. Onrappelleque L=1+(D-D' = (D-I+Do(D-1)"' =Do(D-1)!
doncU=(D-1)"'danslecas T =L.

Puisque oy = O et oy # 0, n(T) = minfk € N, o # 0} = —1. On en déduit avec la questionque degTp =
deg p — 1 pour tout p € K[X] non nul.

La question [I7|montre que Ker T = Ky[X] = K

Soit p un éventuel vecteur propre de T. Il existe A € KK tel que Tp = Ap. Puisque deg Tp = deg p — 1, on a nécessairement
A = 0. Puisque Ker(T) # {0}, 0 est bien valeur propre de T. Ainsi Sp(T) = {0}.

La question précédente montre que IK,,[X] est stable par T donc T,, est bien un endomorphisme de K,,[X]. Comme
Sp(T,,) = {0}, T, est diagonalisable si et seulement si dim Ker(T,,) = dimK,[X]ie.1=n+1ie. n=0.

D’apres la question ImT, C K,_;[X]. Mais comme dimKerT, = 1, 1gT, = n = dimK,_;[X] d’apres le
théoréme du rang. Ainsi Im T,, = K,_;[X]. Alors

ImT = T(K[X]) = (U [K,JX) Ut [xD = | mT, = (| Kpea[X] = KIX]

neN neN neN neN

Ainsi T est surjectif.

D’aprés la question KerQ = Ky[X]. On vérifie alors aisément que XIK[X] est un supplémentaire de Ker Q
dans K[X]. On sait alors que Q induit un isomorphisme Q de XK[X] sur ImQ = K[X]. On peut alors poser g, = 1
et q, = Q71q,_1 pour tout n € N*. On alors bien Qq,, = q,_; pour tout n € N* et q,,(0) = 0 pour tout n € N* puisque
qn € XK[X]. D’apres la question[22] deg q,,_; = deg Qq,, = deg g, — 1 pour tout n € N*. Comme deg qo = 0, deg q,, = n
pour tout n € N.

Si I’on suppose qu’il existe une suite (#,) de polyndmes vérifiant les mémes conditions que (q,,), les deux derniéres condi-

tions montrent que r, = Q~'r,_; pour tout n € N*. Puisque q, = , = 1, une récurrence évidente montre que q, =
pour tout n € N.

Fixons x € K. Notons %, I’assertion

Gn(x +X) = D" qi()qn—i
k=0

Puisque qo = 1, ) est trivialement vraie. Supposons J,_; vraie pour un certain n € N*, Puisque Q est shift-invariant,

n-1 n—1 n—1
Q(qn(x + X)) = (Qqn)(x + X) = @1 (x + X) = Z qk(X)qn-1-k = Z qk(*¥)Qqn_r = Q (Z qk(x)Qn—k)
k=0 k=0 k=0
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Comme Ker Q = K, il existe une constante C,, € K telle que

n—-1

qgn(x+X)=Cy + Z qk(*X)qn—k
k=0

En évaluant en 0, on obtient C,, = q,(x) car g;(0) = 0 pour j € N*. Finalement, comme q, = 1,

n—1 n

An(x +X) = 4u(¥) + Y q(X)n-k = D, UX)qn_k
k=0 k=0

Par récurrence, %, est vraie pour tout n € N. Il suffit alors d’évaluer 1’égalité 2, en y € K pour obtenir le résultat voulu.

deg gy = 0 donc g, € K*. En évaluant la relation pour x = y = 0, on obtient g4(0) = qo(0)? donc qo(0) = 1 puis
qo = 1.

En prenant n = 1 et x = y = 0, on obtient g;(0) = 2¢,(0)q;(0) = 2q,(0) donc q;(0) = 0. Supposons que q;(0) = --- =
qn—1(0) = 0 pour un certain entier n > 2. Alors

3n(0) = gu(0 + 0) = Y qi(0)q,—(0) = 2qo(0)q,(0) = 2q,,(0)
k=0

donc q,(0) = 0. Par récurrence forte, q,,(0) = 0 pour tout n € N*.
Comme degq, = n pour tout n € N, (q,) est une base de K[X]. Il existe alors un unique endomorphisme Q tel que
Qqo = 0 (nécessairement, Ker Q = K si Q est un endomorphisme delta) et Qq,, = q,,_; pour tout n € N*, Vérifions que
Q est alors bien un endomorphisme delta. Tout d’abord, deg q; = 1 donc il existe (c, f) € K* X K tel que g; = aX + .
Alors

1=qo = Qq = aQX + Q1 = aQX

Ainsi QX = 1/a € K*. Fixons y € K. Comme K est infini

n
VneN, g.(X+y) = D) qnik()ax
k=0

Ainsi
Vn €N, QoEy(qn) = QUnX+¥) = D 4nkQk = 2, dnikM k-1 = D, Gn-1-k¥)dk
k=0 k=1 k=0

Par ailleurs,
n-1

VneN, EyoQ(qy) = quo1(X+¥) = D qno1-(¥)k
k=0

Par conséquent, Q o E (q,) = Ey, o Q(g,,) pour tout n € N. Comme (q,,) est une base de K[X], Qo E,, = Ey, o Q. Ainsi Q
est shift-invariant. Finalement, Q est bien un endomorphisme delta.

(q9s --- »qp) est une famille a degrés échelonnés de [K,,[X] donc c’est bien une famille libre. De plus, elle comporte
n + 1 éléments et dim K,[X] = n + 1 donc c’est une base de K,,[X].

01 - 1
La matrice de Q,, dans labase (qq, .-- » 45,) €st A 1 .On en déduit que tr(Q,) = det(Q,,) = Oetxq, = X"*™.
0 v -ee 0

On vérifie sans peine que

* qo=1;

*VneN, degqg, =n;
* Vn e N*, q,(0) =0;
* VYn e N*, Dq, = qu_1-

Donc (g,,) est bien la suite de polynémes associée a D.
Quitte a poser qo = 1, on vérifie a nouveau que

* qo=1;
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e VneN, degq, =n;
* Vn e N*, q,(0)=0;
* VYn e N*, Dq, = qu_1-

Notamment, pour n € N*,

qn(X + 1) - Qn(x)
n—1 n—1
% H(X+1—k)—H(X—k)]
" Lk=0 k=0

n-2 n—1
% [[x-0-T[xX-k
k=0

" lk=-1

(El - I)qn

n—-2

O+ D= == [Jox- k)

n—

1 2
= n—1) kl:J:O(X —k) = qu

Donc (q,,) est bien la suite de polynémes associée a E; — 1.
Comme Q est un endomorphisme delta, deg Qp = deg p — 1 pour tout polynéme p non nul. On en déduit que pour
+o0

k > deg p, QXp = 0. La somme 2 (Q*p)(0)q) ne comporte donc qu’un nombre fini de termes non nuls : elle est donc

k=0
bien définie. C’est un polyndme de K[X] en tant que combinaison linéaire de tels polyndmes.

+oo
Pour la méme raison qu’a la question I’application U = Z (Tqx)(0)QF est bien définie et c’est un endomorphisme
k=0

de K[X]. Soit n € N. Alors
+00
Ug, = ). (Tq)(0)Q¥q,
k=0
n
= Y (Tq)©OQ4q,  car Q“q, = 0 pour k > n = degq,
k=
no
= > (Tqi)(0)qn-k
k=0
n
= Z (Tq,—1)(0)qx par changement d’indice
k=
no
= > (T o Q¥(gn))(0)qk
k=0

n
= Z (Q¥ o T(q,))(0)qx d’apres la question
k=0
=Tq, d’apres la question précédente appliquée a p = Tq,

Les endomorphismes T et U coincident sur la base (q,,),en : ils sont égaux.
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Onprend Q = E; —IetT = D. Ainsi, pour p € K[X],

p'(X) =Dp = Y, (Dqp)(0)Q*p
k=0

degp
k

= > qi(0)E; —D¥p  car Q¥p = 0 pour k > deg p

k=0
+0o0 k )

= Z q,(0) Z (=1)kJ (J)E{ pd’apres la formule du bindéme (E; et I commutent)
k=0 j=0
+o0 k .

= 2, 40 Z(—l)"‘1< .)Ejp
k=0 j=0

+00 k
=3 ¢ Z(—l)k—f( .)p<x )
k=0 j=0

x - =

J

k—1
1
Or d’apres la question , A = 75 I |(X — i). Notamment q, = 1 donc q = 0 et, a fortiori, gq5(0) = 0. Pour k € N*,
T i=0

-1 11— 1) _1)k-1
Qe = X avee r = 1 [ (X 1) done g, = r + X puis q40) = n(0) = T EZD L CUT 64 en géaui

i=1

alors le résultat voulu.

k
Soit p € K[X]. D’aprés la formule de Leibniz, pour tout k € N*, D¥(Xp) = Xp® + <1)p(k_1) = Xp® + kpk-D,
Ainsi
+00 +o0 +00 too
T(Xp) = apXp + Z ar (Xp® + kp*k—) = Z a, Xp® + Z ka,p~! = XT(p) + Z ka, D*"1p
k=1 k=0 k=1 k=1
Par conséquent,
+00
T = ) ka,D*!
k=1

Conséquence directe des questions et@
+0o0

D’apres la question |20} il existe une suite (o )xen+ de scalaires telle que o # Oet T = Z o, DK. D’apreés la question
k=1
, T = Z koy D*1. Ainsi T'1 = a; # 0 donc T’ est inversible d’apres la question
k=1

Soit p € K[X]. Alors

S’ o T(p) + S o T'(p) = S(XT(p)) — XS(T(p)) + S(T(Xp) — XT(p))
= S(XT(p)) — XS(T(p)) + S(T(Xp)) — S(XT(p))
= SoT(Xp) — XS o T(p)

= (S T)(p)
Finalement, (SoT)' =S o T+ So T.
D’apres la question précédente,
QoU™l=D0oU4+DoU)o U1 =D'0U"”+DoU o U

Pour p € K[X],
D'(p) = D(Xp) —XD(p) =Xp'+p—Xp'=p

donc D’ =1 de sorte que
QoU™!l=U"4+DoU oU !

Or J est une sous-algébre commutative de £(K[X]) donc

QoUM™l=U"4+U"1oU 0D
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puis

Q o U™ 1(X") = U™(X") + U1 o U’ o D(X")
= UT"(X") + U o U'(nX"1)
= U™"(X") + nU" 1o U'(X")

A Taide de la question précédente, on prouve par une récurrence (laissée au lecteur) que (U™) = nU"~! o U’. Puisque
U"oU"=L{UT"oU" =1 =0puis (U)o U"+ U "o (U") =0 etenfin

(U™ =-U"o(U"Y oU"=—-nU"1loU
Finalement,

Qo U 1(X") = U™H(X™) — (U™ (X"1) = U=(X") — (U™(X") = XU™(X"1) = XU(X"Y)

1
On va utiliser I’unicité de la suite (q,,) associée a Q. Posons r,, = E(Q, o U 1)(X™).
Tout d’abord, ry = (Q’' o U~1)(1). Or

QoUl=DoU)oUl=(D'oU+DoU)oU=(IoU+DoU)oUl=1+UoU"lo
car J est une sous-algébre commutative de L(K[X]). Finalement,
Hh=(Q U N1)=14+U'0oU1leDA)=14+UoU1(0)=1

par linéarité de U’ o U™L.

D’apres la question Q' est inversible. Comme U Dest aussi, Q' o U™""! I’est également. D’aprés la question
degr, = deg X" = n pour tout n € N.

D’aprés la question précédente, r,, = XU(X"™) pour tout n € N* donc r,(0) = 0.

Enfin, pour n € N*.

1 , o 1 , o 1
Q= —QoQ o U™ (X = —DoUoQ o U™ (X)) = —

1
QoU™1oUoDX") = WQ’ o U™"(nX"1) = 1,4
On en déduit donc que q, = F, pour tout n € N puis que n!q,(X) = XU (X" 1) pour tout n € N* avec la question
précédente.

Soit n € N*. D apreés ce qui précede, q,_; = (Q' o U™)(X"1) pour tout n € N* donc

1
(n=1)

X(Q')~ 1(Qn D) = — XUT(X"™ 1) = IQn(X) = ngqp(X)

1
(n—1) (n— )
On a vu a la question ! S5lque L = I+ (D —I)7!, ou encore (D —I) o L = D. En appliquant & ¢, on trouve bien

—Ch_q =ty
n 1~ -1
OnaL=([D- I) 1o D. On a a montré plus haut que pour un endomorphisme T inversible, (T")" = nT"~! o T pour tout
n € Z. On en déduit que

L=(D-DYoeD+(D-D"'oD
=—D-D2c(D-0)oD+(D-D"'ol

—(D-=D20loD+(D-D)1ol

D-D20(-D+D-1)=—(D-1)72

On en déduit que
) 1'=—-(D-01)?=-D*+2D-1

D’apres la question précédente,
néy =X(=D*+2D = D),y = X(=€y_1 + 261 = n_1) = X(p_1 = €n1) = (bpoy — €p1)') = X(6 — €7)

puis
Xty — Xy +né, =0
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Avec les notations de la question précédente, U = (D — I)~L. Ainsi

X -1
an = 2, U7X
= ZX(O - (X"

= % é(—l)k(Z)D”_k(X"_l)d’aprés la formule du bindme
- % Zn:(—l)k(n>D”‘k(X”‘1)car DA(X"1) = 0

% Z(— )=

= i(—l)krll(Z)%

n

X
Comme (q,,) est une base de K[X], il existe un unique endomorphisme T tel que Tq,, = —7 pour tout n € N. Comme
(X"/n!) est également une base de K[X], T est inversible. .

Par définition de T, pour tout n € N*,
Xn—l
(n—1)

De plus, Q est un endomorphisme delta donc on a vu précédemment que Q1 = 0. Comme gy = 1, on adonc ToQ(qg) =
De plus, D o T(qo) = D1 = 0. Finalement, D o T(g,,) = T o Q(g,) pour tout n € N. Comme (g,,) est une base de K[X],
DoT=ToQpuisD=ToQoT L

Do T(g,) = =Tqn_1 =T °Q(qn)

En posant V: KXl — KIX] ,onaWoV = VoW = Idgx) donc W est inversible : c’est bien un
p — plx/a)

automorphisme de K[X] et W™ =V,
On a clairement D o W = oW o D. On rappelle que L = D o (D — I)~! d’apres la question Ainsi

P=WoLoW!
:WODO(D—I)_low_l
1
= aDOWO(VVO(D—I))_l
-1

= lDC>W0<1D0VV—VV>
o o

= lDoWo((lD—I>OV\/>
a a
-1
= lDoWoW_lo<lD—I)
(04 04

-1
= lDo(lD—I)
(04 (04

-1

On utilise a nouveau I’unicité de la suite (p,,).

d eo(OCX) =1.
e Comme a # 0, deg ¢,,(aX) = deg¢,, = n.
* Pour toutn € N*, €,(a-0) = €,(0) =0

* Pour tout n € N*,

P(£,(0X)) = W o Lo W (£,(aX)) == W o L(€,,) = W(£pp_y) = €_1(oX)
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On en déduit que p,, = €,(aX) pour tout n € N.

On rappelle que (D —I)o L =Ddonc DoL —L =D puis Do (L —I) = L etenfin, D = L o (L. — I)!. En reportant
dans I’expression trouvée a la question @3] on obtient

P 1L L-D1 (1L L-D! 1>_1
= —Lo —_ ol—Lo —_ —
a a

-1

1
- Lo(cx(aLo(L—I)‘l —I)o(L—I))
=Lo((Lo(L—D"—al)o(L—1)"
=Lo(L—aL—-I)"
=Lo(al+(1—c)L)!

D’aprés la question[43{que D = To Lo T~ ! ou encore To L = D o T. Ainsi

Q=ToPo T-!
=ToLo(al+(1—a)L)toT!
=DoTo(al+ (1 —c)L) loT!
=Do(To(al+(1—a)L)oT 1!
=Do(al + (1 —a)D)7!
Comme J est une sous-algebre de £(IK[X]) dont les éléments inversibles ont encore leurs inverses dans J, Q est bien shift-
invariant. Comme (o + (1 — o)D) ™! est inversible, deg(al + (1 — a)D)"!X = deg X = 1 puis deg QX = 0 i.e. QX € K*.

On en déduit que Q est bien un endomorphisme delta.
On applique ensuite la question[40]avec U = (aI + (1 — &)D)~!. On a donc pour n € N*,

— X —n(yn—1

- %(od +(1 = a)D)* (X"

-X ) <Z>ak(1 — ayrkpr-k(xn-1) ) (n)“k(l - 00""‘81 - B:XH
n 1/(n . Xk
n -1 k
= Z(—l)k<z B l)ock(l - a)n_k%
k=1 )
Par linéarité de T4,

T, = Z(—l)k(z : i)ak(l — )=kt (ii—:() => (—l)k(z : i)ock(l — )"k (X)
k=1 : k=1

Montrons ensuite que T~'%;, = p,, pour tout n € N.

 Tout d’abord, T~1r, = T~11 = T1(X%/0)) = ¢, = 1.
» Comme T~! est inversible, deg T~'r;, = degr, = n pour tout n € N.
 D’aprés le calcul précédent, (T~1r,)(0) = 0 pour tout n € N* car #;,(0) = 0 pour tout k € N*,
* Pour tout n € N*,
P(T'r) = (Po T~ N(1) = (T o Q) = TH(Qr) = T My

Par unicité de la suite (p,,) associé a P, T~'5, = p,, = €,,(aX) pour tout n € N, ce qui conclut.
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