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DEVOIR A LA MAISON N°11

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

T,(K) et T;}(K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (IK) stables par produit donc ce sont des sous-algébres de
M, (K).

10 01 . 01 3
A= (O 0) € S)(K)etB = ( ) 0) € S,(K) mais AB = (0 0) & S,(KK). Par conséquent S,(IK) n’est pas une
sous-algebre de M, (KK).

0 1
C= ( Lo ) € A,(K) mais C? = =1, & A,(K) donc A,(K) n’est pas une sous-algebre de M, (K).

A0 B0 _ AB 0

A, = € S,(K)etB, = € S,(K) mais A, B, = & S,(K) donc S,(K) n’est pas une
00 00 0 0

sous-algebre de M, ().

co -1, 0
C,= ( 00 ) € A, (K) mais C2 = ( 02 0 ) & A, (K) donc A,,(K) n’est pas une sous-algebre de M, ().

E Facile.

A B
Soit B une base de E adaptée a F. Alors u € Ay si et seulement si mat g (u) est de la forme ( 0 C ) ou A € Mp(K),

B € M p(K) et C € M,,_p(IK). Comme I’application matg est un isomorphisme, A est isomorphe a I’espace vectoriel

{(g i ) A € My(K), BEM,,_p(K), Ce Mn_p(K)}

Ainsi

dim Ap = dim M,(K) + dim M, ,_,(K) + dim M,,_,(K) = p* + p(n — p) + (n — p)* = n* — pn + p?

@ Remarquons que

Ainsi n* — pn + p? est maximum quand p = 1 ou p = n — 1 et ce maximum vaut n> — n + 1.

Facile.

0 -1
( Lo ) appartient 2 IT'(R) mais n’est pas diagonalisable dans M,(R) car son polyndme caractéristique X2 + 1 n’est

pas scindé sur R. T'(R) n’est donc pas une sous-algébre diagonalisable de M,(R).

0
@ A nouveau, le polyndme caractéristique de K = ( ) est X2 + 1, qui est scindé a racines simples sur C. Il existe
1

donc une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que D = P~IKP. Soit alors M € T'(C). Il existe donc
(a,b) € C?tel que M = al, + bK. Alors P"!MP = al, + bD est bien diagonale. I'(C) est donc une sous-algebre
diagonalisable de M,(C).
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Clairement, J = J(0, 1,0, ..., 0) = J(e,).
Pour tout j € [1,n — 2], 9*(¢;) = €42, ¥*(en—1) = €1 et @*(e,) = e,. Ainsi J> = I, sin = 2 et I* = J(0,0,1,0, ...,0) =
J(e3) sin > 3.

Soit k € [[2,n — 1]. Alors
* si j+k < n,alors cpk(ej) =ejik;
* si j+ k> n,alors

P (e)) = o @ o "I (e) = P 0 gle,) = PFTIH(e) = €k

Ainsi ¥ = J(e41).
De plus, . . . .
VjielLnl, ") =¢/ " opog™ () =@/ ogle,) =@/ e)) = ¢

DoncJ" =1,,.

On a clairement

n-1
Y(ag, ... a,_1) € R", I(ag, ..., ap_1) = Z a, Jk
k=0

D’apres la question précédente,
A =vect(1,,],...,T" 1)

donc A est bien un espace vectoriel et (I,,,7, ... ,J ”_1) en est une famille génératrice.
n—1

De plus, si (ag, ..., a,—;) € R" vérifie Z akyk = 0, alors J(ay, ...,a,_;) = 0 et donc (ay, ..., a,_1) = (0,...,0). La
k=0
famille (I,,,7, ..., J%1) est donc libre : c’est une base de A.

Si M commute avec tout élément de A, alors M commute avec J] € A.
Si M commute avec J, on montre par récurrence que M commute avec toutes les puissances de J. Par bilinéarité du produit
matriciel, M commute avec toutes les combinaisons linéaires de ces puissances i.e. avec tout élément de A.

Remarquons qu’en fait, A = R[J]. Linclusion A C R[J] est claire. Inversement, si I’on se donne M € R][J], il
existe P € R[X] tel que M = P(J). Notons Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par X" — 1. Alors
P=X"-1)Q+RpuisPQ)=1"-1,)QJ) + RJ) =RJ) € Acardeg] <n—1.

D’apres le cours, A = R[J] est alors une sous-algébre commutative de M, (R).

On développe x; par rapport a sa derniere colonne

X 0 - 0 -1
-1 X - : 0
xx={0 =~ =~ 0 :
X 0
0 - 0 -1 X
X 0 0 -0 -1 X 0 - 0
-1 X - : 0 -1 X
=X|0 - =~ 0 O|+(C-D"*|0 0 - -~ 0
-1 X 0 : -o—-1 X
o - 0 -1X o - 0 0 -1

=X - X"l 4 (=)t (=) =X"—1

X™ — 1 est scindé a racines simples dans C donc J est diagonalisable dans M, (C).

Sin=2%=X>—1=(X-1)(X+ 1) est scindé a racines simples sur R donc J est diagonalisable dans M,(R).
2im

Sin > 3,w =en estune racine non réelle de x; donc x; n’est pas scindé sur R et J n’est pas diagonalisable dans M,(R).
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Les racines de x; sont les w¥ pour k € [0, n — 1]). Puisque toutes ces racines sont simples, leurs sous-espaces propres
w(n—l)k
cJ‘)(n—z)k

associés sont de dimension 1. On vérifie que U, = : est un vecteur propre de J associé a la valeur propre wk.

Ainsi pour tout k € [0,n — 1], Ex(J) = vect(Uy).

A est un sous-espace vectoriel de M,,(R) qui est lui-méme un sous-espace vectoriel de M, (C) donc A est un sous-
espace vectoriel de M, (C). A est une sous-algebre de M, (R) donc est stable par produit. Ainsi .4 est une sous-algebre de
M, (©).

Comme J est diagonalisable, il existe P € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale telle que P~'JP = D. Alors pour tout

n-—1 n—1
k € [0,n— 1], P71J*P = D¥. Soit A € A. Il existe (ag, ..., an_) € R" tel que A = > @, J*. Alors PTIAP = a,DF
k=0 k=0

est diagonale.

Avec les notations de I’énoncé, J(ay, ... , a,_1) = Q(J). Avec les notations de la question précédente, D = diag(1, w, ..., @™ 1)
donc

P~1(ay, .., an-1P = diag(Q(1), Q®), ..., Q(@" 1))

On en déduit que

Spc(ag, -, @n_1)) = {Q(1), Q(w), ..., Q" 1}
Classique.
r=dimA* = dimM,(R) — dimA = n? — d.
Evident.
Soit N € Aeti € [1,r]. Alors
VM e A, (M|NTA) =tr(MTNTA;) = tr(NM)TA;)) = (NM | A})) =0
car NM € A (stabilité de A par produit) et A; € A*. Ainsi NTA; € A+
M — MT
phisme de A sur T(A) = AT. Notamment, A" est un sous-espace vectoriel de M, (R) et dim A" = dim .A.

Soit (A,B) € AT. Il existe donc (M,N) € A?telque A=M" etB=NT.Alors AB=M'NT = (NM)". Or NM € A
car A est stable par produit. Ainsi AB € AT et AT est une sous-algébre de M, (R).

L application T : { MR — M) est un automorphisme (c’est une symétrie) donc induit un isomor-

Soit A € AT. Tl existe donc M € A tel que A = M. Pour tout i € [1,7], AA;X = MTA;X. Or d’aprés la question
26l MTA; € AT = vect(A,, ..., A,). Ainsi AAX € vect(A;X, ..., A,X) = F. Comme (A;X, ..., A,X) engendre F, F est
stable par I’endomorphisme canoniquement associé a A.

Sir>n,alorsd=n? —-r<r*r—n<n®-n+1.

Supposons maintenant ¥ < n — 1. On peut choisir X € M, ;(R) tel que A;X # 0 car A; # 0 en tant que vecteur d’une
base. Ainsi dim F > 1. De plus, F est engendré par les r vecteurs A;X, ..., A, XdoncdimF<r<n-—1.

Notons & I’ensemble des endomorphismes canoniquement associés aux éléments de A". Alors & est une sous-algébre de
£L(M,1(R)) de méme dimension que AT.Deplus, & C Ap ot Ap = {u € LM, 1(R)) | u(F) C F}. Donc, en notant
p = dimF, on a d’apres la question 3]

d=dimA" = dim& < dim Ay = n?> —np + p?
Maiscomme 1 < p<n-1,d < n—-n+1 d’apres la question@
Enfin, I’ensemble des matrices de la forme ( OA S ) avec A € M,,_1(R),C € M,_; ;(R) eta € R est une sous-algebre
de M, (R) de dimension n? —n+ 1. Ainsi la dir;;;:nsion maximale d’une sous-algebre stricte de M,,(R) est bien n> —n+1.
Si n = 1, alors toute matrice nilpotente est nulle (son indice de nilpotence vaut nécessairement 1). Ainsi A = {0} est

trivialement trigonalisable.
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Supposons que les seuls sous-espaces de E stables par tous les éléments de A sont {0} et E. Alors A = L(E) d’apres
le théoreme de Burnside. Ceci n’est pas possible car A ne contient que des éléments nilpotents.
On en déduit qu’il existe un sous-espace vectoriel V de E distinct de {0} et E stable par tous les éléments de .A.

11 suffit de choisir une base de E adaptée a V.

Comme I’application matg est linéaire, les applications u € L(E) — A(u) et u € £L(E) — D(u) le sont également.
On en déduit que {A(u) | u € A} et {D(u) | u € A} sont des sous-espaces vectoriels respectifs de M, (C) et M (C).
Soit (u, v) € L(E)?. Alors

(A(u o) B(uov)

A(u) B(u) A(v) B(v)
0 D(uov)

A(uw)A(v) *
0 D(u) 0 D(v)

= matg(u o v) = matg(u) matg(v) =
) s(Uov) 5 (u) matg () ( 0 D)D)
Ainsi A(u o v) = A(W)A(V) et D(u o v) = D(u)D(v). Ceci prouve que {A(u) | u € A} et {D(u) | u € A} sont stables par
produit : ce sont donc des sous-algebres respectives de M, (C) et M(C).

Soit u € A. Alors u est nilpotent i.e. il existe p € N tel que uP = 0. D’apres ce qui précede, A(u)? = A(uP) = A(0) =0
et D(uw)P = D(uP) = D(0) = 0 donc tous les éléments de {A(w) | u € A} et {D(u) | u € A} sont nilpotents.

Commel <r <n—1letl <s < n—1,on peut appliquer ’hypothése de récurrence aux sous-algebres {A(u) | u € A}
et {D(u) | u € A}. Il existe donc P € GL,(C) et Q € GL,(C) telles que pour tout u € A, P"1A(u)P et Q~'D(u)Q soient

PO Pl 0
triangulaires supérieures. En posant R = ( 00 ), ReGL,(C)etR! = ( 0 Q! ) Alors pour tout u € A,

R !'matz(u)R = ( P70 )(A(“) B(w) )( PO ) _ ( P~1A(u)P * )
0 Q1 0 Dw /\0Q 0 P-1D(u)P

donc R™! mat5(u) R est triangulaire supérieure : 1’algébre A est donc trigonalisable.
On conclut alors par récurrence.

Soit u € A. Comme u est nilpotente, sa seule valeur propre est 0. La seule valeur propre de la matrice triangulaire
supérieure R~ mat 5 () R est donc également 0. La diagonale de cette matrice est donc nulle i.e. R"! matz(u) R € T;}(C).
Si on note B’ la base de E telle que R = matg(3B’), alors la matrice de tout élément de A dans la base B’ appartient a
T (K).

Considérons comme suggéré le sous-espace vectoriel F = {u(x) | u € A}. Comme A est une sous-algébre de £(E),
F est stable par tous les éléments de .A. Comme A est irréductible, F = {0} ou F = E.

Supposons que F = {0}. Alors u(x) = Oy pour tout u € A. Ainsi vect(x) est stable par tout élément de A. Comme x # 0,
vect(x) # {0} et comme dim E > 2, vect(x) # E puisque dim vect(x) = 1. Ceci n’est pas possible car A est irréductible.
Ainsi F = E. 1l donc existe u € A tel que u(x) = y.

Comme rg(v) > 2, il existe (x,y) € E? tel que (v(x), v(y)) est libre. En particulier, v(x) # 0 et d’apres la question
précédente, il existe u € A tel que u o v(x) = y.

Im v est clairement stable par v o u donc v o u induit un endomorphisme w de Im v. Comme Im v est un C-espace vectoriel,
w admet au moins une valeur propre A. Ainsi rg(w — A1dy,,) < dimImv = rg(v). Or

Im(w — Aldyy,,) = (W — Aldy, ,)Imv) = Im(v o u o v — AV)
donc
rg(vouov —Av) = rg(w — Aldy,,) < rg(v)
Enfin, v o u o v(x) — Av(x) = v(y) — Av(x) # 0 car (v(x), v(y)) est libre. Ainsi rg(vouov — Av) > 0.
Soit v un élément non nul de A de rang minimal. Supposons que rg(v) > 2. En choisissant u et A comme dans la
question précédente, Lo u o v — Av n’est pas nul (son rang est strictement positif) et rg(vou o v — Av) < rg(v). Mais comme

A est une sous-algebre de L(E), vouov—Av € A. Ceci contredit la minimalité du rang de v. Ainsi rg(v) < 1 mais comme
v#0,rg(v) =1.

Soit i € [[1,n]]. Comme uy(g;) # 0, il existe v; € A tel que v;(ug(e;)) = ¢; d’apres la question On pose alors

u; = v; o uy. Comme u;(gx) = 0 pour tout k € [2, n] et u;(g;) = g; # 0, rg(w;) = 1. De plus, u; € A car (u;, ug) € A et
A est stable par composition.
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Dans ce qui suit, on note (&7, ..., €;) la base duale de (g1, ... , €,).
Soit j € [[1, n]. Posons
F={x €E, Yu € A, £ (u(x)) =0}

Alors F est un sous-espace vectoriel de E stable par A. Comme A est irréductible, F = {0} ou F = E. Supposons que
F = E. Alors Ker €] est un sous-espace strict de E stable par tout élément de A, ce qui est exclu. Ainsi F = {0}.

Notons ¢;: u € A +— & (u(g;)) pour i € [1,n]. Montrons que (¢, ..., §,) est libre. Soit (xy, ..., x,) € C" tel que
n n n

incpi = 0. Alors pour tout u € A, €f o ”(Z x;g;)) = 0 donc ina,- € F = {0}. Ainsi (xy,...,x,) = (0,...,0) car
i=1 i=1 i=1

(g1, .- ,€p) estlibre. Notons ¥ : u € A - (@,(w), ..., ¢, (0)). Alors rg ¥ = rg(¢, ... , p,) = n (raisonner matriciellement
au besoin). Ainsi ¥ est surjective. Notamment, il existe w; € A tel que ¥(w;) = ¢;ou (ey, ... , €,) désigne la base canonique
de C". Ceci signifie que &7 (wj(g;)) = &; j. Posons f; j = ujow; € A. Alors f j(g) = g; et f; j(e) = 0 pour k # j. On vérifie
que la famille (f; j)1<j j<n est une famille libre de n? éléments de £(E). C’est donc une base de £L(E) formée d’éléments
de A. Ainsi A = L(E).
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