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DEVOIR A LA MAISON N°13

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1
f (”)( 0)

D’apres le cours, a,, = pour tout n € N. Ainsi f(0) = nla,, pour tout n € N.

2.a Pour tout x €] — 1/2,1/2],

+00 1

Z Myh —

= 1—-2x
2.b Pour tout x € R,

n 2n
Z = (12) I = cos(x)

Comme

u
Junl @2n+2)(2n+1) — +
n—+co

|t

le rayon de convergence de la série entiere Z u,x" est nul.

E 4.a On raisonne par récurrence. La propriété est vraie au rang p = 0 en posant Q, = 1. Supposons qu’elle le soit a
un rang p € N. Alors

QL QW L Q® -1 L

e A ey e D = e

 (x(x = 1)PQ)x) — 2p(2x = Dx(x — DQ,(x) — (2x = DQy(x)
Gcx — D2

| (= D00 = (2 = DEp(r = D + D) 1

- (cx = D)2

Qp+1(x) !

en posant Qp.1 = (X(X —1))°Qp — (2X — D(2pX(X — 1) + 1)Q,,.
La propriété est donc vraie pour tout p € N. De plus,

Vx €]0,1[; gD (x) =

x(x 1)

Vp € N, Qp = (XX - 1))’Qp_y — 2X - D(2(p - DXX ~= 1) + DQp4

4.b On raisonne a nouveau par récurrence.
Comme Qp =1, Q; = —(2X — 1) et degQ; = 1 = 3 X 1 — 2. Supposons que deg Q, = 3p — 2 pour un certain p € N*.
Alors

deg (X(X—1))’Qp) =4 +degQ,=4+3p—3=3p+1

deg ((2X - 1D(2pX(X-1)+1)Q,) =3 +degQ, =3+3p—-2=3p+1
De plus, si on note ay, le coefficient dominant de Q,, les coefficients dominants de (X(X — 1))2Q;, et 2X — 1)2pXX —
1) +1)Q, sont respectivement (3p — 1)a, et 4 pa, et sont donc distincts. On en déduit que Qpyq = (X(X— 1))2Q;, —(2X-

DEpX(X—1)+1)Qp estde degré 3p+1=3(p+1)—2
Il s’ensuit que deg Q, = 3p — 2 pout tout p € N*.
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5.a Par croissance comparée, lim u?Pe* = 0. Comme

u—->—0o0

lim — 2t lm =
o0t X(X—1)  xoi- x(x = 1)
on obtient
1 1
lim ex(x 1) - lim ex(x 1
x—0+ (x(x —1))2P  x>1- (x(x — 1))2P

Enfin, Qp est continue sur R donc admet une limite finie en 0% et 1~. On obtient bien

=0

lim g®(x) = lim gP(x)=0
x—0+ x—=1-
5.b 1l est clair que gP) est nulle sur | — o0, 0[ et sur |1, +oo[ pour tout p € N. On en déduit notamment que
lim g®(x) = lim gP(x)=0
x—0~ x—-1+
Finalement, g est de classe C€* sur | — o0, 0[, 10, 1[, ]1, +oo][ et ses dérivées successives admettent des limites finies en 0 et
1. D’apres le théoréme de prolongement C* la restriction de g a | — o0, 0[U]0, 1{U]1, +oc0[ admet un unique prolongement

de classe C* sur R qui ne peut étre que g lui-méme puisque g est notamment continue sur R.
g est donc de classe € et nulle en dehors du segment [0, 1] : elle appartient donc a2 W.

1 2 X
f g(t) dt=f glt—1) dt=—f gt—1) dt
x—1 X 2

Comme x — —g(x — 1) est continue sur R, P : x / g(t) dt est de classe C! sur R et P’(x) = —g(x — 1) pour tout

@ Pour tout x € R,

x € R. Comme g est de classe C*® sur R, { I’est egalement de méme que h.

1

REMARQUE. Comme g est continue, positive et non constamment nulle sur [0, 1], / g(t) dt > 0 de sorte que h est bien
0

définie sur R.

Soit x €] — o0, 1]. Alors g est nulle sur [x — 1,0] C] — o0, 0] donc, d’apres une relation de Chasles, h(x) = 1.
Soit x € [2,+00]. Alors g est nulle sur [1,x — 1] C [1, +oo[ donc h(x) = 0.

7.a Soit p € N*. D’apres la formule de Leibniz,

P P
Vx € R, (P(p)(x) = Z (Z)ZP—k(—z)kh(P‘k)(2x)h(k)(—2x) = 2P Z(—1)"(Z)h(l"k)(2x)h(k>(x)
k=0 k=0

Notamment,

oP)(0) = 2P i(—l)kh(p_k)(O)h(k)(O)
k=0

Mais comme h est constante sur | — o, 1], ses dérivées d’ordre supérieur ou égal a 1 s’annulent en 0. Ainsi
cp(p)(O) = 2PhP)(0)h(0) = 0

car p > 1.

7.b Six < —1, alors —2x > 2 et on a vu que h était nulle sur [2, +oo[ donc ¢(x) = 0. Si x > 1, alors 2x > 2et p(x) =0
a nouveau. @ est bien nulle en dehors de [—1, 1].
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7.¢ Pourtoutk € [0, p — 1], o] est continue sur le segment [0, 1] et 2 valeurs dans R : elle y admet donc un maximum.
Comme [[0, p — 1] est fini, A, est bien défini.

8.a Il suffit de constater que ¢ est de classe C* sur R.
8.b 11 suffit de constater que ¢ est nulle hors du segment [—1,1].

@ 9.a On applique la formule de Leibniz.

-
= \i dxi=j

J i j—i /o
Vx €R, g(j)(x) Z(]) dd (@(Bnx)) ¢ (x_)

) ) ) I SN ()
= 23 oo e i

i=0
J /i o xh—it+i
g‘)( )BnCP (Brx )(nl—-l-j)!

9.b Puisque j < n, pour tout i € [0, j, n— j+i>n— j > 0.On en déduit que g(J)(O) =0.

9.c Comme g, est constamment nulle sur | — oo, —1/f,[ et sur ]1/B,,+oo], g(J) est nulle sur | — oo, —1/f,[ et sur
11/B,, +oo[. Par continuité de g;’), g,(qj) est nulle sur | — o0, —1/f,,] et sur [1/f,,, +oo.

9.d Soit x € R tel que |x| < 1/8,,. Par inégalité triangulaire,
o) L (i o A Wcp o B ion < (1) 19D (Bax)]
g < Z( )|ﬁn| P00 7~y < Z( )|ﬁn| P00l gy = B ;(i)(n_H 5
Puisque f3,,x € [—1, 1], on a par définition de A,, ,

Vi € [0, ], 19©P(Bnx)| < Ay
Ainsi .
| (J)(x)| <A BJ "ZL
8 " 4 (n—j+10)!
puis
)

|ung(1)(x)| < [l Aol nz m

http://1garcin.github.io 3


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Puisque n —j > 1, B{l_n <1/B,.Deplus, (n — j +i)! > 1 pour tout i € [0, j] donc

. J (i
Iungg)(x)l < |un|)‘n Z (J) — 2j|un|)kn < 211—1 |un|)‘n
1

B, Z\i B Bx

Enfin, par définition, 3,, > 4"|u,|A,, de sorte que

' 2n—l _
|”ngglj)(x)| S = 5—(n+1)

On a déja vu que g;j)(o) = 0 pour n > j.
Sinon, on peut encore utiliser la formule de Leibniz pour affirmer que

J

; i j—i n J
vxeR, g0 =3, (’i)ﬁ;qa(i)(ﬁnx) —(E)=-2

-\
i=0 dx=JAn /)

n—j+i

j i i X
(l.)ﬁn(P( )(an)m

car les dérivées de x — x" d’ordre strictement supérieur a n sont nulles. En évaluant en 0, il reste
21(0) = B "¢~ (0)
Or on sait que @P)(0) = 0 pour tout p € N*. Ainsi gslj)(O) = 0 pour j > n.
Enfin "
gn (0)=(0)=1

D’apres la question@ pour tout j € N,

. 5 1
Vn > j, ||ungn(J)”00 < on+l

On en déduit que Z ungqu ) converge normalement et donc uniformément sur R pour tout j € N. On en déduit que
+oo

o= Z u,g, est de classe C* sur R. De plus, d’apres la question précédente,
n=0

+0o0
vieN, s =Y ug?(0) =y

n=0

Six>a0>0,

1
fo(x)zz—z(x+a0+x—a0—2x)=0
o

Six<ayg<O,
1
fo(x)=ﬁ(—x—a0—x+a0+2x)=0
0

Si0 < x < ag,

1 2
Jo(x) = — (x +ap—x+ag —2x) = —(ap — x)
2a; ag
Si—ay<x<0,

1 2
Jo(x) = — (x+ap—x+ag +2x) = = (x+ap)
2ap ag

0.5 1 1.5 2
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13.a Par inégalité triangulaire,

1 1
Vx €R, fo(x) < = (x| +lao| + [x[ + | = ao| = 2[x[) = —
2a;p Qo

Toujours par inégalité triangulaire,
1
Vx €R, fo(x) > — (Ix+ap +x —ag| —2|x[) =0
2ag
Ainsi 1
VxeR, 0< fo(x) < —
Qo

A fortiori,
1
Vx €R, |folx)| < —
Qo

13.b Sionpose A =]—o0, —ag]U[ay, +oo[, alors fy(x) = kd(x, A) quitte a distinguer les cas x €]—o0, ag], x € [—ay, 0],
x € [0,ap] et x € [ag, +o0[. On prouve classiquement que x € R — d(x, A) est 1-lipschitzienne. On en déduit que f est
k-lipschitzienne.

1
Comme f; est continue sur R, elle admet une primitive F de classe € sur R. Pour tout x € R, f;(x) = g(F(x +
1

a;) — F(x — a;)) donc f; est également de classe C! sur R et

VxeR, fi(x)= 2171 (F'(x+a)—F(x—a—1)= zial (fox +ap) — folx — ay)

Six > ag + ay, alors f; est nulle sur [x — a;, x + a;] C [ag, +oo[. De méme, si x < —ay — a4, alors f; est nulle sur
[x—a;,x+a;] C] — o0, —ag].

Par inégalité triangulaire et d’apres la question ,
Vx € R, |f(x)] < — x+a1|f(t)| < L [T 1
P V=0, 0 = 2a B

x—a; 1 Jx—q, Qo Qo

Par ailleurs, comme f; est k-lipschitzienne sur R,

1 1 1
Vx €R, |fi(x)] = 2a, [foCx + ar) = folx —ay)| < 2a, - 2ka; = P
. 1 1
Mais comme ay > a;, — < .
ay Aoy

On a vu a la question précédente que |f| < — = k donc f; est k-lipschitzienne d’apres le théoreme des accroisse-
a

0
ments finis.

On prouve aisément par récurrence que f;, est de classe C" sur R. On a alors

Vx € Ry fi(0) = 5 (a5 + @) = faa (¥ — @)

n
Posons S,, = Z a;. Tout d’abord f; est nulle en dehors de [—ag, ag] = [—Sp, Sg]- Supposons que f,,_; soit nulle
i=0
en dehors de [—S,,_;,S,_;] pour un certain n € N*. Soit x € R. Si x > S,,, alors f,,_; est nulle sur [x — a,,x + a,] C
[S,—1, +oo[ de sorte que f,(x) = 0. Si x < =S, alors f,_; est nulle sur [x — a,,x + a,] C] — ,S,,_;] de sorte que
fn(x) = 0. f,, est bien nulle en dehors de [-S,,, S, ], ce qui acheéve la récurrence.

1 1
Tout d’abord, |fy(x)] < — pour tout x € R. Supposons que, pour un certain n € N*, |f,_;(x)| < — pour tout
0 0

x € R. Par inégalité triangulaire,

X+ap x+an
a0l < = f fay(O] de < 2 f 1.1
X—an X

- 2a, 2a, 0. o ao
—Un
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On conclut par récurrence.

1
C’est reparti pour une récurrence. Tout d’abord, | f(x)| < 7. pour tout x € R. Supposons qu’il existe n € N* tel que
0

Vp<n—1, VxeR, |f&) < aoall—ap
Tout d’abord,
Vx € R, |f,(x)] £ aio
Soit ensuite p € [[1,n],
vx e R P00 = 5o (A2 0ok a) - 2070

puis, par inégalité triangulaire,
1 1 n
Vx € R, P (0] < 5— (|f,$" Ja+ ap)l + 1))
Puisque p — 1 < n — 1, on peut alors appliquer I’hypothese de récurrence

VxeR [P0 < — =t
2a, QpQy...Qp_1  Qp QoQy...0p_1

Mais comme ap = a0,

® () <« L
Vx €R, |fu (%) < G0ty

On raisonne par récurrence. On sait que f; est k-lipschitzienne sur R. Supposons que f,,_; soit k-lipschitzienne pour
un certain n € N*. Soit (x, y) € R2. Par changement de variable

S0 = ) = 5 f faalt43) dt = 5 f fualt+3) dt = o f ot +3) = foa(t +y)) dt

Par inégalité triangulaire,

~ 2ay

) = )] < = f a4 ) = fua(t 4 3)] dt

puis, par k-lipschitzianité de f,_;,

~ 2ay

an
a
)= KON < 3o [ kix =yl de = Bix -y

Enfin, 0 < q¢ < a,, donc

[fa(¥) = f)] < klx — |

ce qui acheve la récurrence.

23.a Soit x € R. Par inégalité triangulaire,

a9l = 1= f "(fn (D) = faa () dt

<L f "|fn_1(t)—fn_1(x>| at

n

Comme f,,_; est k-lipschitzienne,

lkn()| <

k xX+ay k an ka
/ |x—t|dt=—/ |t dt = ==
2a, —ay, 2a, _a, 2

ka
23.b D’apres la question précédente, ||k, |le < T" Par hypothese, Z a,, converge donc Z k,, converge normalement
sur R.

24.a Soit x € R. La série télescopique Z Jn(X) — f_1(x) converge vers s(x). Par lien suite/série télescopique, on

neN*
en déduit que la suite (f,,)(x) converge vers fo(x) + s(x).
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1 1
24.b On a vu précédemment que | f,(x)| < - pour tout n € N. Par passage 2 la limite, |w(x)| < -
0 0

24.c On sait que pour tout n € N, f;, est k-lipschitzienne sur R. Soit (x,y) € R2. Alors

VneN, |fu(x) = fu)l < klx -yl

A nouveau, par passage a la limite,
[w(x) — wy)| < klx—y|

24.d Soit x € R tel que |x| > S. A fortiori, pour tout n € N, |x| > S > S,, donc f,,(x) = 0. Par passage 2 la limité,
w(x) = 0. w est donc nulle en dehhors de [-S, S].

25.a On sait que Z fn — fnu_1 converge normalement et donc uniformément vers w — f, sur R. On en déduit que la
suite des sommes partielles i.e. (f;, — fy) converge uniformément vers w — fy sur R. Il s’ensuit immédiatement que (f;,)
converge uniformément vers w sur R. A fortiori, (f,,) converge uniformément vers w sur le segment [—S, S]. Par théoréme
d’interversion série/intégrale,

S S
f w(t) dt = lim f M dt=1
_s =+ ) o
25.b Evident.

26.a
+00

26.b On a clairement w = fi + Z k.

n=2

26.c La série Z k,, converge simplement sur R vers w — f;. Les fonctions k,, pour n > 2 sont de classe C! sur R et la

n>2
+o00

série 2 k;, converge normalement et donc uniformément sur R. On en déduit que Z k, = w — f; est de classe C! sur
n>2 n=2

R. Comme f; est également C! sur R, il en est de méme de w.

26.d Soit x € R. La question précédente permet également d’affirmer que
+o0 +o0
w'(x) = F )+ D) kp(x) = f )+ Y fi(x) = iy (x)
n=2 n=2
Par lien suite/série télescopique, pour tout X € R, (f,,(x)) converge donc vers w'(x). Or on a vu précédemment que

1
Vne N, [f(0)] £ —

Aoty
Par passage a la limite,
1
lw'(x)] < —
Aoy
27.a
27.b Avec un lien suite/série télescopique,
+0oo
w=f+ Y ky
n=p+1

27.c Pour n > p + 1, les fonctions k,, sont de classe CP. Ce qui précéde montre que pour tout j € [0, p], z quj)
n>p+1

converge normalement sur R.

glj)

REMARQUE. En fait, pour j € [0, p — 1], il suffit de la convergence simple de Z ky” et de la convergence uniforme

n>p+1
de Z kﬁlp ).
n>p+1
+00 +00
On en déduit que Z ky, est de classe CP sur R. Comme f, est également de classe CP sur R, w = f, + Z k;, est
n=p+1 n=p+1

également de classe CP sur R.
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27.d Soit x € R. On prouve comme précédemment que

wPx) = lim P
n—+infty

Or pour tout n > p,

(p)(x) < 1
| < Qo0 ... Qp

donc, par passage a la limite,
1

(2] < - -
Wl < aya ... a

Comme f € C(M), il existe (A, B) € (R*)? tel que
Vn eN, Vx € R, [f™(x)| < AB"M,,

Alors
VneN, Vx € R, g™ (x)] = |a"f™(x)| < A(|a|B)"M,,

donc g € C(M).

La fonction nulle appartient évidemment a C(M).
Soit (f,g) € €(M). Il existe donc (A, B, C,D) € (R%)* tel que

Vn e N, Vx € R, [f"(x)| < AB"M,,

et
VneN, Vx € R, |g(x)| < CD"M,,

Soit (A, w) € C2. Alors, pour tout n € N et tout x € R,
IAf + @)™ )] = IAfM(x) + ug™ ()| < A fD )] + [ullg™(x)] < IMAB"™M,, + [u|CD"M,, < (]AJA + uC)E™M,,

en posant E = max{A, B}. Ains Af + ug € €(M).
On en déduit que (M) est un C-espace vectoriel.

M M M
30.a On sait que pour toutn € N*, M2 < M,_;M,,,; i.e. n< L asuite <L+1> est donc croissante.
Mn—l Mn n /npeN

M,,_ M M M
noptl o ity L Qi1 S PN suite(

Soit alors p € Netn > p. Comme n — p < n, < .e.
Mn—p M, Mn—p Mn+1—p

M
Vi n ) est donc
n=p/psp

n

croissante. Notamment, pour tout entier n > p,

M
M > M_p = M, On a donc montré que pour tout (k,n) € N? tel que
0

n—p
k<n, MM, _x £M,,.

30.b Soit (f,g) € C(M). Il existe donc (A, B, C,D) € (R%)* tel que
vn eN, Vx € R, |f™M(x)| < AB"™M,,

et
Vn e N, Vx € R, g (x)] < CD™M,,

Soient n € N et x € R. D’apres la formule de Leibniz,

> (Z)f<k><x>g<"—k>(x)
k=0
<> (
=0
<> ( k)ACBkD”‘kMan_k

I(fe ™) =

n

)If Ol )|

&
bl

S

=

=0

IA
>

" (n
cly (k)BkD”‘k) M, = AC(B + D)"M,,

k=0

Donc fg € C(M).
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Tout d’abord, U,, > 1 > 0 pour tout n € N. Ensuite, Uy = 0! = 1. Enfin, pour tout n € N*,

UpiiUp1 — U2 =(n=D!n+ D! =)’ =n-Dn!(n+1)—n)=n-1n! >0

32.a Soient x € Retn € N. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral :

)= 3 L@ s f G ponen ey ar = / G poneey ar
k=0 :

1
32.b Soit x € R tel que |[x — o] < 5B Soit n € N. Par inégalité triangulaire,

|x—t" | ( |x —a|AB(n+1)  (n+1)A
< n+1) < n+l1 ! <
Gl < f S )] ar (ZB),,H,AB (n+ 1t dr = EEEEEETD < S
DA
Par croissances comparées, lim M = 0 donc f(x) =
n-+oo 21+1

REMARQUE. On aurait pu utiliser I’inégalité de Taylor-Lagrange plutdt que la formule de Taylor avec reste intégral.

32.c Soit f € @(U). Supposons que f*)(0) = 0 pour tout k € N. On va montrer par récurrence que f est nulle sur
[—n/2B, n/2B] pour tout n € N. C’est clairement vrai pour n = 0 puisque f(0) = 0. Supposons que ce soit vrai pour un
certain n € N. Alors f®(n/2B) = f¥*)(—n/2B) pour tout n € N. La question précédente montre alors que f est nulle sur
[—1/2B,1/2B] + n/2B et sur [-1/2B, 1/2B] — n/2B. Comme f est déja nulle sur [—n/2B, n/2B], elle est finalement nulle
sur [—(n + 1)/2B, (n + 1)/2B], ce qui achéve la récurrence.
Finalement, f est nulle sur U [-n/2B,n/2B] = R.

neN

33.a Supposons que C(M) est quasi-analytique. Soit alors f € C(M) N W. Comme f € W, f est a fortiori nulle sur
un intervalle ouvert non vide. Sil’on se donné a dans cet intervalle, on a donc f ®(@) =0 pour tout k € N. Considérons la
fonction g : x — f(x + ). D’aprés une question précédente, on a encore g € C(M). De plus, g*(0) = f¥(a) = 0 pour
tout k € N. Comme C(M) est quasi-analytique, g est nulle et f également. On a donc bien montré que (M) N W = {0}.

33.b Supposons que G(M) n’est pas quasi-analytique. Il existe donc une fonction f € €(M) non nulle telle que f*)(0) = 0
pour tout k € N. Il existe donc o € R* tel que f(a) # 0. Quitte & changer f en x — f(—x) (qui est encore dans C(M)
d’apres 28), on peut supposer a > 0.

Posons g(x) = 0 pour x < 0 et g(x) = f(x) pour x > 0. On vérifie aisément que g € €(M). En posant ¢ = 2, on a
encore (x — g(c — x)) € C(M) d’apres 28] D’apres[30.b] (h: x — g(x)g(c — x)) € €(M). Par construction, & est nulle
en dehors de [0, o] donc h € W. Enfin, h(a) = g(a)? = f(a)? # 0 donc h n’est pas nulle. Ainsi @(M) N W # {0} et on a
montré 1’implication voulue par contraposition.

34.a Par télescopage

S

M M 1
VneN, M, = -2 = k=TT —
MO k=1 Mk_l k=1 %k
ou encore n
1 a
— = X
Mn k=1

1
- 1 \n ‘o . i Al -
Supposons que la série Z (—) converge. On a vu précédemment que la suite (o) était décroissante. Ainsi
n

n>1

ou encore

M,,_
On en déduit que Z n-l

n>1 n

converge.
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M,_ o . M, _ .
34.b Supposons que Z nol converge. On définit une suite (a,) en posant @, = a; et a, = l\/rll L La suite (ay) est
n>1 n n
une suite strictement positive et décroissante. De plus, Z a, converge et a fortiori, (a,) converge vers 0. On peut donc
construire comme dans la partie précédente une fonction w € W telle que

® 1 M,
VpeN, VxeR, wP(x)| < ——— = —
aoa;...ap  Q

On adonc w € C(M) (prendre A = 1/ay et B = 1). Ainsi w € C(M)NW et pourtant w n’est pas nulle. D’aprés la question
C(M) n’est pas quasi-analytique.
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