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DEVOIR A LA MAISON N°14

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

» Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra €tre intégralement récrite.

Probleme 1

1.a On utilise I’indication de 1’énoncé

n
cos(nd) + isin(nd) = (cos 0 + isin O)F = Z (Z) cos"k(0) - i¥ sin*(0)
k=0

Comme % = (=1)¥ et i2k*1 = (=1)¥i, on obtient en passant a la partie réelle :

cos(nb) = Z (—l)k(;{> cos"2K(9) sin?¥(0) = Z <2r;{> cos"2k()(cos2(0) — 1)k

0<2k<n 0<2k<n
Le polyndme
n
T= Xn—Zk XZ -1 k
0<§< (2k> ( )
SZKsn

vérifie bien 1’égalité (). Tous les mondmes X"~2K(1 — X2)¥ sont de degré n donc deg T < n. Enfin, le coefficient de X"

n
dans T est Z > 0 (somme de termes strictement positifs).
0<2k<n 2k

1.b Supposons que deux polyndmes S et T vérifient la condition (). Alors (S — T)(cos 8) = 0 pour tout 6 € R. Ainsi
tous les réels de [—1, 1] sont racines de S — T. Comme S — T posseéde une infinité de racines, S— T =0i.e.S=T.

2.a Soit x € [—1,1]. Posons 6 = arccos x pour simplifier. Alors
cos((m + 2)0) + cos(nb) = 2 cos((n + 1)0) cos(6)
ou encore
Tpy2(x) + Tp(x) = 2xTy, 41 (X)

2.b On a évidemment T, = 1 et T, = X et, 4 I’aide de la relation de récurrence précédente, on obtient T, = 2X? — 1 et
T; = 4X3 — 3X.

2.c Par définition de T, deg T,, = n de sorte que deg(2XT,,,;) > deg T,,. En notant ¢, le coefficient dominant de Tj,, on a
donc ¢, = 2¢,4; pour tout n € N. Comme T; = X, ¢; = 1 de sorte que ¢,, = 2"~ pour tout n € N*. De plus, ¢, = 1.
On peut aussi remarquer que d’apres le calcul effectué a la question [I.al

n 1 & n
% o) =320+ eon()

0<2k<n

(262 ()

21 sin e N*
La+yrea-ny = .
2 1 sin=0

Cn

3.a On rappelle que
V0 € R, T, (cosB) = cos(nd)

En particulier,
Vk € [0,n — 1], T,(cos8;) = cos(ndy) = cos (g + kT[) =0
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De plus, les 6, sont des éléments distincts deux a deux de [0, 7t] et cos est injective sur [0, 7t] (strictement décroissante)
donc les cos 6, sont également distincts deux a deux. Comme degT,, = n, ce sont exactement les racines de T, et ces
racines sont simples. Enfin, le coefficient dominant de T,, est 2"=1 donc

n-1
T, = 2"-1 H (X — cos 6y)
k=0
3.b Pour tout x € [—1,1]
|T,(x)] = | cos(narccos x)| <1

De plus,
T,,(1) = cos(narccos(1)) = cos(0) = 1

On en déduit que | T, ||, = 1.
Pour tout k € [0, n],
Ta(cx) = cos(km) = (1)

On en déduit immédiatement que
Vk € [0,n], |Ty(c)l =1 = [Tyl

et
Vk € [0,n— 1], Ty(cr1) = (D! = —(=1)% = =Ty (cx)

1 1
3.c On sait que Ty = 4X3 — 3X et donc T} = 12X? — 3 = 12 (X - 5) (X — 5). On obtient alors facilement le tableau de

variations suivant :

1 1

x -1 - = 1
2 2

T + 0 - 0 +

s N

puis le graphe suivant (on remarque que T3 est impair) :

1 .
5 1
-1 —0.5 0.5 1
—0.5
-1+
. 1 1
On aclairement ¢y = 1, ¢; = > c = —5 etcy = —1.
h(t) . e
E Remarquons déja que t — est continue sur I’intervalle | — 1, 1[.
1—1t2
Remarquons que
h(t h(t
vt €] -1,1], ©_ _ @

Viee i+t-1-t

http://1garcin.github.io 2


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

h(t h(t 1
Comme ¢ — Q) est continue sur le segment [—1, 1], elle y est bornée de sorte que ®) = (9( ) Or
V1+t V1—¢2 =17 V1—t
h(t
t— est intégrable sur [0, 1] par critére de Riemann donc ¢t — ©) également. On montre de la méme maniere
1-—t 1—1¢2
, s ) h(t) -
qu’elle est intégrable sur | — 1,0]. Finalement, ¢ + est intégrable sur | — 1, 1].
1—1¢2
REMARQUE. On peut aussi affirmer que h étant continue sur le segment [—1, 1], elle y est bornée. Ainsi il existe M € R,
h(t M
tel que © < . On constate enfin que ¢ — est intégrable sur | — 1, 1[ puisqu’une de ses primitives,
Vi-e2l 1-¢2 V1-1¢2

h(t)
1-12

a savoir arcsin, admet des limites finies en —1 et 1. Par comparaison, ¢ est intégrable sur | — 1, 1].

Tout d’abord, (f, g) est bien défini pour (f,g) € E? : il suffit de poser dans la question précédente h = fg qui est bien
continue sur [—1,1].

Symétrie Evident.

Bilinéarité La bilinéarité découle de la linéarité de I’intégrale.

Positivité Evident.
1

h(t)?
Caractere défini Si h € E vérifie (h, h) = 0, alors f _h@®” dt = 0. L’intégrale sur | — 1, 1] d’une fonction continue

-1V1—1¢2
et positive sur | — 1, 1[ ne peut étre nulle que si cette fonction est nulle. On en déduit que

Vie]l-1,1[, —=— =

puis
Vte]-1,1[, h(t)=0

Mais comme h est continue sur [—1, 1], h est finalement nulle sur [—1,1].

(-, -) est donc un produit scalaire.

E Soit (n, m) € N2. Alors

(TS = fl cos(n arccos x) cos(m arccos x) dx
-1 V1-—x2

On effectue alors le changement de variable x = cos t. Comme cos est une bijection de classe C! strictement décroissante
de 10, 7t[ sur | — 1, 1[, de dérivée — sin,

(T, T,) = " cos(nt) cos(mi) Csint df = f " cos(nt) cos(mt)
n m/ — = _—
0

0 V1-—cos2t Vsin?t

car sin est positive sur | — 7, 7t[.
On procede ensuite a une linéarisation.

T
sint dt = f cos(nt) cos(mt) dt
0

(T, T, = = / (cos((m + m)t) + cos((m — n)t) dt = = / cos((m + m)t) di + ~ / cos((m — n)t) dt
2 0 2 0 2 0

On en déduit alors aisément que

n sim=n=0
(T, T,) = g sim=n+0
0 sim#n
On en déduit que la famille (T, ..., T,,) est une famille orthogonale de vecteurs non nul de E,, : c’est donc une base

orthogonale (mais pas orthonormale) de E,,.

7.a Le théoréme est le suivant :

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien réel E et x un vecteur de E, il existe
un unique vecteur y € F tel que d(x, F) = ||x — y|| (ot || - || désigne la norme euclidienne associé au produit
scalaire), a savoir le projeté orthogonal de x sur F.
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Dans le cas qui nous intéresse, E, est bien de dimension finie, d’ou ’existence et I’unicité de t,,(f). On peut préciser que
t,(f) est le projeté orthogonal de f sur E,,.

7.b Remarquons que (To/||Tyll2s --- » Tp/|| Ty ll2) est une base orthnormale de E,,. Comme t,,(f) est le projeté orthogonal de

fsur E,, on adonc
T (f, Tk>
tn(f) = Z <f ||Tk||2> Tl 2 1Tl

Comme t,(f) est le projeté orthogonal de f sur E,,, les vecteurs t,(f) et f — t,,(f) sont orthogonaux. D’apres le
théoreme de Pythagore,

112 = 1 = ta(D) + talHIE = I1f = ta(OIZ + (I3

Puisque

v AT Tk
W= 2 5 T,

et que (To/||Tollzs --- » T/ Tyull2) est une base orthonormale de E,,,

s e (TN (T
I (PIR = kZO( e ) -2

da(f.Ep) = If = ta(Plla = \/ If 13 = lta(DI3 = \}Ilfllz J;T:f
2

@ 9.a Pourtoutn € N,

Ainsi

_ Z <J|‘T;fﬁ> In(DIB < 1F = (DI + IenCHIB = 1F13
2

(f Tir)?

ITicl12

Comme pour tout k € N, > 0, la suite (S,,) est croissante et majorée par | f||3 : elle converge. Ceci signifie que la

(f T

série Z converge.
it ITill3

’ T 2
9.b Comme la série Z T converge, son terme général tend vers 0. Or pour tout n € N*,

keN ||Tk||2

<f’Tn>2 A n”2 TC<f Tn>

<f’ Tn>2 =
T3 2 | Tuli3

donc 1la suite de terme général (f, T,,)* tend vers O également. On en déduit aussi que la suite de terme général (f, T,)
' fOT(0)
-1 V1—-1¢2

converge aussi vers 0. En revenant a la définition du produit scalaire, la suite de terme général dt converge
vers 0.
10.a Pour tout ¢ € [—1,1], |A(t)| < ||hll, donc

2 = f 1 L“)Z at < hi
-1V1-— -1V1

= | RI%ITol3 = A%

donc [|hll; < V7T|h|o-

10.b Comme f est continue sur [—1, 1], d’apres le théoréme de Weierstrass, il existe une suite de fonctions polynomiales
(P,) convergeant uniformément vers f sur [—1,1]i.e. lim |f — P,|ls = O.
n—+oo

Soit € € R%. 1l existe donc N € N tel que ||f — Pyl < % Posons p = max(0,deg Py) de sorte que Py € E,. Par
T
définition de £,(f),
If = tp(Pllz = jnf 1f = Plla < If = Pl < V7llf = Bl <€
p

Or comme la suite (E,,) est croissante pour 1’inclusion, la suite de terme général d,(f, E,,) = ||f —t,.(f)|l, est décroissante.
On en déduit que

Vn 2 p, If = ta(Dllz S IIf = tp(Nll2 <€

Par définition de la limite, la suite de terme général | f — t,,(f)||, converge vers 0.
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11.a On sait que pour tout n € N,

(f, T)*
If = ta(DI3 = do(f.E)* = I3 — Z LT
I T3
Or lim |f—t,(f)], = 0donc
n—->+oo
o (f, Ti)? A2
i — =112
n—=+oo =0 || Tyl
ou encore oo
= |If13
,2) Tknz :
puis
< (> Te)
D A =Sl
i=o I Tel2

11.b Ceci signifie que (h, T,;) = 0 pour tout n € N. Ainsi

h,T
Il = Z ¢ mﬁz

donc h est nulle sur [—1,1].

12.a e 0 e Kdonc K # @.

* Par inégalité triangulaire, pour tout Q € K,

IRl = IQ = 1)+ flloo 1Q = flleo + flleo < 2/ flleo

donc K est bornée.

» Dapplicationy : Q € E,, ~ ||f — Q|| est continue (on montre classiquement que la norme || - || est 1-lipschitzienne
par inégalité triangulaire). Ainsi K est fermé comme image réciproque du fermé |—oo, || f ||« | par 1I”application continue

P.
12.b Comme E,, est de dimension finie, K est compact comme partie fermé et bornée de E,,. De plus, on a vu que K # @.
13.a Tout d’abord, comme K C E,;, d(f, E,) < do(f, K).
Soit alors P € E,,.
e Si P €K, alors
If = Pllo 2 doo (f,K)
* SiP &K,
I = Plleo > 1flleo
Or il est clair que 0 € K donc ||flleo = If — Ollee = doo(f> K). Ainsi

If = Pllo > doo (£, K)

Finalement, pour tout f € E,, ||f — Plle = do(f,K) donc d(f, E,,) = doo(f, K.
1l en résulte que do(f, E,) = do (f, K).

13.b Puisque K est compact, I’application continue Q € E,, — ||f — Q| admet un minimum sur K. Autrement dit, il
existe P € K tel que ||f — P|loo = do(f,K). Mais comme K C E,, P € E,, et la question précédente montre que

If = Plleo = deo(f, K) = deo(f, En)

1
14.a 11 suffit par exemple de poser ® = §T3.
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0.5 |

—-0.5 1

k
14.b D’apres la question en posant ¢, = coS (n_fl)’

Vk € [0,n+ 1], [Tpr(co)l = Ths1llo

et
Vk € [0,n], Tpya(crs1) = —Tulcr)
En posant x; = ¢, 1_; on a alors :
* Xy < Xy < -+ < X, par stricte décroissance de cos sur [0, T];
* Vie[0,n+1], [Tra(x)l = ITht1llo:
e Vi€ [0,n], Tpy(xiy1) = —Tu(xp).

Ainsi T, ; équioscille sur les n 4+ 2 points xg, ... , X;,11.
15.a Comme f — P équioscille sur les n + 2 points xg < X; <+ < X415
1fCe) = POl = IIf = Pllo

Mais comme f(x;) — P(x;) > 0,
) = P(x) = |If — Pl
Remarquons que
Q(xp) = P(x;) = (f (i) — P(xp) — (f(xp) — Q(xyp)
Or
JGe) = Q) < If = Qlleo < If = Plleo = f(x1) — P(x1)
donc
Q(x;) — P(x;) > 0
15.b Remarquons que pour tout i € [[0,n + 1],

|f () = POx)| = IIf = Ploo > If = Qllec 20

donc les f(x;) — P(x;) ne sont pas nuls. On a donc pour tout i € [0,n + 1], f(x;) — P(x;) > 0 ou f(x;) — P(x;) < 0.
Comme f — P équioscille sur xy < -+ < X,,41, f(X;) — P(x;) et f(x;41) — P(x;4,) sont de signes opposés.

La question précédente montre que f(x;)—P(x;) et Q(x;)—P(x;) sont de méme signe donc Q(x;)—P(x;) et Q(x;;1)—P(xi41)
sont de signes opposés (et non nuls). Comme P — Q est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires garantit que P—Q
s’annule sur |x;, X;,;[. Comme X < X; < <X,41, P— Q s’annule n + 1 fois. OrP— Q € E,, doncP—Q =0i.e. P = Q.
Ceci contredit le fait que || f — Qlleo < [|f — P|lco- Autrement dit, pour tout Q € E,,, ||f — Plleo < |If — Qllee- Or P € E,,
donc ||f — Plle = duo(f,E,) et P est un PMA d’ordre n de f.

On sait que Ty, est un polyndme de degré n+1 et de coeflicient dominant 2" donc q,, € E,,. Comme T, ; équioscille
sur n + 2 points, il en est de méme de f — q,, = 27"T,,. D aprés la question précédente, q,, est un PMA d’ordre n de f.

Il existe alors Q € E,, tel que P = f — Q. Donc
IPleo = Ilf — Qlleo = doo(f, En)
Or g, est un PMA d’ordre n de f donc
doo(f>En) = If = anllo = 127" Tps1lleo = 27" Tullo

On en déduit que
27 Trslleo < IPlloo
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18.a Notons a le coefficient dominant de f. Alors f/a est un polyndme unitaire de degré n + 1. D’apres la question
qn = fla—27"T,,; estun PMA d’ordre n de f/a. Autrement dit

VQ € Eyp, |If/a—qule =< f/a - Qllw

Par homogénéité de la norme,
VQ € Ep |If —aqule < 1f = aQl

Or I’application Q — aQ est une permutation de E,, donc

VQ € By, |If —agnlle < IIf = Qllw
Ainsi aq, = f —27"aT,,4; € E, estun PMA d’ordre n de f.
18.b D’apres la question précédente, un PMA d’ordre 2 de f est f — 5 - 272T;, ¢’est-a-dire le polyndme

23

3 —_3—_5. 3 =X -
5X3 42X —3—5- = (4X® - 3X) 7 X3

N
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