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DEVOIR A LA MAISON N°15

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

"+cy =
Le probleme de Cauchy {y y=/
y(0)=0

et vérifiant @(f)(0) = 0. Remarquons qu’en posant Pp(x) = @(f)(x)e* pour x € I, P est également de classe C* sur I et

Vx € L '(x) = e (e(f)'(x) + co(f)(x)) = e f(x)

De plus, P(0) = 0. Ainsi P est ’'unique primitive de x — e“* f(x) s’annulant en 0. D’apres le théoréme fondamental de
I’analyse :

admet une unique solution d’oli 1’ unicité de la solution @(f) de classe C! sur I

Vx €1, P(x) = f et (1) dt
0
puis

Vx €L, o(f)(x) = e ¢ fx et f(t) dt

0

Soient (f,g) € C°(I)% et (A, u) € R2. Alors
Vx €L gQf + pg)(x) = e f et (Af + ) (1) dt
0
= eex f et (LF(0) + ng(D)) dt
0

X X
= Ae‘cxf et (1) dt + Me_cx/ elg(t) dt
0 0

= 2p(f)(x) + puep(g)(x)
= (Ae(f) + ne(g) (x)

Ainsi @(Af + ug) = Ao(f) + uep(g) et ¢ est bien linéaire sur CO(I).

Soit f € €%([a, b]). En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions |f| et 1 pour le produit scalaire
(h, k) — fhk, on obtient :

I
b b b
||f||1=/ If @l dts\}f f@? dt\!_/ dt = Vb —a|fl>

b b
||f||§=f f@? dtS/ IfI% dt = (b — @)l fI%

De plus,

donc

Ifl2 <Vb—alfle

On peut donc poser M; = Vb—aetM, =b—a.
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[4] Soit f € €([a, b]).

x b b ob _ oca ec(b—a)-1
vrel ol = e | [ et af see [ e ar el [ e = e S e = Sl
0 a a

ec(b—a)—l
Par conséquent. (/) < Mollf s avee Mo = S —
Soit f € €°([a, b]).

X b b
Vx e, [p(f)()] = e f f(0) di] < e f EF(0)] dr < e f e|f(0)] dt = G- £,
0 a a

11 suffit donc de poser A = e~

En intégrant que [a, b], on obtient
le(Hll < ADb - a)llfl;
11 suffit donc de poser C = A(b — a).

E D’apres les questions précédentes, il suffit de poser B = AM;.
Alors

Vx € L o(f)(x)? < B2|f]2

En intégrant sur [a, b], on obtient,
b
f o dx < (b— B fI3
a

c’est-a-dire

le(Nll2 < BVD —alfl.
11 suffit donc de poser K = BV b — a.

Par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, les questions précédentes assurent que 1’endomor-
phisme ¢ est continu pour chacune des normes || - ||, || - [l1 €t || - [l

Pour tout x € 1,

x X e—Ax —eCx '
P(f)(x) = e™ f et (1) dr = e=X f et g =) T seFd
0 0 xe—cx sic= )L

a

@ D’apres le cours, pour tout a > 0, x — e~%* est intégrable sur R, . Notamment, f; est intégrable sur R, . De méme,

si ¢ # A, o(fy) est intégrable sur R, comme combinaison linéaire de fonctions intégrables sur R . Enfin, x — xe™* est
1
continue sur R, etxe™ = o (;) donc f, est aussi intégrable sur R, .
X—=>+00 oo 1 1
De maniere générale, pour a > 0, f e ™ dx = 7 Notamment, comme f est positive sur R, || fill = 3 Remarquons
0

que, si A # ¢, @(fy) est encore positive (numérateur et dénominateur de méme signe). On en déduit que

_A=1/c 1
leCfll = Y—x " e

Enfin, f est encore positive sur R et, par intégration par parties,

— 1 1 1

cP( c) 1= xe~* dx = —= [xe~*|™® + = e~ dx
0 =2
0 ¢ ¢ Jo c

1
On a donc |le(f)lh = T de maniére générale.

M

Les mémes arguments permettent de prouver que ff et @(f;)? sont intégrables sur R, .

On trouve également comme a la question précédente que || fi |, = L et que, lorsque A # c,
V24
1 1 1 2 1
2 _ - (= _—— =
leGlz = (c—2A)2 (2k + 2c A+ c) 2cMA +¢)
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1
donc ||¢(f)|l; = ————. Par double intégration par parties, on obtient
2cA(A +¢)
+00 1 + 1 +00 1 + 1 +00 1

2 _ 2,—-2cx = [y2p,=2ex]T®, & —2cx - __— —2cx]T®, _* —2cx -

le(foll3 = /0- x%e dx = > [x2e ]0 +20/0 2xe dx 507 [xe ]0 +55 ](: e dx s
1
de sorte que ||o(f)ll, = . On adonc ||o(f)ll, = ————— de maniere générale.
2\/5 2cA(A + ¢)

Soit f € LX(1).

Vx €L |p(f)x)] = e~

f ’ e St f(t) dt
0

En intégrant sur R, on obtient que ¢(f) € L}(I) et

< e‘cxf e~ |f(t)] dt < e_cxf If(O] dt = e~ 1
0

0

IeCHIh < 21l

Par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, ¢ est un endomorphisme continu de L*(T).

1
De plus, [||lo]ll < s Par ailleurs, pour tout A > 0,

leCfol _ 1

1Al c

llleelll >

1

done el =

Fixons X > 0. Par définition de ¢, f = g’ + cg puis g'g + cg®> = fg en intégrant sur le segment [0, X], on obtient

X X X
"(Hg(t) dt + (t)? dt = (Hg(t) dt
f g'()g c f g fo f(Hg

0 0

1
On remarque que 5 g% est la primitive de gg’ nulle en 0 donc

g L arae [
> +c£ g(t) dt—/O- f(Hg(t) dt

Comme g(X)? > 0,
X X
c / g(t)? dr < f f)g(t) dt
0 0

puis, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

X X X
c / g(t)? dt < \j f f()? dt\j / g(t)? dt
0 0 0
X | X
Si f g(t)? dt # 0, on obtient en divisant par f g(t)? dt :
0 0
X X
C\j/ g(t)? dt < \]f f()2 dt
0 0

X
Mais cette inégalité est encore évidemment valide si f g(t)? dt = 0. A fortiori, comme f? est positive,
0

X +o0
\ [ seras i\ [ sz ac= G
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’ X

1
Mais comme g2 est positive, la fonction X f g(t)? dt est croissante. De plus, elle est majorée par P [l fll, donc elle
0

+o0
admet une limite en +o0. Ceci signifie que / g(t)? dt converge i.e. g = @(f) € I2(I). De plus, |o(f)], < %||f||2.
0

Ainsi ¢ est un endomorphisme continu de I?(I) par caractérisation de la continuité des applications linéaires.

1
On peut ajouter que |||¢]|| < = Mais pour tout A > 0,

Al e+ c+o
1 1
Passant a la limite lorsque A tend vers 0%, on obtient |||o]]| > = Finalement, |||¢||| = =

1
13.a Soit (f,g) € H(I). On sait que |fg| < E(f2 + g2). Or f? et g% sont intégrables sur I donc fg I’est également.
Pour la méme raison, f’g’ est intégrable sur I.

13.b L application ¢ est clairement symétrique. La bilinéarité de ¢ provient de la linéarité de 1’intégrale et de la dérivation.

Enfin, si f vérifie ¢(f, f) = 0, alors ffz + f(f’)2 = 0. Comme il s’agit d’'une somme de deux termes positifs, ffz =
I 1 1

/ (f")? = 0. Notamment, || f|, = 0 donc f = 0. On a bien vérifié que ¢ était un produit scalaire.
I

13.c | - ||z est tout simplement la norme euclidienne associée au produit scalaire ¢.

14.a Soit f € I?(I). On a supposé que ¢ était un endomorphisme de I2(I) donc @(f) € I*(I). Par conséquent

e(f) = f —co(f) € B(D).
Ainsi o(f) € I2(I) et o(f)’ € I2(I) donc @(f) € H(I). De plus, ¢(f)(0) = 0 par définition donc ¢(f) € K.
Enfin, remarquons que

Vg € H(D), liglii; = llgl3 + Ig'l12

On a supposé que @ était continu pour la norme || - ||,. On peut donc poser N = |||®|||. D’apres la remarque précédente,

le(HIF: = leWHIIZ + le(f)'113
Tout d’abord, ||¢(f)]l2 < N||f]l,- De plus, on rappelle que @(f)" + co(f) = f de sorte que, par inégalité triangulaire,

ez = If = co(Pllz < If 12 + clle(Hll2 < A+ NolIf 2

Finalement,
le(HlIF < (N* + (1 + N fI5

En posant A = 4/N2 + (1 + Nc)?2, on a bien le résultat voulu.

14.b On a vérifié a la question précédente que ¢ était bien une application linéaire de I?(I) dans K.

Soit f € Kero. Alors ¢(f) = 0 puis f = @(f)" + ce(f) = 0. Ainsi Ker ¢ = {0} et ¢ est injective.

Soit g € K. Posons f = g’ + cg. Puisque g et g’ appartiennent a I?(I), f également. De plus, g est solution de I’équation
différentielle y’ + ¢y = 0 et vérifie la condition initiale g(0) = 0. Par unicité de la solution a un probléme de Cauchy,
g = ¢o(f) et @ est surjective.

On peut donc conclure que ¢ est un isomorphisme de I?(I) dans K.

14.c 11 suffit d’utiliser la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.

14.d Soit g € K. Posons f = ¢~1(g). Alors g = @(f) de sorte que f = g’ + cg. Par inégalité triangulaire,

I£12 = 118" + cgllz < lIg'll> + cligll2

Mais comme [ig|lF; = lIgllZ + lg’[13. on a clairement |ig]|, < l|glls et lg'll> < llglle- Ainsi

le™' @2 = Ifl2 < A+ O)lglu

A nouveau, ¢! est continue par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.
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