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Problème 1
1 1.a Supposons que A et B soient les matrices du même endomorphisme 𝑢 de E dans des bases orthonormales respec-

tives ℬ et ℬ′. En notant P la matrice de passage de ℬ vers ℬ′, B = P−1AP. Comme ℬ et ℬ′ sont des bases orthonormales,
P est orthogonale. Ainsi A et B sont orthogonalement semblables.
1.b Commeℬ est une base orthonormale de E, la matrice de 𝑢∗ dans la baseℬ est A⊤. Comme l’application 𝑢 ∈ ℒ(E) ↦
matℬ(𝑢) ∈ ℳ𝑛(ℝ) est un isomorphisme de ℝ-algèbres,

𝑢 ∈ 𝒫(E) ⟺ 𝑢∗ ∈ ℝ[𝑢] ⟺ A⊤ ∈ ℝ[A] ⟺ A ∈ 𝒫𝑛

et
𝑢 ∈ 𝒩(E) ⟺ 𝑢∗ ∘ 𝑢 = 𝑢 ∘ 𝑢∗ ⟺ A⊤A = AA⊤ ⟺ A∈ 𝒩𝑛

1.c On sait que ℝ[𝑢] et ℝ[A] sont des algèbres commutatives donc 𝒫(E) ⊂ 𝒩(E) et 𝒫𝑛 ⊂ 𝒩𝑛.

2 2.a Si 𝑢 ∈ 𝒮(E), alors 𝑢∗ = 𝑢 ∈ ℝ[𝑢] donc 𝑢 ∈ 𝒫(E). De même, si 𝑢 ∈ 𝒜(E), alors 𝑢∗ = −𝑢 ∈ ℝ[𝑢] donc
𝑢 ∈ 𝒫(E).
2.b SoitA ∈ 𝒫𝑛 triangulaire supérieure. Alors il existeP ∈ ℝ[X] tel queA⊤ = P(A). Les matrices triangulaires supérieures
forment une sous-algèbre de ℳ𝑛(ℝ) donc P(A) est également triangulaire supérieure. Or A⊤ est triangulaire inférieure.
On en déduit que A⊤ est diagonale et donc A également. Réciproquement, si A est une matrice diagonale, alors A est
triangulaire supérieure et A⊤ = A ∈ ℝ[A] i.e. A ∈ 𝒫𝑛. Les matrices triangulaires supérieures de 𝒫𝑛 sont donc exactement
les matrices diagonales.
Si 𝑛 ≥ 2, il existe dans ℳ𝑛(ℝ) des matrices triangulaires supérieures non diagonales et donc 𝒫𝑛 ⊊ ℳ𝑛(ℝ). On en déduit
que 𝒫(E) ⊊ ℒ(E).
2.c On applique le procédé de Gram-Schmidt à la base ℬ = (𝑒1,… , 𝑒𝑛). Il existe donc une base orthonormale ℬ′ =
(𝑓1,… , 𝑓𝑛) telle que pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑓𝑖 ∈ vect(𝑒1,… , 𝑒𝑖). On en déduit que la matrice de passage P de la base ℬ vers
la base ℬ′, à savoir la matrice de la famille ℬ′ dans la base ℬ, est triangulaire supérieure. La matrice de passage de la base
ℬ′ vers la base ℬ, à savoir P−1 est également triangulaire supérieure.
Notons A = matℬ(𝑢). Alors la matrice de 𝑢 dans la base ℬ′ est P−1AP qui est triangulaire supérieure en tant que produit
de telles matrices.
Soit 𝑢 ∈ 𝒫(E) trigonalisable. D’après ce qui précède, il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice A
de 𝑢 est triangulaire supérieure. Comme 𝑢 ∈ 𝒫(E), A ∈ 𝒫𝑛. D’après la question précédente, A est en fait diagonale et a
fortiori symétrique. Ainsi 𝑢 est autoadjoint. Réciproquement, si 𝑢 est autoadjoint, alors 𝑢 ∈ 𝒫(E) d’après la question 2.a.
Les éléments trigonalisables de 𝒫(E) sont les endomorphismes autoadjoints.
2.d Soit 𝑢 ∈ GL(E). Alors χᵆ(𝑢) = 0. De plus, χᵆ(0) = det(−𝑢) ≠ 0. Il existe alors α ∈ ℝ∗ et Q ∈ ℝ[X] tel que
χᵆ = α + XQ. Comme χᵆ annule 𝑢, α IdE+𝑢 ∘ Q(𝑢) = 0 puis 𝑢−1 = −1αQ(𝑢) ∈ ℝ[𝑢].
Si 𝑢 ∈ 𝒪(E), alors 𝑢 ∈ GL(E) et 𝑢∗ = 𝑢−1 ∈ ℝ[𝑢] de sorte que 𝑢 ∈ 𝒫(E).

3 3.a Soit A ∈ 𝒫𝑛.
Existence. Par définition, il existe P ∈ ℝ[X] tel queA⊤ = P(A). On écrit la division euclidienne de P par πA : P = QπA+R
avec degR < degπA. On a alors A⊤ = P(A) = Q(A)πA(A) + R(A) = R(A).
Unicité. Soient P1 et P2 deux polynômes tels que A⊤ = P1(A) = P2(A), degP1 < degπA et degP2 < degπA. Alors P1 − P2
annule A de sorte que πA divise P1 − P2. Or deg(P1 − P2) < degπA donc P1 − P2 = 0 i.e. P1 = P2.
De la même manière, pour tout 𝑢 ∈ 𝒫(E), il existe un unique Pᴂ ∈ ℝ[X] tel que deg Pᴂ < degπᵆ et Pᴂ (𝑢) = 𝑢∗.
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3.b Soit A ∈ 𝒫𝑛 telle que PA est un polynôme constant. Il existe alors α ∈ ℝ tel que PA = α. Ainsi A⊤ = PA(A) = αI𝑛.
Réciproquement, s’il existe α ∈ ℝ tel que A = αI𝑛, alors en posant P = α on a bien P(A) = αI𝑛 = A⊤ et degP ≤ 0 < 1 ≤
degπA. Ainsi PA = P = α est un polynôme constant.
L’ensemble des matrices A de 𝒫𝑛 telles que PA est un polynôme constant est vect(I𝑛).
3.c Soit A ∈ 𝒫𝑛 telle que degPA = 1. Posons alors PA = αX+ β avec (α, β) ∈ ℝ∗ ×ℝ. On sait qu’il existe A1 symétrique
et A2 antisymétrique telles que A = A1 + A2. Alors

A1 − A2 = A⊤ = PA(A) = αA + βI𝑛 = αA1 + αA2 + βI𝑛

En transposant, on obtient
A1 + A2 = αA1 − αA2 + βI𝑛

En additionnant et en soustrayant ces deux égalités, on obtient

A1 = αA1 + βI𝑛 A2 = −αA2

On a notamment A2 = 0 ou α = −1. Si A2 = 0, alors A est symétrique mais non scalaire d’après la question précédente

(sinon degPA ≤ 0). Si α = −1, alors A1 =
β
2I𝑛 + A2 avec A2 non nulle (toujours d’après la question précédente).

Réciproquement, si A est symétrique non scalaire, alors on constate que A⊤ = A = P(A) avec P = X. Comme A est
non scalaire, degπA > 1 = degX et donc PA = X par unicité de PA et degPA = 1. De même, si A = 𝑘I𝑛 + M avec M
antisymétrique non nulle, alors A⊤ = 𝑘I𝑛 −M = P(A) avec P = −X+ 2𝑘. Comme M n’est pas nulle, A n’est pas scalaire
de sorte que degπA > 1 = degP. Par unicité de PA, PA = −X + 2𝑘 et degPA = 1.
En conclusion, les matrices A de 𝒫𝑛 telles que degPA = 1 sont les matrices symétriques non scalaires et les matrices de la
forme 𝑘I𝑛 +M avec M antisymétrique non nulle.
3.d Si A et B sont orthogonalement semblables, alors il existe Q ∈ 𝒪𝑛 telle que B = Q−1AQ = Q⊤AQ. Supposons que
A ∈ 𝒫𝑛. Alors

PA(B) = PA(Q−1AQ) = Q−1PA(A)Q = Q⊤A⊤A = B⊤

Donc B ∈ 𝒫𝑛. De plus, A et B sont semblables donc πA = πB de sorte que degPA < degπA = degπB. Ainsi PB = PA par
unicité de PB.

4 Soit A ∈ 𝒫2. Comme degπA ≤ 2, degPA ≤ 1. D’après les questions précédentes, A est symétrique ou de la forme

𝑎I2 +M avec M antisymétrique i.e. de la forme (
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

).

Réciproquement, si A ∈ 𝒮2 alors A ∈ 𝒫2 et si A = (
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

), alors A⊤ = P(A) avec P = 𝑎 si 𝑏 = 0 ou P = −X + 2𝑎 si

𝑏 ≠ 0 donc A ∈ 𝒫2.
Ainsi

𝒫2 = 𝒮2 ∪ vect (I2, J2)

avec J2 = (
0 −1
1 0

).

5 5.a D’après le théorème de Bézout, il existe (U, V) ∈ ℝ[X]2 tel que UπA1 + VπA2 = 1. On en déduit que

(PA1 − PA2)UπA1 + (PA1 − PA2)VπA2 = (PA1 − PA2)

ou encore
PA1 − (PA1 − PA2)UπA1 = PA2 + (PA1 − PA2)VπA2

Une récurrence évidente montre que

∀𝑚 ∈ ℕ, A𝑚 = (
A𝑚1 0
0 A𝑚2

)

On en déduit que

P(A) = (
P(A1) 0
0 P(A2)

)

Comme πA1 annule A1, P(A1) = PA1(A1) = A⊤1 . Mais on a également P = PA2 + (PA1 − PA2)VπA2 et πA2 annule A2 donc
P(A2) = A⊤2 . On en déduit que P(A) = A⊤. Autrement dit, A ∈ 𝒫𝑛1+𝑛2.

http://lgarcin.github.io 2

http://lgarcin.github.io


© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

5.b Pour tout Q ∈ ℝ[X], Q(A) = 0 ⟺ (Q(A1) = 0 et Q(A2) = 0). En termes d’idéaux annulateurs,

πA𝕂[X] = πA1𝕂[X] ∩ πA2𝕂[X] = (πA1 ∨πA2)𝕂[X]

On en déduit que πA = πA1 ∨πA2 = πA1πA2 car πA1 ∧πA2 = 1.
D’après la question 3.a, PA est le reste de la division euclidienne de P par πA = πA1πA2.

6 Remarquons que A = (
I2 0
J2 0

). D’après la question 4, I2 et J2 appartient à 𝒮2. De plus, PI2 = 1 et PJ2 = −X de sorte

que PI2 ∧PJ2 = 1. D’après la question 5.a, A ∈ 𝒫4.

On détermine sans peine πI2 = X−1 et πJ2 = X2+1. Avec les notations précédentes, on peut donc prendreU = −12(X+1)

et V = 1
2 . On en déduit que

P = PI2 − (PI2 − PJ2)UπI2 = 1 + 1
2(X + 1)2(X − 1) = 1

2(X
3 + X2 − X + 1)

Or πA = πI2ΠJ2 = X3 − X2 + X − 1 donc

P = 1
2πA + X2 − X + 1

de sorte que PA = X2 − X + 1.
Remarque. On peut vérifier à l’aide d’un calcul par blocs que

PA(A) = (
PA(I2) 0
0 PA(J2)

) = (
I2 0
0 −J2

) = A⊤

7 Soit 𝑢 ∈ 𝒩(E). Comme 𝑢 et 𝑢∗ commutent, il en est de même de P(𝑢) et P(𝑢∗). On prouve aisément que P(𝑢∗) = P(𝑢)∗
donc P(𝑢) ∈ 𝒩(E).

8 Par définition de l’adjoint

‖𝑢(𝑥)‖2 = ⟨𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑥, 𝑢∗ ∘ 𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑥, 𝑢 ∘ 𝑢∗(𝑥)⟩ = ⟨𝑢∗(𝑥), 𝑢∗(𝑥)⟩ = ‖𝑢∗(𝑥)‖2

9 9.a Si A est la matrice de 𝑓 dans une base orthonormale, A⊤ est la matrice de 𝑓∗ dans cette même base. Ainsi

det(𝑓) = det(A) = det(A⊤) = det(𝑓∗) = det(−𝑓) = (−1)𝑚 det(𝑓)

Comme 𝑓 est inversible, det(𝑓) ≠ 0 de sorte que (−1)𝑚 = 1 i.e. 𝑚 est pair.
9.b Par propriété de l’adjonction,

(𝑓2)∗ = (𝑓∗)2 = (−𝑓)2 = 𝑓2

Ainsi 𝑓2 est autoadjoint et a fortiori diagonalisable. Comme 𝑚 > 0, 𝑓2 admet donc au moins une valeur propre et donc un
vecteur propre 𝑥0. Quitte à diviser 𝑥0 par sa norme, on peut supposer 𝑥0 unitaire.
Notamment, 𝑓2(𝑥0) ∈ vect(𝑥0). On en déduit que

𝑓(Π) = vect(𝑓(𝑥0), 𝑓2(𝑥0)) ⊂ vect(𝑓(𝑥0), 𝑥0) = Π

donc Π est stable par 𝑓.
Remarquons que 𝑓(𝑥0) ≠ 0 car 𝑓 est injective et 𝑥0 ≠ 0. De plus, comme 𝑓∗ = −𝑓,

⟨𝑓(𝑥0), 𝑥0⟩ = ⟨𝑥0, 𝑓∗(𝑥0)⟩ = −⟨𝑥0, 𝑓(𝑥0)⟩

donc ⟨𝑓(𝑥0), 𝑥0⟩ = 0. Ainsi 𝑓(𝑥0) ⟂ 𝑥0. A fortiori, (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) est libre et Π est bien un plan.
Comme 𝑓 est anti-autoadjoint, 𝑓|Π l’est également et la matrice de 𝑓|Π dans une base orthonormale deΠ est antisymétrique.

Cette matrice est donc de la forme (
0 −𝑏
𝑏 0

).

9.c Il suffit de raisonner par récurrence. Dans le cas où 𝑚 = 2, le résultat est clair puisque la matrice de 𝑓 dans une base
orthonormale est antisymétrique. Supposons le résultat acquis lorsque 𝑚 = 2𝑘 avec 𝑘 ∈ ℕ∗. Supposons que 𝑚 = 2(𝑘+1)

avec 𝑘 ∈ ℕ∗. On construit comme précédemment un plan Π. La matrice de 𝑓|Π est alors de la forme (
0 −𝑏
𝑏 0

). On sait de

plus que Π⟂ est stable par 𝑓∗ = −𝑓 et donc par 𝑓. Comme dimΠ⟂ = 2𝑘, la matrice de 𝑓|Π⟂ dans une base orthonormale
adéquate est de la forme voulue par hypothèse de récurrence. En concaténant les bases de Π et Π⟂, on obtient une base de
ℝ𝑚 dans laquelle la matrice de 𝑓 est de la forme voulue.
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10 10.a Comme E1 est stable par 𝑢, E2 = E⟂1 est stable par 𝑢∗. De même, E1 est stable par 𝑢∗ donc E2 = E⟂1 est stable
par (𝑢∗)∗ = 𝑢.
10.b Pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ E2,

⟨𝑢(𝑥), 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑢∗(𝑦)⟩

A fortiori, pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ E21,

⟨𝑢|E1(𝑥), 𝑦⟩ = ⟨𝑢(𝑥), 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑢∗(𝑦)⟩⟨𝑥, (𝑢∗)|E1(𝑦)⟩

On en déduit que (𝑢|E1)
∗ = 𝑢∗|E1.

10.c D’après la question précédente, si 𝑢 ∈ 𝒩(E), alors

(𝑢|E1)
∗ ∘ 𝑢|E1 = (𝑢∗)|E1 ∘ 𝑢|E1 = (𝑢∗ ∘ 𝑢)|E1 = (𝑢 ∘ 𝑢∗)|E1 = 𝑢|E1 ∘ (𝑢

∗)|E1 = 𝑢|E1 ∘ (𝑢|E1)
∗

donc 𝑢|E1 ∈ 𝒩(E1). De la même manière, 𝑢|E2 ∈ 𝒩(E2).

11 Comme 𝑢 et 𝑢∗ commutent, 𝑢 − λ IdE et (𝑢 − λ IdE)∗ = 𝑢∗ − λ IdE commutent également. On en déduit que
𝑢 − λ IdE ∈ 𝒩(E). D’après la question 8,

‖𝑢(𝑥) − λ𝑥‖2 = ‖(𝑢 − λ IdE)(𝑥)‖2 = ‖(𝑢 − λ IdE)∗(𝑥)‖2 = ‖(𝑢∗ − λ IdE)(𝑥)‖2 = ‖𝑢∗(𝑥) − λ𝑥‖2

Ainsi 𝑢(𝑥) − λ𝑥 = 0 ⟺ 𝑢∗(𝑥) − λ𝑥 = 0. Par conséquent, Ker(𝑢 − λ IdE) = Ker(𝑢∗ − λ IdE). On en déduit que 𝑢 et 𝑢∗
ont les mêmes sous-espaces propres.
On sait que les sous-espaces propres de 𝑢 sont en somme directe. De plus, si λ et μ sont deux valeurs propres distinctes de
𝑢, alors, pour (𝑥, 𝑦) ∈ Eλ(𝑢) × Eμ(𝑢),

λ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑢(𝑥), 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑢∗(𝑦)⟩ = μ⟨𝑥, 𝑦⟩

car Eμ(𝑢) = Eμ(𝑢∗). Comme λ ≠ μ, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0. Par conséquent Eλ(𝑢) ⟂ Eμ(𝑢).
Pour tout λ ∈ Sp(𝑢) = Sp(𝑢∗), Eλ(𝑢) = Eλ(𝑢∗) est stable par 𝑢 et 𝑢∗. On en déduit que ⨁

λ∈Sp(ᵆ)
Eλ(𝑢) est stable par 𝑢 et

𝑢∗. Ainsi F = ( ⨁
λ∈Sp(ᵆ)

Eλ(𝑢))
⟂

est stable par les adjoints respectifs de 𝑢 et 𝑢∗, c’est-à-dire 𝑢∗ et 𝑢.

On remarque alors que 𝑢|F n’admet pas de valeur propre car ⨁
λ∈Sp(ᵆ)

Eλ(𝑢) et F sont en somme directe. Notamment, χᵆ|F

est de degré pair (un polynôme réel de degré impair admet toujours une racine réelle en vertu du théorème des valeurs
intermédiaires ; considérer les limites en +∞ et −∞). Donc dimF = deg χᵆ|F est paire.

12 12.a 𝑠 est clairement auto-adjoint donc diagonalisable. A fortiori, χ𝑠 est scindé.
12.b Comme 𝑣 et 𝑣∗ commutent, on vérifie sans peine que 𝑠 et 𝑎 commutent de même que 𝑠 et 𝑣.
Comme 𝑠 est diagonalisable, ses sous-espaces propres F est la somme directe orthogonale de ses sous-espaces propres
Eλ𝑖(𝑠) pour 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑘⟧. De plus, dimEλ𝑖(𝑠) = 𝑛𝑖 pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑘⟧.
Fixons 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑘⟧. Eλ𝑖(𝑠) est stable par 𝑠 et 𝑠|Eλ𝑖(𝑠) = λ𝑖 IdEλ𝑖(𝑠). Comme 𝑎 commute avec 𝑠, Eλ𝑖(𝑠) est stable par 𝑎. De
plus, 𝑎 est anti-autoadjoint donc 𝑎|Eλ𝑖(𝑠) également en vertu de la question 10.a. La matrice de 𝑎|Eλ𝑖(𝑠) dans une base
orthonormale ℬ𝑖 de Eλ𝑖(𝑠) est donc une matrice antisymétrique A𝑖. Enfin, 𝑠 et 𝑣 commutent donc Eλ𝑖(𝑠) est également
stable par 𝑣 et 𝑣|Eλ𝑖(𝑠) = 𝑠|Eλ𝑖(𝑠) + 𝑎|Eλ𝑖(𝑠). On en déduit que la matrice de 𝑣|Eλ𝑖(𝑠) dans la base ℬ𝑖 est M𝑖 = λ𝑖I𝑛𝑖 + A𝑖.
La concaténation ℬ′ des bases ℬ1,… ,ℬ𝑘 forme une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de 𝑣 est de la forme
voulue.
12.c Avec les notations de la question précédente, il s’agit donc de montrer que 𝑎|Eλ𝑖(𝑠) est inversible. Soit donc 𝑥 ∈
Ker 𝑎|Eλ𝑖(𝑠). Alors 𝑥 ∈ Eλ𝑖(𝑠) i.e. 𝑠(𝑥) = λ𝑖𝑥 et 𝑎(𝑥) = 0. On en déduit que 𝑣(𝑥) = 𝑠(𝑥) + 𝑎(𝑥) = λ𝑖𝑥. Mais comme 𝑣
n’admet pas de valeur propre réelle, 𝑥 = 0E. On a donc montré que Ker 𝑎|Eλ𝑖(𝑠) = {0} i.e. A𝑖 est inversible.

13 Notons S = ⨁
λ∈Sp(ᵆ)

Eλ(𝑢). S est stable par 𝑢 et les sous-espaces propres de 𝑢 sont orthogonaux deux à deux donc

il existe une base orthonormale de S adpatée à cette décomposition en somme directe. La matrice de 𝑢|S dans cette base
orthonormale est une matrice diagonale D.
De plus, 𝑢|F ∈ 𝒩(F) donc la question précédente montre qu’il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice
de 𝑢|F est diagonale par blocs de la forme M𝑗 = λ𝑗I𝑛𝑗 + A𝑗 où A𝑘 est antisymétrique. De plus, F ∩ S = {0} donc 𝑢|F
n’admet aucune valeur propre réelle et les matrices A𝑖 sont donc inversibles. D’après la question 9, chaque matrice A𝑗
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est orthogonalement semblable à une matrice diagonale par blocs de la forme (
0 −𝑏𝑖
𝑏𝑖 0

) où 𝑛𝑖 ≠ 0. En en déduit que

chaque matrice M𝑗 = λ𝑗I𝑛𝑗 +A𝑗 est orthogonalement semblable à une matrice diagonale par blocs de la forme (
λ𝑗 −𝑏𝑖
𝑏𝑖 λ𝑗

).

Autrement dit, il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de 𝑢|F est diagonale par blocs de la forme

(
𝑎𝑖 −𝑏𝑖
𝑏𝑖 𝑎𝑖

) avec 𝑏𝑖 ≠ 0. Comme E est la somme directe orthogonale de S et F, il existe une base orthonormale de E dans

laquelle la matrice de 𝑢 est de la forme voulue.

14 Les matrices de 𝒩𝑛 sont des matrices orthogonalement semblables à une matrice de la forme de la question précé-
dente. La réciproque ne pose pas de problème (elles commutent clairement avec leurs transposées).

15 Si 𝑢 ∈ 𝒪(E), un calcul par blocs montre que D et les τ𝑖 sont des matrices orthogonales. On en déduit que les

coefficients diagonaux de D valent ±1 et que les blocs τ𝑖 sont de la forme (
cos θ𝑖 − sin θ𝑖
sin θ𝑖 cos θ𝑖

).

16 16.a Il est clair que P(M) est la matrice diagonale diagonale par blocs ayant pour blocs P(M1),… , P(M𝑘) et que Δ⊤

est la matrice diagonale diagonale par blocs ayant pour blocs M⊤
1 ,… ,M⊤

𝑘 . On en déduit la condition demandée.
16.b On a déjà vu que PA = −X + 2𝑎. On trouve χA = (X − 𝑎)2 + 𝑏2. Comme 𝑏 ≠ 0, A n’est pas scalaire de sorte que
degπA > 1. Comme πA divise χA, πA = χA.
Soit P ∈ ℝ[X]. On a alors les équivalences suivantes :

P(A) = A⊤

⟺P(A) = PA(A)
⟺ (P − PA)(A) = 0
⟺ πA = (X − (𝑎 + 𝑖𝑏))(X − (𝑎 − 𝑖𝑏)) ∣ P − PA
⟺(P− PA)(𝑎 + 𝑖𝑏) = 0 et (P − PA)(𝑎 − 𝑖𝑏) = 0 car 𝑎 − 𝑖𝑏 ≠ 𝑎 + 𝑖𝑏
⟺ P(𝑎 + 𝑖𝑏) = PA(𝑎 + 𝑖𝑏) = 𝑎 − 𝑖𝑏 et P(𝑎 − 𝑖𝑏) = PA(𝑎 − 𝑖𝑏) = 𝑎 + 𝑖𝑏 car PA = −X + 2𝑎

16.c Tout d’abord,

P(A) = A⊤ ⟺ P(B) = B⊤ ⟺ P(D) = D⊤ et ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , P(τ𝑘) = τ⊤𝑘

Or les valeurs propres réelles de A sont exactement les coefficients diagonaux de D donc

P(D) = D⊤ ⟺ ∀λ ∈ Spℝ(A), P(λ) = λ

Les valeurs propres complexes de A sont les valeurs propres complexes des matrices τ𝑘, c’est-à-dire les 𝑎𝑘 ± 𝑖𝑏𝑘. La
question précédente montre alors que

∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , P(τ𝑘) = τ⊤𝑘 ⟺ ∀𝑧 ∈ Spℂ(A) ∖ Spℝ(A), P(𝑧) = 𝑧

16.d Il suffit de prendre le polynôme interpolateur de Lagrange P vérifiant les conditions de la question précédente. C’est
l’unique polynôme de degré 𝑛 vérifiant ces 𝑛 conditions. Remarqons alors que le polynôme P vérifie les mêmes conditions
et que degP = degP. Ainsi P = P et P ∈ ℝ[X]. On en déduit que 𝒩𝑛 ⊂ 𝒫𝑛. On a déjà vu que 𝒫𝑛 ⊂ 𝒩𝑛 donc 𝒩𝑛 = 𝒫𝑛.
16.e Comme P est un polynôme de degé minimal vérifiant P(A) = A⊤, P = PA.
En reprenant la matrice A de la question 6, on a Sp(A) = {1, 𝑖, −𝑖}. On en déduit que PA est le polynôme interpolateur de
Lagrange, vérifiant PA(1) = 1, PA(𝑖) = −𝑖 et PA(−𝑖) = 𝑖. On a donc

PA = 1 ⋅ (X − 𝑖)(X + 𝑖)
(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)

− 𝑖 ⋅ (X − 1)(X + 𝑖)
(𝑖 − 1)(𝑖 + 𝑖)

+ 𝑖 ⋅ (X − 1)(X − 𝑖)
(−𝑖 − 1)(−𝑖 − 𝑖)

= X2 − X + 1

17 17.a On a J ∈ 𝒪𝑛 ⊂ 𝒩𝑛 = 𝒫𝑛 ou encore J𝑛−1 = J⊤ donc J ∈ 𝒫𝑛 = 𝒩𝑛. En posant P =
𝑛−1
∑
𝑖=0

α𝑖X𝑖, C(α0,… , α𝑛−1) =

P(J) ∈ 𝒩𝑛 = 𝒫𝑛 d’après la question 7.
17.b On a classiquement πJ = X𝑛−1. D’une part,

PA ∘ P(J) = PA(A) = A⊤
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D’autre part,

Q(J) = α0I𝑛 +
𝑛−1
∑
𝑖=1

α𝑖J𝑛−𝑖 = α0I𝑛 +
𝑛−1
∑
𝑖=1

α𝑖(J𝑖)⊤ = P(J)⊤ = A⊤

Ainsi (PA ∘ P − Q)(J) = 0 et πJ divise PA ∘ P − Q. Comme degQ ≤ 𝑛 − 1 < 𝑛 = degπJ, Q est le reste de la division
euclidienne de PA ∘ P par πJ.

On cherche PA =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘X𝑘. On calcule PA ∘ P que l’on réduit modulo X𝑛 − 1 : il suffit pour cela de réduire les puissances

de X modulo 𝑛. On identifie alors les coefficients du polynôme obtenu avec ceux de Q ce qui fournit un système de 𝑛
équations à 𝑛 inconnues permettant de calculer les 𝑎𝑘.
Si A = C(1, 1, 0), on a donc P = 1 + X, Q = 1 + X2 et πJ = X3 − 1. On pose PA = 𝑎X2 + 𝑏X + 𝑐. On a alors

PA ∘ P = 𝑎X2 + (2𝑎 + 𝑏)X + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

Ce polynôme est déjà réduit modulo X3 − 1. L’égalité PA ∘ P = Q donne 𝑎 = 1, 𝑏 = −2 et 𝑐 = 2. Ainsi PA = X2 − 2X+ 2.

18 On pose Δ = (𝑎1 − 2)2 − 4𝑎0𝑎2.
Supposons qu’un tel entier 𝑛 et une telle matrice A existent. Si χA était scindé dans ℝ, alors A serait trigonalisable dans
ℝ et donc A serait symétrique d’après la question 2.c. On aurait donc PA = X ou PA constant (si A est scalaire), ce qui
contredit le fait que degPA = 2. Ainsi A possède une valeur propre complexe non réelle 𝑎 + 𝑖𝑏 (𝑏 ≠ 0). On sait alots
d’après la question 16.c que P(𝑎 + 𝑖𝑏) = 𝑎 − 𝑖𝑏. En identifiant parties réelle et imaginaire, on obtient

{
𝑎0 + 𝑎1𝑎 + 𝑎2𝑎2 − 𝑎2𝑏2 = 𝑎

𝑎1𝑏 + 2𝑎2𝑎𝑏 = −𝑏

La deuxième équation fournit 𝑎 = −𝑎1 + 1
2𝑎2

. En reportant dans la première, on obtient 𝑏2 = 4 − Δ
𝑎2 . Or 𝑏2 > 0 donc

Δ < 4. De plus, ce qui précède montre que les seules valeurs propres complexes de A sont 𝑎 ± 𝑖𝑏 avec 𝑎 = −𝑎1 + 1
2 et

𝑏 =
√4 − Δ
2𝑎2

. Le polynôme Q = −X + 2𝑎 échange alors ces deux valeurs propres complexes. Si A ne possédait pas de

valeurs propres réelles, on aurait Q(A) = A⊤ d’après la question 16.c. Ceci est impossible par minimalité du degré de PA.
AinsiA possède une valeur propre réelle. La même question 16.c montre alors que P−X admet une racine réelle (la valeur
propre en question). On en déduit que le discriminant de P − X est positif i.e. Δ ≥ 0.
Supposons que Δ ∈ [0, 4[. Alors P − X est un polynôme du second degré de discriminant Δ ≥ 0. Il admet donc au moins

une solution réelle λ. Par ailleurs en posant 𝑎 = −𝑎1 + 1
2𝑎2

et 𝑏 =
√4 − Δ
2𝑎2

≠ 0, on vérifie que P(𝑎±𝑖𝑏) = 𝑎∓𝑖𝑏. D’après la

question 16.c, on a donc P(A) = A⊤ en posantA =
⎛
⎜
⎜
⎝

λ 0 0
0 𝑎 −𝑏
0 𝑏 𝑎

⎞
⎟
⎟
⎠

. Comme 𝑏 ≠ 0,A possède trois valeurs propres distinctes

λ, 𝑎 + 𝑖𝑏 et 𝑎 − 𝑖𝑏. On en déduit que degπA = 3. Ainsi degP < degπA puis P = PA.
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