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DEVOIR A LA MAISON N°16

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

1.a Supposons que A et B soient les matrices du méme endomorphisme u de E dans des bases orthonormales respec-
tives B et B’. En notant P la matrice de passage de B vers B', B = P~1AP. Comme B et B’ sont des bases orthonormales,
P est orthogonale. Ainsi A et B sont orthogonalement semblables.

1.b Comme 3 est une base orthonormale de E, la matrice de u* dans la base B est AT. Comme 1’application u € £(E) ~
matg(u) € M, (R) est un isomorphisme de R-algebres,

uePE) = u*eRu] <= AT eR[A] = A€

et
UENE) = u'ou=uou* <= ATA=AAT &= AeN,

1.c On sait que R[u] et R[A] sont des algébres commutatives donc P(E) C N(E) et B, C N,,.

2.a Siu € 8(E), alors u* = u € R[u] donc u € P(E). De méme, si u € A(E), alors u* = —u € R[u] donc
u € P(E).

2.b Soit A € %, triangulaire supérieure. Alors il existe P € R[X] tel que AT = P(A). Les matrices triangulaires supérieures
forment une sous-algébre de M, (R) donc P(A) est également triangulaire supérieure. Or AT est triangulaire inférieure.
On en déduit que AT est diagonale et donc A également. Réciproquement, si A est une matrice diagonale, alors A est
triangulaire supérieure et AT = A € R[A] i.e. A € P,. Les matrices triangulaires supérieures de %, sont donc exactement
les matrices diagonales.

Sin > 2, il existe dans M, (R) des matrices triangulaires supérieures non diagonales et donc B, € M,,(R). On en déduit
que P(E) € L(E).

2.c On applique le procédé de Gram-Schmidt a la base B = (ey, ..., e,). Il existe donc une base orthonormale B’ =
(fis ---» fn) telle que pour tout i € [1,n], f; € vect(ey, ..., €;). On en déduit que la matrice de passage P de la base B vers
la base B’, a savoir la matrice de la famille B’ dans la base B, est triangulaire supérieure. La matrice de passage de la base
B’ vers la base B, a savoir P! est également triangulaire supérieure.

Notons A = mat g(u). Alors la matrice de u dans la base B’ est P"AP qui est triangulaire supérieure en tant que produit
de telles matrices.

Soit u € P(E) trigonalisable. D’apres ce qui précéde, il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice A
de u est triangulaire supérieure. Comme u € P(E), A € %,. D apres la question précédente, A est en fait diagonale et a
fortiori symétrique. Ainsi u est autoadjoint. Réciproquement, si u est autoadjoint, alors u € P(E) d’apres la question[2.a]
Les éléments trigonalisables de P(E) sont les endomorphismes autoadjoints.

2.d Soit u € GL(E). Alors x,(u) = 0. De plus, x,(0) = det(—u) # 0. Il existe alors a € R* et Q € R[X] tel que
Xu = o + XQ. Comme ,, annule u, o Idg +u o Q(u) = 0 puis u~! = —éQ(u) € Rlu].
Siu € O(E), alors u € GL(E) et u* = u~! € R[u] de sorte que u € P(E).

3.a SoitA € 2.

Existence. Par définition, il existe P € R[X] tel que AT = P(A). On écrit la division euclidienne de Ppar s : P = Qs +R
avec degR < degma. On a alors AT = P(A) = Q(A)mA(A) + R(A) = R(A).

Unicité. Soient P; et P, deux polyndmes tels que AT = P,(A) = P,(A), deg P, < degmy et degP, < degmy. Alors P, — P,
annule A de sorte que 1y divise P, — P,. Or deg(P, — P,) < degmp donc P, — P, = 0ie. P, = P,.

De la méme maniére, pour tout u € P(E), il existe un unique B, € R[X] tel que deg P, < degm,, et P,(u) = u*.
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3.b Soit A € %, telle que P, est un polyndme constant. Il existe alors o € R tel que Py = a. Ainsi AT = Py(A) = al,,.
Réciproquement, s’il existe o« € R tel que A = al,,, alors en posant P = a on a bien P(A) = al,, = AT etdegP <0< 1 <
degmu. Ainsi P, = P = a est un polyndme constant.

L’ensemble des matrices A de B, telles que P4 est un polyndme constant est vect(I,,).

3.c Soit A € %, telle que deg Py = 1. Posons alors P, = aX + 8 avec (a, ) € R* X R. On sait qu’il existe A; symétrique
et A, antisymétrique telles que A = A; + A,. Alors

A;— A, = AT = Py(A) = aA + BI, = A, + aA, + B,

En transposant, on obtient
Al +A2 = O{Al - O{Az + BIn

En additionnant et en soustrayant ces deux égalités, on obtient

Al = O(Al + BII’E AZ = —OCAZ
On a notamment A, = 0 ou a = —1. Si A, = 0, alors A est symétrique mais non scalaire d’apres la question précédente
(sinondeg Py < 0). Sia = —1,alors A; = EI” + A, avec A, non nulle (toujours d’apres la question précédente).

Réciproquement, si A est symétrique non scalaire, alors on constate que AT = A = P(A) avec P = X. Comme A est
non scalaire, degma > 1 = degX et donc Py = X par unicité de P, et degPy, = 1. De méme, si A = kI,, + M avec M
antisymétrique non nulle, alors AT = kI, — M = P(A) avec P = —X + 2k. Comme M n’est pas nulle, A n’est pas scalaire
de sorte que degwy > 1 = deg P. Par unicité de Py, P, = —X + 2k etdeg Py = 1.

En conclusion, les matrices A de %, telles que deg P, = 1 sont les matrices symétriques non scalaires et les matrices de la
forme kI,, + M avec M antisymétrique non nulle.

3.d Si A et B sont orthogonalement semblables, alors il existe Q € 9, telle que B = Q"!AQ = QT AQ. Supposons que
A € %, Alors

PA(B) = PA(Q'AQ) = Q 'Ry (A)Q = QTATA = BT
Donc B € %,. De plus, A et B sont semblables donc 5 = g de sorte que deg Py < degmy = degmg. Ainsi Pg = Py par
unicité de Pg.

E Soit A € . Comme degmy < 2,degPy < 1. D’apres les questions précédentes, A est symétrique ou de la forme

a b
al, + M avec M antisymétrique i.e. de la forme ( 5 )
-b a

a
Réciproquement, si A € S, alors A € Betsi A = ( ) alors AT = P(A)avecP = asib=00ouP = —X + 2asi

a
b#0donc A € 5.
Ainsi

0 -1
avec J, = Lo/

5.a D’apres le théoréme de Bézout, il existe (U, V) € R[X]? tel que Umy, + Vma, = 1. On en déduit que

.75 = 82 U vect (Iz,Jz)

(Pa, = Pa,)Umtp, + (Pa, = Po,)VTta, = (Po, — Pa,)

ou encore
Py, — (Pa, = Pa,)Ump, = Pa, + (Pa, — Po,)VTy,

Vm e N, A" = AT 0
0 AT

Une récurrence évidente montre que

On en déduit que

pay— [P 0
0 P(Ay)

Comme 1, annule Ay, P(A;) = Py, (A;) = A]. Mais on a également P = Pp, + (Pa, — Po,)VTa, et wa, annule A, donc
P(A,) = A}. On en déduit que P(A) = AT. Autrement dit, A € Prvny
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5.b Pour tout Q € R[X], Q(A) =0 < (Q(A;) = 0eT Q(A;) = 0). En termes d’idéaux annulateurs,
T[AK[X] = 7'CA1 K[X] N T[AZK[X] = (TCAl \% TCAZ)K[X]

On en déduit que Ty = Ttp, VTTA, = A, TTp, CAI TTA, ATT7, = L.
D’apres la questlon Py est le reste de la division euclidienne de P par Ty = Ttp Ta,.

I, 0
E Remarquons que A = ( Jz 0 ) D’apres la question |4} I, et J, appartient 2 §,. De plus, P, = 1 et P;, = —X de sorte
2
que P;, APy, = 1. D’apres la question[S.a| A € 7.
1
On détermine sans peine 7y, = X—1etmy, = X2 +1. Avec les notations précédentes, on peut donc prendre U = —§(X+ 1)

1
etV = 5 On en déduit que

1 1
P= PIZ - (PI2 - PJZ)UTCIZ =1+ §(X+ 1)2(X— 1) = §(X3 +X2 - X+ 1)

Or mp = 7, 1Ty, = X* — X? + X — 1 donc
1
PzznA+X2—X+1

de sorte que Py = X2 — X + 1.

REMARQUE. On peut vérifier a I’aide d’un calcul par blocs que
P (1 0 I, 0
Py(A) = a(12) _[*2 — AT
0 Pa(J2) 0 —J;

Soitu € N(E). Comme u et u* commutent, il en est de méme de P(u) et P(u*). On prouve aisément que P(u*) = P(u)*
donc P(u) € N(E).

Par définition de 1’adjoint
@Ol = (u(x), u(x)) = (x,u* o u(x)) = (x,u 0 u*(x)) = (W*(x), u*(x) = [u* (X)|
@ 9.a Si A est la matrice de f dans une base orthonormale, AT est la matrice de f* dans cette méme base. Ainsi
det(f) = det(A) = det(AT) = det(f*) = det(—f) = (=1)" det(f)

Comme f est inversible, det(f) # 0 de sorte que (—1)" = 1 i.e. m est pair.
9.b Par propriété de 1’adjonction,
= =N=r
Ainsi f? est autoadjoint et a fortiori diagonalisable. Comme m > 0, f? admet donc au moins une valeur propre et donc un

vecteur propre X,. Quitte a diviser x par sa norme, on peut supposer X, unitaire.
Notamment, f2(x,) € vect(xy). On en déduit que

fAT) = veet(f(xo), f7(x0)) C veet(f(xo), Xo) = I
donc IT est stable par f.
Remarquons que f(xq) # 0 car f est injective et Xy # 0. De plus, comme f* = —f,
(f(x0), X0} = (xo, [*(x0)) = —(x0, f(x0))

donc (f(xg), xg) = 0. Ainsi f(xq) L x,. A fortiori, (xg, f(xg)) est libre et IT est bien un plan.
Comme f est anti-autoadjoint, firy I’est également et la matrice de fir; dans une base orthonormale de IT est antisymétrique.

0 -b
Cette matrice est donc de la forme ( b 0 )

9.c Il suffit de raisonner par récurrence. Dans le cas oit m = 2, le résultat est clair puisque la matrice de f dans une base
orthonormale est antisymétrique. Supposons le résultat acquis lorsque m = 2k avec k € N*. Supposons que m = 2(k+1)

avec k € N*. On construit comme précédemment un plan TI. La matrice de fry est alors de la forme ( ) On sait de
0

plus que IT+ est stable par f* = —f et donc par f. Comme dim IT* = 2k, la matrice de Jfim: dans une base orthonormale
adéquate est de la forme voulue par hypothése de récurrence. En concaténant les bases de IT et IT*, on obtient une base de
R™ dans laquelle la matrice de f est de la forme voulue.
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10.a Comme E; est stable par u, E, = Ef est stable par u*. De méme, E; est stable par u* donc E, = E est stable
par (u*)* = u.
10.b Pour tout (x,y) € E2,

(u(x),y) = (x, u*(y)

A fortiori, pour tout (x,y) € E2,

(g, (%), y) = (u(x), y) = (x, u* )x, W), (1)

On en déduit que (wg,)* = “I*El'

10.c D’apreés la question précédente, si u € N(E), alors

(wg)* oug, = W)g, oug, = W ou)g, = (Wou™)g, =ug, o (U)E, =ug, °(UE,)*
donc ujg, € N(E,). De la méme maniere, ug, € N(E,).

Comme u et u* commutent, u — Aldg et (u — Aldg)* = u* — AIdg commutent également. On en déduit que
u — Aldg € NV(E). D’apres la question|[8]

() = Ax|? = f|(u = A1dg)OI? = [I(u — A1dp)* (O)|* = (" — AMdg)()|? = fJu*(x) — Ax||?

Ainsi u(x) —Ax =0 < u*(x) — Ax = 0. Par conséquent, Ker(u — AIdg) = Ker(u* — A1dg). On en déduit que u et u*
ont les mémes sous-espaces propres.

On sait que les sous-espaces propres de u sont en somme directe. De plus, si A et i sont deux valeurs propres distinctes de
u, alors, pour (x,y) € E;(u) X Eu(u),

Mx,y) = u(x),y) = (x, u*(y)) = Wx, y)

car Ey(u) = E,(u*). Comme A # , (x,y) = 0. Par conséquent E; (u) L E,(w).

Pour tout A € Sp(u) = Sp(u*), Ex(u) = E;(u*) est stable par u et u*. On en déduit que @ E, (u) est stable par u et
AeSp(u)

L

u*. Ainsi F = ( @ EA(u)) est stable par les adjoints respectifs de u et u*, c’est-a-dire u™ et u.
AeSp(u)

On remarque alors que ujp n’admet pas de valeur propre car @ E,(u) et F sont en somme directe. Notamment, Xuyp

AeSp(u)
est de degré pair (un polyndme réel de degré impair admet toujours une racine réelle en vertu du théoreme des valeurs

intermédiaires ; considérer les limites en +oo0 et —o0). Donc dim F = deg Xy €5t paire.

12.a s est clairement auto-adjoint donc diagonalisable. A fortiori, X, est scindé.

12.b Comme v et v* commutent, on vérifie sans peine que s et @ commutent de méme que S et .

Comme s est diagonalisable, ses sous-espaces propres F est la somme directe orthogonale de ses sous-espaces propres

E;,(s) pour i € [[1, k]. De plus, dim Ey (s) = n; pour tout i € [1,k].

Fixons i € [[1,k]. E;,(s) est stable par s et SEx(s) = A IdEAi(S)’ Comme a commute avec s, E; (s) est stable par a. De

plus, a est anti-autoadjoint donc ajg, (5) €galement en vertu de la question La matrice de ajg, (5) dans une base
3 L

orthonormale B; de E;,(s) est donc une matrice antisymétrique A;. Enfin, s et v commutent donc Ej (s) est également

stable par v et VIEx(s) = S[Ex,(s) + g, (5)- On en déduit que la matrice de VI, (s) dans la base B; est M; = L1, + A;.

La concaténation B’ des bases By, ... , By forme une base orthonormale de F dans laquelle 1a matrice de v est de la forme

voulue.

12.c Avec les notations de la question précédente, il s’agit donc de montrer que ajg, (s) est inversible. Soit donc x €
1
Kerajg, (5)- Alors x € Ey,(s) i.e. s(x) = A;x et a(x) = 0. On en déduit que v(x) = s(x) + a(x) = A;x. Mais comme v
1

n’admet pas de valeur propre réelle, x = Og. On a donc montré que Kerajg, (5) = {0} i.e. A; est inversible.
1

Notons S = @ E;(u). S est stable par u et les sous-espaces propres de u sont orthogonaux deux a deux donc

AeSp(u)
il existe une base orthonormale de S adpatée a cette décomposition en somme directe. La matrice de u|g dans cette base

orthonormale est une matrice diagonale D.

De plus, u|r € NV(F) donc la question précédente montre qu’il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice
de up est diagonale par blocs de la forme M; = )lenj + Aj oll Ay est antisymétrique. De plus, F n'S = {0} donc up
n’admet aucune valeur propre réelle et les matrices A; sont donc inversibles. D apres la question E], chaque matrice A;
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0 —b;
est orthogonalement semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme ( ! ) ou n; # 0. En en déduit que
1

A —b;
chaque matrice M; = )LjInj + Aj est orthogonalement semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme ( bj N ! )
i
Autrement dit, il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de u|r est diagonale par blocs de la forme

b;
laquelle la matrice de u est de la forme voulue.

a: —b;
( ' ! ) avec b; # 0. Comme E est la somme directe orthogonale de S et F, il existe une base orthonormale de E dans
a;

Les matrices de JV,, sont des matrices orthogonalement semblables a une matrice de la forme de la question précé-
dente. La réciproque ne pose pas de probleme (elles commutent clairement avec leurs transposées).

Siu € O(E), un calcul par blocs montre que D et les T; sont des matrices orthogonales. On en déduit que les
cosB; —sinb; )

coefficients diagonaux de D valent +1 et que les blocs t; sont de la forme
sin®; cos6;

16.a Il est clair que P(M) est la matrice diagonale diagonale par blocs ayant pour blocs P(M,), ..., P(M},) et que AT
est la matrice diagonale diagonale par blocs ayant pour blocs M7, ... ,M,I. On en déduit la condition demandée.

16.b On a déja vu que P, = —X + 2a. On trouve x5, = (X — a)? + b%. Comme b # 0, A n’est pas scalaire de sorte que
degmy > 1. Comme 15 divise Xa, TA = XA-
Soit P € R[X]. On a alors les équivalences suivantes :
P(A) = AT

<= P(A) =Pr(A)

= (P-P)A)=0

S ny=X-(a+ib))(X—(a—ib)) | P—Py

< (P—Py)a+ib)=0er(P—Py)(a—ib)=0 cara—ib#a+ib

< P(a+ib) = Py(a+ib) =a—iberP(a—ib) = Py(a—ib) =a+ib car P, = - X + 2a

16.c Tout d’abord,
P(A)=A"T < P(B)=B" < P(D)=D"erVk € [1,p],P(ty) =1}
Or les valeurs propres réelles de A sont exactement les coefficients diagonaux de D donc
P(D) =DT < VA€ Sp,(A), P(A) =1

Les valeurs propres complexes de A sont les valeurs propres complexes des matrices T, c’est-a-dire les aj + iby. La
question précédente montre alors que

Vk € [1, p], P(t) = ‘CZ <> Vz € Sp(A) \ Spi(A), P(z) =z

16.d 11 suffit de prendre le polyndme interpolateur de Lagrange P vérifiant les conditions de la question précédente. Cest
I'unique polyndme de degré n vérifiant ces n conditions. Remarqons alors que le polyndme P vérifie les mémes conditions
et que deg P = deg P. Ainsi P = P et P € R[X]. On en déduit que N, C %,. On a déja vu que B, C N, donc N, = 5,.

16.e Comme P est un polyndme de degé minimal vérifiant P(A) = AT, P = P,.
En reprenant la matrice A de la question [6} on a Sp(A) = {1, i, —i}. On en déduit que P est le polyndme interpolateur de
Lagrange, vérifiant Py(1) = 1, Po(i) = —i et PA(—i) = i. On a donc

XD +D L X-DX+D) L X=DEX=D) _

Py=1 =X>-X+1
A A-Da+) ' G-DG+) L E-DEi-) +
n—-1
17.a Onal e O, C N, = 2, ouencore ! = JT donc J € , = N;,. En posant P = Z a; X, C(0gy ve s Aypeq) =
i=0

P(J) € IV, = %, d’apres la question 7}

17.b On a classiquement 7t; = X"*~!. D’une part,

Py oP(J) =PA(A) = AT
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D’autre part,
n—1 n-—1
Q) = apl, + Y oI E=apl, + ) (3T =PI = AT
i=1 i=1

Ainsi (Py o P — Q)(J) = 0 et 7y divise Py o P — Q. Comme degQ < n—1 < n = degmy, Q est le reste de la division

euclidienne de P, o P par m;.
n-1

On cherche Py = Z a; XK. On calcule Py o P que I’on réduit modulo X" — 1 : il suffit pour cela de réduire les puissances
k=0
de X modulo n. On identifie alors les coefficients du polynome obtenu avec ceux de Q ce qui fournit un systeme de n

équations a n inconnues permettant de calculer les a.
SiA=C(1,1,0),onadoncP=1+X,Q =1+ X?et 1; = X3 — 1. On pose Py = aX? + bX + c. On a alors

PyoP=aX?+QRa+b)X+a+b+c
Ce polynome est déja réduit modulo X3 — 1. L’égalité P, oP = Qdonne a = 1, b = —2 et ¢ = 2. Ainsi Py, = X?> —2X 4 2.

On pose A = (a; — 2)* — 4aya,.

Supposons qu’un tel entier n et une telle matrice A existent. Si )y, était scindé dans R, alors A serait trigonalisable dans
R et donc A serait symétrique d’apres la question On aurait donc P, = X ou P, constant (si A est scalaire), ce qui
contredit le fait que deg Py = 2. Ainsi A posseéde une valeur propre complexe non réelle a + ib (b # 0). On sait alots
d’apres la question[16.c que P(a + ib) = a — ib. En identifiant parties réelle et imaginaire, on obtient

ap+ a,a + aya® — a,b* = a
a;b +2a,ab = -b

N c . , a;+1 - . 4—-A
La deuxiéme équation fournit a = _IZT' En reportant dans la premiére, on obtient b? = - Or b?> > 0 donc
2
Loy . a +1
A < 4. De plus, ce qui précéde montre que les seules valeurs propres complexes de A sont a + ib avec a = — 1 > et
4—A R . . s
b= . Le polyndme Q = —X + 2a échange alors ces deux valeurs propres complexes. Si A ne possédait pas de

2a,
valeurs propres réelles, on aurait Q(A) = AT d’apres la question Ceci est impossible par minimalité du degré de Pj4.
Ainsi A possede une valeur propre réelle. La méme question montre alors que P —X admet une racine réelle (la valeur
propre en question). On en déduit que le discriminant de P — X est positif i.e. A > 0.
Supposons que A € [0, 4[. Alors P — X est un polynéme du second degré de discriminant A > 0. Il admet donc au moins

1 V4—A
une solution réelle A. Par ailleurs en posant a = — a12;‘ eth = a # 0, on vérifie que P(a+ib) = aFib. D’aprés la
2 2
A0 O
question|16.c, on a donc P(A) = AT enposant A =| 0 a —b | Comme b # 0, A posséde trois valeurs propres distinctes
0b a

A, a+ibeta—ib. On en déduit que deg s = 3. Ainsi deg P < degmp puis P = P4.
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