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DEVOIR A LA MAISON N°17

* Le devoir devra €tre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

Puisque p € D(0, R), la série Z a,p" converge. Ainsi (a,p") converge vers O et est a fortori bornée.

neN

Il existe donc M € R, tel que |a,|p" < M pour tout n € N. On pose alors K = max{1, M} > 1. Alors |a,|p" <M <
K < K" pour tout n € N, ce qui donne le résultat voulu.

On procéde par récurrence forte. Puisque b, = 1, Iinitialisation est claire. Supposons qu’il existe n € N* tel que
2k
|b| < (F) pour tout k € [0,n — 1]. Alors, par inégalité triangulaire,

n

Z]gnJKnJ Kt &

n
bl < D lajl|by—jl < =on 2"
j:l '= j:l
Or
22"1—221 =2"_1<2n
j=1
donc

2K
bal < (22 )
P
Par récurence forte, le résultat est vrai pour tout n € N.

n
E D’apres la question précédente, la suite (bn (%) > est bornée. Par définition du rayon de convergence, le rayon de

convergence r de la série entiere Z b, z" vérifier > %{ > 0.
neN

Le produit de Cauchy des deux séries entieres z a,z" et Z b,,z" posséde un rayon de convergence supérieur ou

neN neN
égal au minimum des rayons de convergence de ces deux séries entiéres, c’est-a-dire R'. De plus

Vz € D(0,R’), S(2)T(z) = Z":" cpz"

ou n
Vn e N, Cp = Z ajbn—j
De plus,
Co = aObO =1
et

n
Vn € N*, ¢, = apb, + Z aib,_j=b,—b, =0
=1

@ D’apres la question précédente,

vz € D(O,R), S(z)T(z) = f c 2" =
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Tout d’abord, 0 n’est pas solution puisque f(0) = 1. De plus, pour z € C*, f(z) =0 < ¢* = 1. On en déduit que

I’ensemble des solutions sur C de I’équation f(z) = 0 est

2inZ* = {2imn, n € 7*}

D’apres la question précédente, f ne s’annule pas sur D(0, 27), d’out I’existence de g.

@ Pour tout z € C,

[s}
oy 2
_I’l

donc pour tout z € C*,
1

+0oo0 Zh— +o0 N
- Z n! nZ::O (n+1)

Puisque f(0) = 1, cette égalité est encore valable pour z = 0. Ainsi

f(Z)=

VzeC, f(z) = Z (n+ o

Ainsi f est bien la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini.

+o00

n=0

1
Ona f(z) = Z a,z" avec a, = (nTl)' Notamment ay = 1 donc, d’apres la questionH il existe une fonction g

développable en série entiere de rayon de convergence R’ telle que
vz € D(O,R), f(2)§(z) = 1

Comme f ne s’annule pas sur D(0, 27), en posant R = min(27, R’),

Vz € D(O,R), g(z) = g(z)
M= 775 =
Donc g est bien développable en série entiere sur D(0, R).
Pour tout ¢t €] — 2, 2n[\{0},
2t te +t
G(t)=t+2g(t)=t t+ —= —
O =t+25(0) = +f(t) e 1T w1
ot t t t
—te™" —1t —t—te te +1¢
G(=0 = et—1 ~ 1-—¢t _et—l_G(t)
donc G est paire.
D’une part,
+co +oo
GO =t+2) Yul" =vo+ @y + Dt + ). ypt"
n=0 n=2
et d’autre part,
+0o0
G(=t) =¥ = vy + Dt + 3 (=1)"yut"
n=2

Par unicité du développement en série entiere,

2y1+1=-2y; —1lie.y; =—

et
Vn e N*, Y241 =0

1
On saitdéjaque yp =1,7; = -3 ety; =0.

2

g(x) = exx = X = ! = 1—£+(<1) - l)x2+0(x2)

— 2 3 2
1"*°x+x7+%+o(x3)”°1+§+%+o(x2)"*° 2 \\2/ 6

On en déduit que y, =
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+00 n
Puisque f(z) = Z ﬁ et f(z)g(z) = 1, d’apres la partie ?72?
= (n !

% Yn—k _
VR EN = Z(k+1)!_ Z(n—k+1)'

On en déduit donc que

Z(n—k+1)v 0

Récurrence forte

1 1
Prenons I =] — In 2,1n 2[. Alors pour tout ¢ € I, 5 < e! < 2 puis -5 < el —1<1ldonclef—1|<1.

On sait que S est de classe Cy, sur | — 1,1[. Comme h est de classe € sur I a valeurs dans | — 1,1[, S o h est de
classe C* sur I.

On rappelle que pour tout x €] — 1, 1],

+o0 k +0o0

—In(1-x) = Z

k=1

Soitt € Ide sorte que 1 —ef €] —1,1[. Sit # 0,

_ k+1 — -
Z(l ehk 1 Z(l D _ mA-A-e)__t

k+1 ~— 1—et k+1 1—et et —1

k=0

Puisque g(0) = = 1, cette relation est encore vraie pour ¢ = 0.

1
f(0)
18.a Onsait que h(t) ~ —tdonc h(t)k ~ (=1)Ktk. A fortiori, h(t)¥ = o(t*~1). Mais comme K est de classe @,

t—0 t—0 t—0

(o = Z GO0 oo
Par unicité du développement limité,
vn e [0,k —1], (K5)™(0) =0
18.b Soit H de classe € sur I. Alors H est a fortiori continue en 0 et donc bornée au voisinage de 0. Ainsi H(t) = ©(1).
On en déduit que H(t)h(t)* = O(t*) puis que H(t)h(t)¥ = o(tk=1). On conclut comme 2 la question précédentt_e)f)
18.c Remarquons que

ORI ORI () BSRPL()
k+1_k:0k+1+h (t)zk+n+2

n
vtel, g(t) =
k=0 k+1 k=n+1

Rk zk
Posons H(t) = Z tnia pour t € 1. La série entiére Z rniz
keN

d’Alembert. Notons S sa somme. D’apres la question[I6] H = S o h est de classe C* sur I. De plus,

est de rayon de convergence 1 d’apres la regle de

Viel, o) = Zfi + hPH(E) + R (O H(E)

La somme étant finie, on en déduit que

n ky\(n)
00 = 3 ST+ 00
k=0

Comme n + 1 > n, (W*TH)™(0) = 0 d’apres la question Finalement,

o) - ()
0= 2 T
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19.a Soit k € N. D’apres la formule du bindme,

Ainsi

puis

19.b D’apres le cours

n=
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vt 1, h(t)k = 2( 1)J(I;>

in

vt eI, (W) = 2( 1)J<k) jrelt
(K™ (0) = )

J
( 1>f(k

_EP0 15 00 _ 15, - 1)1( )

n! n!k k+1 n!

=0 k=0 j 0
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