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DEVOIR A LA MAISON N°18

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

admet un développement en série entiere de rayon de convergence 1. A ’aide de produit de

La fonction z — 7 i

< z \" . L s
Cauchy, on montre par récurrence que pour tout n € N, z — (1—) admet un développement en série entiere de rayon

de convergence supérieur ou égal a 1.

On sait que pour x €] — 1, 1],

1-x7"=3 (‘,{”)<—x>k

k=0

_ +§ —n(-n—=1)...(-n—k + 1)(—1)kxk
= k!

_Jion(n+1)...(n+k—1)xk
= k!
+00

_ n+k—-1 o
k=0 n-1

Ainsi pour tout x €] — 1, 1]
+00 oo
X \" n+k-1 ik k-1 X
(=) _Z‘o( n—1 )x ,;n n—1

Par ailleurs, pour tout x €] — 1, 1],

Par unicité du développement en série entiere,

k-1
V(n,k) e N?, a,,=q\n—1
0 sin>k

) sin<k

1 sik=0

0 sinon

1iz)0:1

3.a Pour n > k, a, ; = 0 donc la somme définissant by, est finie.
3.b On trouve

On précise que ag x = { puisque (

b0:a0,0:1
b1=a0,1—a1’1=0—1=—1

1
b2:a0,2_a1’2+za2’220_1+—:_—
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e Lo . (s . - Ank
E Remarquons que les a,, j sont positifs d’apres I’expression trouvée a la questlon La série Z |up k| = Z ;' |z|*
keN keN 7

1 zl \"
converge puisque, par définition, c’est le développement en série entiere de o < T | ||z|) . Ainsi
g |u | 1 < |Z| )n
nkl = {12
frr n'\1—|z|

1 zl \" _

Mais la série Z o (1 I_ ||z|> converge également puisque c’est une série exponentielle. La famille (1, 1) (n k)enz €st
neN "

donc sommable.

D’apres le théoreme de Fubini

+00 +00 +00 +00
DI EDIPILN
k=0 n=0 n=0 k=0
ce qui signifie que
+0oo X +o0 1 z n z
2ot = 3 (77) =ew(g=g) = F@

E 6.a De maniére, générale, |e?| = eR*® pour tout Z € C. Ainsi

o x*+yr-x
T X2 +y2—-2x+1

Vz # 1, In|F(z)| = Re(zf1>

6.b Remarquons que la condition z # 1 équivaut a (x,y) # (1,0).
En posant u = In A une équation de C, est

X+ —x=ux>+y*-2x+1)

ou encore
=D +y)+ A =2Wx+p=0

Sip=1lie.A=e, C,estladroite d’équation x = 1 privée du point (1, 0).

2u—1 1
Sinon, C, est le cercle de centre <—, 0> est de rayon ———— privé du point (1, 0).
* 2(n—1) YN w1 PR P
1.5
—
—Cve
Ce2
I Cl
0.5+
-1.5 0 | 1.5 2 2.5
6.c -15+
Pour tout z # 1,
z z z 2|z|? — 2Re(z)
2In|F =2R = =
n|F(2) e<z—1> z—1+2—1 |z|2 — 2Re(z) + 1
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Or pour tout z € A, |z| < 1donc |z|*> — 2Re(z) + 1 > 2|z|*> — 2Re(z) > 0 puis 21n|F(z)| < 1. De plus, 21n |F(z)| =
1 < |z| = 1. Par conséquent, |F(z)| < 1/e pour tout z € A’ et [F(z)| = /e <= |z| = 1.
Par conséquent, sup |F(z)| = \/E et cette borne supérieure est atteinte sur A’ en les points de module 1.

zeA’
8.a Par opérations, z —
sur C\ {1}.

z
I est continue sur C\ {1}. De plus, exp est continue sur C. Par composition, F est continue

1
8.b Posons u, = 1+ - pour n € N* Alors lim u, = 1et F(u,) = exp(n + 1) —> +o00. Ainsi F n’admet pas de
n—->+oo n—+oo

limite en 1.
8.c Le contre-exemple précédent n’est plus valide puisque (u,,) n’est pas a valeurs dans A’

Posons cette-fois ci, u, = 1— ,, pourn € N*. Alors (u,,) estavaleurs dans A’, lim u, = 1etF(u,) = exp(1—n) — 0.
n—+oo n—+o0o

i
Posons également v,, = en de sorte que (v,,) est a valeurs dans A’ et lim u,, = 1. Mais (v,) est en fait a valeurs dans U
n—+oo

et la question (7| montre que |F(v,)| = \/E pour tout n € N*. On ne peut donc avoir lim v, = 0.
n—>+oo

La restriction de F 2 A’ n’admet pas non plus de limite.

@ On sait déja que R > 1. Supposons que R > 1 et notons S la somme de la série enticre Z byzK. Alors S serait
keN

continue sur D(0, R). Notamment, S admettrait une limite en 1. Comme F et S sont continues sur A’ = A\ {1} etque Fet S
coincidents sur A, on montre que F et S coincident sur A’. Comme S admet une limite en 1, sa restriction 2 A’ également.
Ainsi la restriction de F 2 A" admettrait également une limite, ce qui n’est pas. Ainsi R =1.

Supposons que 2 |b,,| converge. Alors la série enti¢re Z byz* convergerait normalement sur A donc S serait continue sur

keN

A. Notamment, la restriction de S a A" = A\ {1} admettrait une limite finie en 1. Comme précédemment, ceci impliquerait
que la restriction de F 2 A" admet une limite en 1. Ainsi Z |b,| diverge.

10.a Fixons n € N et posons @y : 8 — brkelk=m? de telle sorte que
) ) +0o0
VO € R, F(re?®)e™"® = " 0 (6)
k=0

Tout d’abord, pour tout k € N, @y est continue sur le segment [0, 27t]. De plus, pour tout k € N, [[@xllee = bxr¥. Ainsi
Z loklle converge puisque 0 < r < 1 et que le rayon de convergence de la série entiere Z b,,z" vaut 1. Par conséquent,

la série Z @k converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 27t]. Par interversion série/intégrale,

27 +00

21
/ F(rei®)e~i"® do = D ox(®) dé
0 0 k=0
v

+00 2
=> | ex®)de
k=00

+c0 21
= Z bkrkf eltk=m% 4g
k=0 0
+o0
= bkrk . 2n5k,n
k=0
= 2nb,,r"

La fonction 8 — F(rei®)e~"8 est 2m-périodique donc

21 T 0 p
f F(re'®)e="® d6 = / F(re'®)e~i"® d6 = f F(re'®)e~i"® dg + f iF(rei®)e="® 4o
0

-7 —T 0

Par changement de variable © — —0,

0 T
f F(rei®)e=i"® do = f F(re~19)ei"® dg
= 0

T

Mais comme les b,, sont réels, F(re~®) = F(rei®). Finalement,

0 m m
f F(reie)e—ine de = f F(,,eie)e—ine de = / F(reie)e—ine do
-7 0 0
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puis

27 f1d T i
f F(rei®)e=i"® do = f F(rei®)e=i"® do +/ F(rei®)e—in® d6 = 2Re (f F(rei®)ein® de)
0 0 0 0

10.b 6  ¢'® est continue sur |0, 7] a valeurs dans U \ {1} et F est continue sur U \ {1} donc & — F(ei®)e~"® est continue
sur |0, 7t]. De plus, |F| est majorée par \/E sur A’ donc 6 > F(ei®)e~® est bornée sur ]0, 7t]. Comme toute constante est

T
intégrale sur I’intervalle borné 0, 7], 6 — F(e®)e~"® est intégrable sur 0, 7]. A fortiori, I’intégrale / F(e!®)e~"® do
0

converge.

10.c Pour tout © €]0, 7], l1m F(re®)e="® = F(rei®)e="® par continuité de F sur C \ {1}. De plus, comme |F]| est majorée

par \/E sur A,
vr € [0,1[, V6 €10, 7], [F(re®®)e 8| < /e

Enfin, 6 — \/E est évidemment intégrable sur 0, 7] donc, par théoréme de convergence dominée,
r—1-

T
b,r" = 1 Re (f F(rei®)e=in® de)
T 0

En passant a la limite lorsque r tend vers 17, on obtient,

1 T
b, = —Re F(ei®)e~i"® do
T 0

et® _ el®/2 _ cos(8/2) +isin(0/2) _ 1 Zcotan(G/Z)
el — 1  olfl2 _ g-i0l2 2isin(8/2) T2 2

T T
lim / F(rei®)e~"® do = f F(e!®)e~"® do
0 0

On rappelle que

De plus,

donc

F(e'®) = \/Eexp (—% cotan g)

" i S
b, = - Re exp( inf — 5 cotan = ) dt
0

Par changement de variable t = 6/2, on obtient

b, = ( exp( —2int — = cotan t) dt)
3

2

Par conséquent,

B

:l
m

~

elexp|—2int — = cotan t)) dt

5 a5

\&)

e <exp (2mt + = cotan t)) dt
H

(/ exp (Zint + L cotan t) dt)
0 2

~

o\_‘o\_‘

[\ 9]
I

R

[¢]
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|bn| =

(f exp (Zlnt + 5 cotan t) dt)
:

/ exp 21nt + 5 cotan t) dt

oI

I/\

exp 21nt + 5 cotan t)‘ dt

[
L -

Pour tout t € ]O, g[,

1
u,(t) =2nt + > cotan(t)

1
u,(t) =2n—
" 2sin®t
(t) _ cost >0
sin® ¢t

Ainsi uy, est strictement croissante et s’annule en T,, = arcsin 7 On en déduit le tableau de variation suivant :
24/n

t 0 T, g
uy(t) + +
4n -1
uy (1) 0 .
o

+o0 nm

Upn(t) \ /
up(Ty)

14.a u;, est continue et strictement croissante sur ]0, T, ] et

3
—0 = 1i(1)nu’n < —n* <uy(T,) =0

donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiares, il existe un unique o, €]0, T, [ tel que uy(a,) = —
De méme, u,, est continue et strictement croissante sur [T, 7t/2][ et

, 3 4n . ,
uy(T,)=0<n+ <n< = limuy,

3
donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiares, il existe un unique §,, €]T,,, /2[ tel que u;,(8,) = n4.
14.b Comme u,(3,,) =0

1
S =2n
sin“ 3,
Ainsi 5
1 1
Up(Ba)? = o Bn _ - ( —— 1) = 4n2(2n—1) = 813 — 4n* > 4n’
sin® B,  sin” B, \sin“f,

3
Comme uj, est psoitive, un(f8,,) > 2nz.

http://1garcin.github.io 5


http://lgarcin.github.io

MP Dumont d’Urville

© Laurent Garcin

14.c On vérifie aisément que u}, est décroissante sur |0, 3,,]. Ainsi
3
Vt € [ay, Bpl, un(t) 2 up(Bp) > 2n2

D’apres I’inégalité des accroissements finis,

3 3
2n4 = up(B,) — up(ay) 2 2n2(B, — ay,)
puis
6;1 —ap = 3
na
15.a Par inégalité triangulaire,
1
|Kn| Sﬁn_o‘n < 3
na
15.b On intégre par parties
z 3 i it (B) 3
L,= [ ,1 eiun(r)]2 f ’ —.u,”(t)zeiun(t) d= 2 emn3n / ’ —.u,"(t)zeiunm dt
iup(t) 6 g, iun(t) (4n —1)i in: 6, iup(t)
Par inégalité triangulaire,
21 [ oul 21 115 2
L gt [ e e S o) =
4n-1 3 6, un(t) 4n-1 na un(t) 6 na
15.¢ En raisonnant de la méme maniére, on obtient

2

|Jn| < 3

na

15.d Par inégalité triangulaire,
5
Lyl = [T + Ky + Ly| < | + [Ky| + [Ly| < e
n4

Puisque | Re(Z)| < |Z|, on obtient a nouveau par inégalité triangulaire,

/e 5 10y
b < —— =5 =—3
na4 Th4
On vérifie aisément que
vx€]l-1,1[, A —x)*F'(x) + F(x) =0
17.a On sait que le rayon de convergence de la série enticre Z b,x" vaut 1. Ainsi
+o0o0 +0o0
vx e]l-1,1[, F'(x) = Z nb,x"! = Z(n + )by x"
n=1 n=0

+00 +00 +00 +0o0
Vx €]-1,1[, 1 — x)?F'(x) + F(x) = Z(n + b, x"—2 Z nb,x" + z nb,x"*! + z b,x"
n=0 n=1 n=0 n=0
+o00 +o0 +00 +oo
= Z(n + )by, x" =2 Z nb,x" + Z(n —1b,_;x" + Z b,x"
n=0 n=1 n=1 n=0

+00
=by+by+ ), [(n+ Dby — (2n = Dby, + (n — Db,y ] x" =0

n=1

Par unicité du développement en série entiere
vneN*, (n+1)b,,, —2n—-1)b,+(n—1)b,_; =0

En posant ¢,, = nb,,, on a donc bien
1
Vn e N*, ¢cp1 = <2 — Z)cn —Cp
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17.b On obtient
1 1 19 151
COZO 01=b1=—1 C2=—1 C3=—— C4=— Cszi C6=m

17.¢c Sic, = 0, alors ¢, et c,_; sont opposés. Si 'un des deux est nul, les deux sont nuls. La relation de récurrence
permet alors de montrer que Vk € [1, n], ¢, = 0 ce qui est faux. Ainsi ¢,;1 et ¢,,_; sont non nuls et de signes opposés.

Si la suite (c,) est positive a partir d’un certain rang, (d,,) est décroissante a partir d’un certain rang. Ainsi (d,)
converge ou diverge vers —oo.

Si (d,,) converge, alors la série télescopique Z d,+1 — d,, converge. Ceci signifie que la série Z b,, converge. Comme les
¢, sont positifs a partir d’un certain rang, les b,, €également. On aurait donc convergence de la série Z |b,| mais on a vu
que ce n’était pas le cas.

On en déduit que (d,) diverge vers —oo. Mais dans ce cas, ¢,41 — ¢, = dy4; < —1 a partir d’un certain rang N donc
¢n < ey — N pour n > N et (¢,) diverge vers —oo. Ceci contredit le fait que (c,,) est positive & partir d’un certain rang.

19.a Remarquons déja que n > 2 de sorte que 6,, > 6, = 4 car ¢;, c,, c3 sont négatifs et ¢, est positif.
Comme 7 est pair, ¢g, > 0 et

1
Co,+1 — Co, = <1 - e—)cen —Cg,-1 = —Co,—1

n

Par définition de la suite (8,,), cg,—; < 0 donc cg 4 > cg,. Ainsi
0<cg, <Cy,+1
Par définition de la suite (8,,), cg,,,—1 > O et

1

Cen+1—2 - Cen+1—1 = (1 - 3]

] — 1) Copi1—1 ~ Copi

Orcg,,, <0,1— > 0car 6,41 >0, >4etcg,, 1 >0donccg,,,_» —Cg,,,—1 > 0. Ainsi

1

Bpr1—1
Cons1-2 > Copyy-1 >0

Commecg,,, 5 > 0,8,,1—2 > 6,,. De plus, on ne peut avoir 8,,,; —2 = 6, car cela contredirait les inégalités précédentes.
Ainsi 6,,; — 6, > 3.
19.b On rappelle que dp,; —dp = —%p < 0 pour p € U,, donc (d),) est décroissante sur Uy,.
19.c On a vu plus haut que
Cop+1 ~ Cop > 0>Co, 11— Copyy—2

c’est-a-dire
dg,+1>0>dg,, 1

Ainsi (dp) prend des valeurs positives et négatives sur U,. Comme (d}) est décroissante sur Uy, (d,) = (¢, — ¢p_1) sera
d’abord positive puis négative. Ainsi (cp) sera d’abord croissante puis décroissante.

19.d Remarquons que, par décroissance de (dp) sur U,

q
Cq—Cp= Z de(q_p)dq

k=p+1
donc c c
q p > dq
q—Dp
De méme,
r
Cr—C = z dp <(q- p)dq+1
k=q+1
donc c—c
r—%q
<d
r—q - q+1

c
Ordgy —dg = Eq < 0car 0, <q<8,1. Onen déduit que dg,, > d, puis que

Cg—¢C ¢ —c
a” q
q—7p r—q

Ceci signifie que la suite (c,,) est strictement concave sur U,,.
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19.e On prouverait de méme que, pour » impair, (c,,) est décroissante puis croissante et qu’elle est strictement convexe.

20.a Par décroissance de (d,) sur Uy,
On+h
Copsh — Copm1 = 2, di < (h+1)dg,
k=0,

Or cy,—1 < 0 par définition de la suite (6,,) donc
Co,+h < (l’l + 1)den

20.b D’apres la question précédente, pour tout k € [0, — 1]

Co,+k < (k + l)den < (k + l)den
6,+k~ ©6,+k ~ 0,

c
On rappelle que dpq —dp = —Ep donc

(k + l)den
o,k = doytkss < ——g
n

Par télescopage,
= ' (k+1)ds,

z d6n+k - d6n+k+1 < Z 2
k=0 k=0 h

ou encore
h(h + 1)de,
dg, — dg,+h < .
n

puis
h(h +1)
dopon 2 e, (1- 552
20.c Puisque n est pair, les ¢, pour p € U, sont positifs. Ainsi M, = m%x Cp- En particulier, ¢, > ¢, 41 1€ dgy, 41 < 0.
PEUn

En prenant h = w,, + 1 — 6,, dans I’inégalité précédente, on obtient

dq, (1_ (wn+1—e,;)e(wn+2—en)> <dy 1 <0
n

Comme den >0,
1 (0, +1-6,)(w, +2-6,)
26,

<0

Oou encore
20, < (0, +1—=0,)(w, +2-196,) < (0, +2—186,)?

On en déduit que
w, >0, +420, -2

20.d On constate que
en+1_en2wn_enZ Zen_2

Comme (8,,) est une suite strictement croissante d’entiers, elle diverge vers +oo. Par minoration,

lim 6n+1 - en =+
n—+oo

http://1garcin.github.io 8


http://lgarcin.github.io

