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Exercice 1 ★★ E3A MP 2021

Soient 𝑛 un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E un espace euclidien de dimension 𝑛 dont le produit
scalaire est noté (⋅ ∣ ⋅) et la norme ‖ ⋅ ‖. On note IdE l’endomorphisme identité de E et θ l’endomorphisme
nul de E.

1. Soit 𝑓 un endomorphisme auto-adjoint de E que l’on suppose non inversible et non nul.

a. Citer le théorème spectral.
b. Montrer que 0 est valeur propre de 𝑓 et que 𝑓 admet au moins une valeur propre non nulle.
c. Montrer que les sous-espaces Ker(𝑓) et Im(𝑓) sont orthogonaux. Sont-ils supplémentaires? On jus-

tifiera la réponse.

On suppose désormais et jusqu’à la fin de l’exercice que 𝑓 admet exactement 𝑘+1 valeurs propres deux
à deux distinctes (λ𝑗)𝑗∈[0,𝑘] avec 𝑘 ≥ 1, λ0 = 0 et 0 < |λ1| ≤ … ≤ |λ𝑘|. Pour tout 𝑗 ∈ ⟦0, 𝑘⟧, on note E𝑗
le sous-espace propre associé à la valeur propre λ𝑗 et 𝑝𝑗 le projecteur orthogonal sur E𝑗.

d. Montrer que IdE =
𝑘
∑
𝑗=0

𝑝𝑗.

e. Prouver que l’on a pour tout couple (𝑖, 𝑗) ∈ [0, 𝑘]2 tels que 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑝𝑖 ∘ 𝑝𝑗 = θ.

f. Démontrer que : 𝑓 =
𝑘
∑
𝑗=0

λ𝑗𝑝𝑗.

g. Soit 𝑝 le projecteur orthogonal sur Im(𝑓). Montrer que l’on a : 𝑝 =
𝑘
∑
𝑗=1

𝑝𝑗.

On note alors 𝑓I l’endomorphisme de E défini par : 𝑓I =
𝑘
∑
𝑗=1

1
λ𝑗
𝑝𝑗, appelé inverse généralisé de 𝑓.

2. Quelques propriétés de l’inverse généralisé.

a. Montrer que l’on a : 𝑓 ∘ 𝑓I = 𝑝. En déduire que :

∀(𝑥, 𝑦) ∈ E2, 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑦) ⟺ 𝑥 − 𝑓I(𝑦) ∈ Ker(𝑓)

b. Soit 𝑦 un vecteur de E. Montrer que l’on a :

∀𝑥 ∈ E, ‖𝑓(𝑥) − 𝑦‖ = inf
𝑧∈E

‖𝑓(𝑧) − 𝑦‖ ⟺ 𝑥 − 𝑓I(𝑦) ∈ Ker(𝑓)

3. Application à un exemple.
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a. On prend E un espace euclidien de dimension 4 et ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) une base orthonormale de E.

Soit 𝑓 l’endomorphisme de E dont la matrice dans ℬ est A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 3 0
0 −1 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

b. Justifier que 𝑓 est un endomorphisme auto-adjoint, non nul et non inversible.
c. Montrer que 2 est valeur propre double de la matrice A.
d. En déduire que 𝑓 admet exactement 3 valeurs propres : λ0 < λ1 < λ2.
e. On note pour tout 𝑗 ∈ ⟦0, 2⟧, M𝑗 la matrice de 𝑝𝑗 dans la base ℬ.
f. Justifier que l’on peut écrire A sous la forme : A = 2M1 + 4M2.
g. Montrer que E2 est de dimension 1 et déterminer un vecteur 𝑣2 de E2 tel que ‖𝑣2‖ = 1.
h. Démontrer que : ∀𝑥 ∈ E, 𝑝2(𝑥) = (𝑥 ∣ 𝑣2)𝑣2.
i. Déterminer la matrice M2.

4. En déduire la matrice associée à 𝑓I relativement à la base ℬ.

Exercice 2 ★★ E3A MP 2019 Maths I

On se propose de déterminer toutes les fonctions 𝑓 solutions du problème (𝒫) suivant :

(i) 𝑓 est continue sur ℝ

(ii) (E1)∶ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 1 −∫
𝑥

0
(𝑡 + 𝑥)𝑓(𝑥 − 𝑡) d𝑡.

Pour toute fonction 𝑓 continue sur ℝ, on pose F(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑓(𝑡) d𝑡.

1. Soit 𝑓 une fonction continue sur ℝ.

a. Justifier que F est de classe C1 sur ℝ.
b. Montrer que si 𝑓 vérifie (E1), alors 𝑓 est de classe 𝒞1 sur ℝ.

2. Démontrer que 𝑓 est solution de (𝒫) si et seulement si elle est solution du problème (𝒫1) suivant :

(i) 𝑓 est de classe 𝒞1 sur ℝ ;

(ii) ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) + 𝑥𝑓(𝑥) + 2∫
𝑥

0
𝑓(𝑢) d𝑢 = 0 ;

(iii) 𝑓(0) = 1.

3. En déduire que 𝑓 est solution de (𝒫) si et seulement si F est solution du problème (𝒫2) suivant :

(i) F est de classe 𝒞2 sur ℝ ;
(ii) ∀𝑥 ∈ ℝ, F″(𝑥) + 𝑥F′(𝑥) + 2F(𝑥) = 0 ;
(iii) F′(0) = 1.

4. On suppose qu’il existe une fonctionH développable en série entière surℝ,H(𝑥) =
+∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛, vérifiant :

(i) ∀𝑥 ∈ ℝ, H″(𝑥) + 𝑥H′(𝑥) + 2H(𝑥) = 0
(ii) H′(0) = 1 ;
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(iii) H(0) = 0.

a. Prouver que l’on a : 𝑎0 = 0, 𝑎1 = 1 et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑛+2 = −
𝑎𝑛
𝑛 + 1 .

b. En déduire une expression de H(𝑥) pour tout 𝑥 réel à l’aide de fonctions usuelles.

5. Déterminer alors l’ensemble des solutions du problème (𝒫).

http://lgarcin.github.io 3

http://lgarcin.github.io

