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DEVOIR A LA MAISON N°20

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1 — D’apres Centrale MP Maths 1 2014

L'objet de ce probléme est 1’étude de certaines fonctions définies sur des espaces de matrices.
Dans tout le probleme, on fixe un entier d € N* et on note M4(IK) I’espace des matrices carrées a coefficients
dans K (K = R ou K = C) de taille d X d. Si i et j sont deux entiers entre 1 et d, on note A; ; le coefficient placé
sur la ligne i et la colonne j dans la matrice A. On rappelle que A° = 1.
On note | - || 1a norme sur K¢ définie par :

Vx = (xq1,...,X%q) € K4, 1%l = lrgia;j | ;]

On note enfin || - || la norme sur M () subordonnée a la norme | - || :
Ax
VA € My(K), |A|| = sup [Ax] oo
xekd\{o} 1%/l
Les parties [[| et [Tl sont indépendantes des parties [Tl et

I Série entiere de matrices

Dans cette partie, on se donne une série entiere Z a,z" de rayon de convergence R strictement positif,
n>0

éventuellement égal a +o0.
l.a Soit n € N. Montrer que ’application A — A" est une fonction continue de My(C) dans Myz(C).
1.b Montrer que pour tout A € My(C) et tout n € N, [|A"|| < ||A[|".

l.c Soit B = {A € M4(C), |A| < R}. Montrer que I’application ¢ : A — @(A) = ‘i" a, A" est définie
et continue sur B. "=
Soit A € My4(R) une matrice non nulle telle que |A|| < R. On note
C[A] ={P(A), P € C[X]}
et on note r = dim C[A].

2.a Justifier que C[A] est une partie fermée de M4(C).
2.b En déduire qu’il existe un unique polynome P € C[X] tel que ¢(A) = P(A) etdegP < r.

0 -1 -1
1
2.c Déterminer ce polyndme lorsque A=| -1 0 -1 |eta, = -y pour toutn € N.
1 1 2

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la série enticre Z a,z" pour qu’il existe P € C[X] tel

n>0
que

VA € My(C), ¢(A) = P(A)
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II Deux applications

@ Premiére application : une formule de trigonométrie matricielle
Pour tout A € M4(R), on pose

+00 +00 A2n+1

cos(A) = Z( 1y 2 (2n)' et sin(A) = Z( V' Gn D)

Montrer que
VA € My4(R), cos(A)? + sin(A)? =1,

On pourra utiliser le fait que si M et N sont deux matrices de My(C) qui commutent, alors
exp(M + N) = exp(M) exp(N)
Seconde application : le théoreme de Cayley-Hamilton
On fixe une matrice A € My(R).

5.a Pour R assez grand, montrer que, pour tout 8 € R, la matrice ReieId — A est inversible dans M4(C) et

que son inverse est la matrice
+o0

(Reie)—l Z (Reie)—nAn
n=0
5.b Montrer que, pour tout n € N* et tout R assez grand, la matrice
1 27
Im (Re®)*(Re®1; — A)~! db
0
vaut A",
5.c On considere le polyndme caractéristique

d
xa(X) = det(A — XIg) = D a; Xk

Montrer que, pour R assez grand :
1 [ . .
Xa(A) = > / Ref%ya(Re®)(Re®I; — A)~! d6
0
5.d En déduire que x(A) est la matrice nulle.
On pourra faire intervenir des comatrices.
III Etude d’une équation fonctionnelle

Soit M € R} U{+oo}et f: | — 0o, M[— R une fonction continue telle que
2

M
V(ey) € -0 3| L 2f Gk ) = F20) + f(29) *
@ Soit oo un nombre strictement inférieur a > et F la primitive de f s’annulant en a. Montrer que pour tous X
M
et y dans ]—oo, ?[, avecy #oa,ona:

F(x +y) — F(x + a) — iF(Zy) + iF(Zoc)
y—a

f@2x)=2

En déduire que la fonction f est de classe C* sur | — oo, M.

Montrer que f” = 0, puis que I’ensemble des solutions continues de 1’équation (k] forme un R-espace
vectoriel, dont on déterminera une base.
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IV Etude d’une autre fonction matricielle

Dans cette partie, on se donne une fonction §: R — R et on définit une fonction fg : My(R) - My(R)
telle que

VA € My(R), fi(A) = (&Ay)))

On se propose de déterminer les fonctions continues §: R — R telles que

1<i,j<d

VA € My(R), Ainversible = f:(A) inversible (A)

@ Déterminer les fonctions continues & vérifiant la condition (a)) lorsque d = 1.

On se place dorénavant dans le cas d > 2.
On se donne une fonction continue & de R dans R vérifiant (A)).

Montrer que

V(a,b,c,d) € R*, ad # bc = £(a)&(d) # &(b)E(c)

aboO--0
cdO -0

On pourra considérer la matrice | ¢ d

Ly

cd
En déduire que la fonction & est injective, puis qu’elle est strictement monotone sur R.
Montrer que la fonction & ne s’annule pas sur R*.

13.a Montrer que si £(0) # 0, alors il existe o > 0 tel que £(0)&(2) = &(1)&(x).
13.b Conclure.

Soitn = £71: I — R la bijection réciproque de la bijection £: R — I. Montrer que 14 ou cela est défini
n(xy)* = n(x*m(?)
On suppose dans cette question que la fonction 7 prend des valeurs strictement positives sur IN]0, +oo|.

15.a Montrer que la fonction f = Inon o exp vérifie I’équation sur un intervalle | — oo, M[, avec M
(éventuellement infini) a préciser en fonction de I’intervalle 1.

15.b En déduire que sur I’intervalle IN]0, +oo[, la fonction 1 est de la forme
n: x> Kjx*

avec deux constantes K; > 0 ety > 0.

15.c Montrer que sur ’intervalle In] — oo, O[, la fonction 7 est de la forme
n: x> Ky(=x)%

avec deux constantes K, < 0 et a, > 0.

15.d Montrer que I = R puis que la fonction 1) est une fonction impaire.

En déduire dans le cas général que, si §: R — R est une fonction continue vérifiant la condition (A)), alors
elle est impaire et sa restriction a R% est de la forme x + CxP avec C # O et § > 0.

Pour A € R, calculer le déterminant de la matrice A; € My(R) ne comportant que des 1 hors de la diagonale
et que des A sur la diagonale.

En déduire toutes les fonctions continues §: R — R vérifiant (A)).
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