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DEVOIR A LA MAISON N°22

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

En développant y; par rapport a sa premiére colonne, on obtient x; = X" — 1. Ainsi Sp(J) = U,, et comme ¥ est scindé
sur C a racines simples, J est diagonalisable sur C.

2im
Posons w = e n de sorte que U, = {wk, k € [0,n — 1])}. On vérifie qu’en posant X = (1, wk, w2, ..., "~Dk),
JX; = w*Xj,. Ainsi X est un vecteur propre associé a la valeur propre w*. Comme J est diagonalisable, (X, ... , X,_;) est

une base de C" formée de vecteurs propres de J.

On a évidemment U, = (1,0, ...,0). De plus,

o, =k—1)+ 1P(X, =k+1) si0<k#n—2

1

PXps1 = k) ={=PX,, =n—1) + =P(X,,, = 1) sik=0

1

EP(Xm:n—2)+§[P’(Xm=0) sik=n-1

1
On en déduit que Uy, ; = AU, en posant A = E(JT + ).

E Les colonnes de J forment une base orthonormée de M, ;(R) (pour le produit scalaire usuel) puisqu’elles forment la
base canonique de M, 1 (R). On en déduit que J est orthogonale. Notamment,J™! = JT. Enposant D = diag(1, , ... ,@"1),

ilexiste P € GL,(C) telle que ] = PDP~!. On en déduit que A = %P(D+D‘1)P‘1 ol %(D+D‘1) = diag(1, cos(2mt/n), ..., cos(2(n—
1)7t/n)). Par conséquent,

Sp(A) = {cos<2k7n, ke[0,n— 1]])}

11 est clair que la valeur propre de A de module maximal est 1. On vérifie aisément qu’un vecteur propre unitaire associé a

cette valeur propre est —(1, ..., 1).
n

Comme la matrice A est symétrique réelle, il existe une base orthonormée (Y, ..., Y,_;) de R" ol Y) est la valeur
n-1

2k
propre associée a la valeur propre A, = cos <Trc> Il existe (g, ... , %p—1) € R™ tel que Uy = Z oy Y. Alors

k=0
n-1
Up = A"Up = D) gAY — Yo
k=0 n—>+o00

car A\g = let|A| < 1pourk € [1,n—1]. Or ayY, est le projeté orthogonal de Uy, = (1,0, ...,0) sur vect(Yy) ou
1
YO = —

Jn

(1, ..., 1) est unitaire de sorte que

1
apYp = <UO,Y0>Y() = E(l, s 1)

1
En résumé, (U,,,) converge vers Z(l, s 1)
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E Tout d’abord, B,, n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R) puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.

Notons ¢; : M € M,(R) — Zn: M;jetd;: M€ My(R)et§ ;1 M€ M,(R) = M, ;. Ces applications sont clairement
des formes linéaires. De plus,J -
Vie[1,n], ¢;(M)=1
MEe B, < vjelln], $;M) =1
v, j) € [Ln]?, &;(M) 20
Soient (M, N) € B2 et A € [0,1]. Alors pour tout (i, j) € [1, n]?,

@AM + (1 = V)N) = Ap;(M) + (1 —Vp;(N) =1 +1 -4 =1
$(AM + (1 = YN) = Ap(M) + (1 = DPp;(N) =A+1 -2 =1

Ainsi AM + (1 — A)N € B,,. On en déduit que B,, est convexe.
B,, est bornée puisqu’une matrice bistochastique est clairement a valeurs dans [0, 1]. Enfin,

By = (ﬂ @{1({1})) n (ﬂ q)j—l({l})) n < ﬂ gz}(ﬂh))
i=1 j=1

(i.p)elLn]?

Or les applications ¢;, P et &, j sont continues car linéaires sur M,(R) qui est de dimension finie. Donc les images réci-
proques des fermés {1} et R, par ces applications sont des fermés. Enfin, B,, est fermé comme intersection de fermés.
Comme M, (R) est de dimension finie, B,, est compact en tant que fermé borné.

On vérifie aisément que %, C B,,. On laisse le lecteur vérifié que, pour (o,7) € S3, MgM,; = M,.. Notamment,
MoMg-1 = My = I,,. Ainsi &, C GL,(R). Enfin, %, est un sous-groupe de GL,,(R) en tant qu’image du morphisme de
groupes 0 € S,, = M.

Soit g € S,,. Comme S,, est un groupe d’ordre fini, o est également d’ordre fini. Notons p cet ordre. Alors (M4)P = Mgp =
Mj4 = I,,. Ainsi le polyndme XP — 1 annule M. Comme ce polyndme est simplement scindé sur C, M est diagonalisable
sur C.

Enfin, %, n’est évidemment pas convexe. En effet, si on prend deux matrices de permutation M et N distinctes, %(M +N)

possedera des coefficients égaux a 1/2 (prendre I,, et J par exemple).

Soit A € %,. Supposons qu’il existe A €]0,1[ et (M, N) € B2 tel que A = AM + (1 — A)N. Soit i € [1, n]]z. On sait
alors qu’il existe un unique j € [1, n]? tel que A; j = 1. De plus,

MA; ;=M )+ (1 =1)(A;;—N;j) =0

Les deux termes de cette somme sont positis puisque A; j = 1 et M et N sont a coefficients dans [0, 1]. Ces deux termes
sont donc nuls. Comme A et 1 — A ne sont pas nuls, M; j = N; ; = A; ; = 1. Comme la somme des coefficients de la ligne
ide M et N vaut 1, les autres coefficients de cette ligne sont nuls dans M et N. Ainsi les lignes i de A, M et N sont égales.
Ceci étant vrai pour tout i € [1,n], A=M =N.

Les matrices de 2, sont donc bien extrémales dans B,,.

9]

Notons m le plus petit des coefficients A;, j, et A, ., pour k € [1,r]. Remarquons que A — mB et A + mB sont
alors a coefficients positifs. De plus, les sommes des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne de B sont nulles
donc les sommes des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne de A — mB et A + mB valent 1. Ainsi A — mB et

1 1
A + mB sont bistochastiques. Comme A = E(A — mB) + E(A + mB), A n’est pas extrémale dans B,,.

Soit M une matrice extraite de A a p ligne et q colonnes avec p+q = n+ 1. Comme le caractere bistochastique d’une
matrice est invariant par permutation des lignes ou des colonnes, on peut supposer que M est constituée des p premieres
lignes et des g premieres colonnes de A. Supposons que M = 0. Alors

n
vie[Lpl, D, Ay=1
J=q+1

donc, en sommant,
n

2 2 Ay=p

i=1 j=q+1
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Or en intervertissant les sommes

p n n p n n
2 2 A= 2 DAS 2 A=n—4q
i=1 j=q+1 j=q+1i=1 Jj=q+1i=1

Ainsi p < n—q,cequicontredit p+q=n+1.
D’apres le résultat admis, M admet un chemin strictement positif.

Si Ay = 1, alors Ag(jy,; = 1 pour tout j € [1,n]. Par bistochasticité de A, on a alors A; ; = &; 5(;) pour tout
i) el n]]2 ou encore A = M. Mais A n’est pas une matrice de permutation donc Ay # 1 et A est bien définie.

A ;> 0.

Py L) 1
* Sii# o)), alors (M) = T—5-Awj 2

Ao
* Sii=o(j), alors

1
(Ao)i,j = m(Ac(j),j —2) >0

Ainsi A est a coefficients positifs.
Par linéarité de ¢; et ;, pour tout (i, j) € [[1, n]]z,

1
1-2

B80) = T ()~ A (M)) = = (1 = 20) =1

@ilA0) = T3 (@A) = Ao@i(Mo)) = T3 (1= 20) = 1

On en déduit que A est bien bistochastique.
On note jo un indice tel que Ay = Ag(jy),jo- Soit (i, j) € [1,n]° tel que A;;j = 0. Nécessairement, i # o(j) donc

(Ao)ij = S
coefficient nul de plus que A.

1 - N
A;j = 0. Enfin, Aggjp).jo > 0 et (Ao)s(jp)jo = m(Ac(jo),jo — Xp) = 0. Ainsi A, posséde un

On raisonne par récurrence sur le nombre de coefficients non nuls d’'une matrice bistochastique. L’hypothese de
récurrence est donc la suivante :

HR(k) : si A € B,, possede au plus k coefficients non nuls, alors A s’écrit comme une combinaison convexe
de matrices de permutation a coefficients strictement positifs.

Soit A € B,, comportant au plus n coefficients non nuls. Comme chaque ligne de A comporte au moins un coefficient non
nul (puisque la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1), A posseéde en fait exactement un coefficient non nul par
ligne. Ce coefficient vaut alors 1 et il est alors clair que A est une matrice de permutation. Ainsi HR(n) est vraie.

Supposons que HR(k) soit vraie pour un certain k > n. Soit alors A € B,, possédant au plus k + 1 coefficients non nuls.
Si A est une matrice de permutation, il n’y a rien a prouver. Sinon, on peut définir A, comme précédemment. A, possede

alors au moins un coefficient non nul de moins que A. D’aprés HR(k), il existe des réels oy, ... , g strictement positifs et
N
de somme 1 ainsi que des matrices de permutations My, ..., My tels que Ay = Z a;M;. De plus,
i=1

A = (1 - )\’O)AO + )\’OMC

En posant My = Mg et A, = (1 — Ag)o > 0 (car Ay < 1),

De plus,

N

N
Dhi=A+0-29) ) oy=1

i=0 i=1
Ainsi HR(k + 1) est vraie.
En conclusion, HR(k) est vraie pour tout k € N (en fait n < k < n?).

B, est fini (puisque isomorphe a S,,). Ainsi ¢ possede un minimum (et a fortiori une borne inférieure sur %,). Posons
my; = min e(M).
1= o Z o(M)
On sait également que B,, est compact et que ¢ est continue (en tant que forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension
finie). Ainsi ¢ posseéde également un minimum (et donc une borne inférieure sur 3,,). Posons m, = Mmig o(M).
€3y,
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Puisque B, C B,,, m, < m;. Soit A € B, telle que ¢(A) = m,. D’apres la question précédente, il existe des réels Ay, ... , Ag

N
strictement positifs et de somme 1 ainsi que des matrices de permutation My, ... , M tels que A = Z AM;. Alors
i=0

N N
m, = o(A) = ) LMy > D Agmy = my
i=0 i=0
Par conséquent m, = m; et le minimum de ¢ sur B,, est atteint sur 5.

Soit (A, P, Q) € M;,(R) X O,(R)2. Alors

IPAQ|* = ((PAQ)TPAQ) = (QTAPTPAQ) = r(QTATAQ) = w(ATAQQ") = t(ATA) = |A|?

D’aprés le théoréme spectral, il existe (Qa, Qg) € 0,(R)? et deux matrices diagonales réelles D, et Dy telles que
A =QupD AQX etB = QBDBQE. D’apres la question précédente,

IA —B|*> = |QA(A - B)Qz|* = [DAQAQE — QADg[* = [DAP — PDg|?
en posant P = Q1 Qg. Comme O,(R) est un groupe, P € O,(R).

Les colonnes et les lignes de P sont unitaires pour le produit scalaire usuel de R" ce qui prouve que R est bistochas-
tique.

Remarquons que D, = diag(A,(A), ..., A,(A)) et Dy = diag(A,(B), ..., 1,,(B)). De plus, pour toute matrice M € M, (R)?,
IMJ>= >} MZ;. Donc

1<i,j<n

IA=BJ?= D, (DAP-PDp)};j= >, WM(AP;—A4BR)*= >, R;j&(A)—N(B))?

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

L application p : M € M,(R) — Z M; ;(A(A)— }Lj(B))Z est une forme linéaire. D’apres la question , comme
1<i,j<n
B est bistochastique,

1A = BII” = ¢(R) 2 ming = min¢ = min (M)
n n oeSy,

Mais par ailleurs, pour ¢ € S,

eMg) = D, Mo j(A(A) —AB) = D) 8 o(n(Mi(A) — (B = X (Ao(jy(A) — 4(B))?
j=1

1<i,j<n 1<i,j<n
On en déduit le résultat demandé.

On peut sans perte de généralité supposer que les a; et les b; sont déja rangés par ordre croissant. Soit (X,Y) € V2
tel que X ~ P, et Y ~ P,. D’apres la formule de transfert appliquée au couple (X, Y),

EX-Y)= >, (a-byP(XY) = (ab))

1<i,j<n

Pour tout (i, j) € [1, n]?

n

1
; P(X.Y) = (a5, by) =PX = a)) =

n
1
2 PXY) = (@, b)) =P(Y=b) =
i=1
On en déduit que la matrice R = (nP((X,Y) = (a;, b))
montre que

1<i,j<n est bistochastique. Comme a la question précédente, on

1 n
E(X-Y)») > - mi iy — bi)?
(« ))_ngyggljzﬂ(aco) )

Notons m ce minimum. L’inégalité précédente montre que d(P;, P,) est bien définie et que d?(P;, P,) >
n
Motrons que m est atteint en ¢ = Id. Pour cela, posons f(c) = Z(ac( ) — b)?. Remarquons que la seule permutation
J=1

s13
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croissante de [1, n] est Id. Soit o € S,, telle que o # Id. Il existe alors (i, j) € [[1, n]* tel que i < jeta(i) > o(j). Notons
alors 7 la transposition (o(i), a(j)). Alors

f(te o) — f(0) = (aga) — by)* + (ag(jy — b)* — (as(j) — b)* + (asqy — bi)* = 2(aq(jy — o)) (bj — b)) < 0

n

On en déduit que m est bien atteint en o = Id et ainsi m = Z(aj - bj)z.
j=1
On suppose alors qu’il existe un couple de variables aléatoires (X, Y) sur (Q, A, P) tel que

.. 2 5i,]
V(l’ .]) € [[1,1’1]] ) P((X9Y) = (ai’bj)) = 7

REMARQUE. Malheureusement, rien ne garantit I’existence d’un tel couple. Il y a probablement un probléme dans
I’énoncé.

On vérifie alors que les lois marginales de X et Y suivent bien les lois P; et P, respectivement. De plus, E((X — Y)?) = n

par formule de transfert. On a donc bien

m_ 1<
d*(P, By) = Pl D (aj—by)?
j=1

Avec la question précédente, on a également,

n
nd*(P,Py) < Y (a; — by)?
j=1
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