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DEVOIR A LA MAISON N°22

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

Remarquons que dans la définition d’un noyau reproduisant la troisiéme condition entraine automatiquement la seconde.
En effet, d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

V(DI = 1F ] = Kk, O < Nk IF

et la forme linéaire V, est alors continue par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.

Soit x € F*. Alors pour tout y € F,
(u(x),y) = (x,u(y)) =0

car x € Ft et u(y) € u(F) C F. Ainsi u(x) € F! : FL est donc stable par wu.
Par bilinéarité du produit scalire et linéarité de u, pour tout t € R,
@(1) = cos>(E)(u(xo), Xo) + sin*()(u(y), y) + sin(t) cos(£) ((u(xo), y) + (xo, u(»)))
Comme cos et sin sont de classe C', ¢ ’est également par opérations.
Par bilinéarité du produit scalaire,
[Y(®)]> = cos? t]|xo|? + 2 cos t sin t(xg, y) + sin® t||y||> = cos?® t + sin®t = 1

car [xol = [lyll = 1 et xo L y. Ainsi [[y(6)]| = 1.
Remarquons que y(0) = X, et que y est a valeurs dans {x € F, |x| = 1}. Par définition de u,, ¢(t) < @(0) pour tout
t € R. Ainsi ¢ admet un maximum en 0 de sorte que ¢'(0) = 0.

E D’apres la question @,
vVt € R, ¢'(t) = —2cos(t) sin(t){u(xg), xo) + 2 sin(t) cos(t){u(y), y) + cos(2t) (u(xy), y) + (xg, u(y)))
Notamment, ¢’ (0) = (u(xy), ) + (xg, u(¥)) = 2{u(xy), y). Or ¢'(0) = 0 donc u(xy) L y.

Par bilinéarité du produit scalaire, on peut en fait montrer que pour tout vecteur y € F (pas nécessairement unitaire)
orthogonal a X, u(x,) est également orthogonal a y. Mais comme u est auto-adjoint ceci équivaut xy L u(y).

Comme F est stable par u, on peut considérer I’endomorphisme ug de F induit par u. Ce qui précéde montre que vect(x,)*
(orthogonal dans F) est stable par up. Mais comme up est encore auto-adjoint, (vect(xy)*)* (orthogonal dans F 2 nouveau)
est encore stable par up. Comme vect(x,) est de dimension finie, (vect(xy)*)* = vect(x,). Ainsi vect(x,) est stable par
Ug. Xq est donc un vecteur propre de ug et donc de u.

@ La courbe de kg est composée du segment de droite reliant le point (0, 0) au point (s, s(1 — s)) et du segment de droite
reliant le point (s, s(1 — s)) au point (1, 0).

Remarquons que K(s, t) = min(s, £)(1 — max(s, t)). Or pout tout (¢,s) € [0,1]?,

S+t—|s—t

sinte = Sl
2

S+t+|s—t

s = SHLHB=1

Ainsi par continuité de la valeur absolue, (s, t) + min(s, t) et (s, t) — max(s, t) sont continues sur [0, 1]? puis K également.
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T est clairement linéaire. Soit f € E. Via la relation de Chasles,

N 1
vs € [0,1], T(f)(s)z(l—s)f 10 dt+s/ (1= 0)f(t) dt
0 s

D’aprés le théoréme fondamental de 1’analyse, T(f) est continue (et méme de classe C!) sur [0,1]. Ainsi T est bien a
valeurs dans E. Finalement, T est bien un endomorphisme de E.
D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Vs € [0,1], [T(f)(S)] < [k

Comme K est continue sur le compact [0, 1]2, il existe M tel que |K(s, t)| < M pour tout (s, t) € [0,1]%. Ainsi

1 1
lkes? = f ks(t)* dt = f K(s,£)* dt < M?
0 0

puis | kg|| < M. Ainsi
Vs € [0,1], [T(f)()] < M|f]l

puis
1
ITCHI? = f T(f)(s)* dt < M?||f||?
0

puis [T()l £ M|f|- Lendomorphisme T est donc continu par caractérisation de la continuité pour les applications
linéaires.

@ Soit k € N. En exploitant a nouveau la relation de Chasles
s 1
¥s € 10.1], T = (=) [ tpu®) dt-ts [ (=00
0 N

N 1
=(1—s)f th+1 dt+sf (1 — o)tk dt
0 S

_(1 S) Sk+2 s 1 1 Sk+1 N Sk+2

- k+2 k+1 k+2 k+1 k+2

B Sk+2 Sk+3 N s s Sk+2 N Sk+3

T k+2 k+2 k+1 k+2 k+1 k+2
k+2

S S
=TT Dk+2) T+ Dk+2)

S W ¥ S —
BT () LA SV TP L
1

1
“k+DkTD Pis2 + TR p1 € F. Comme (py)ren est une base de F, F est stable par

Finalement, T(py) =

I’endomorphisme T.

Pourtoutk € N,

1 1
T "_ _ " [
R () () LS (e () L
Par linéarité de T et de la dérivation et comme (py)xen est une base de F, T(p)” = —p pour tout p € F.

k, et k; sont clairement nulles sur [0, 1]. On en déduit que T(f)(0) = T(f)(1) = 0.

Soit f € E. On rappelle que
s 1
Vs € [0,1], T(f)(s) =1 — s)f tf(t) dt + sf A -0f@) dt
0 s

Le théoréme fondamental de 1’analyse garantit que T(f) est de classe C! et que

N 1 N 1
Vs € [0,1], T(f)'(s) = —/ tf(t) dt+(1—s)sf(s)+/ A=) f@) dt—s(1—s)f(s) = —/ tf(t) dt+f A-t)f(t) dt
N 0 N

0

Le théoréme fondamental de 1’analyse garantit 2 nouveau que T(f)’ est de classe C! i.e. T(f) est de classe G2 et que
Vs € [0,1], T(f)"(s) = —sf(s) — (A — 9)f(s) = —f(s)
Ainsi T(f)" = —f.
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Soit f € KerT. Alors T(f) = O puis f = —T(f)" = 0. Ainsi Ker T = {0} et T est injectif.

Notons G le sous-espace vectoriel de E des fonctions de classe €2 s’annulant en 0 et 1. D’apres les questionset
ImT C G. Réciproquement, soitg € G. La questionmontre que le seul antécédent de g ne peut étre que —g”. Vérifions-
le. Posons h = T(—g") — g. Toujours d’apres la question hest de classe G2 et h” = T(-g")" —g" =g" —g" = Og.
Ainsi h est affine. Mais comme h(0) = h(1) = 0, hestnulle i.e. g = T(—g") € ImT.

Par double inclusion, ImT = G.

OnaT(f) = Af. Comme A # 0, f = %T(f) donc f est de classe 2. On peut alors affirmer que T(f)” = Af” i.e.
Af' = —f.

Comme Ker T = {0g}, 0 n’est pas valeur propre de T. Soit alors une valeur propre non nulle de T. Alors il existe
f € E non nulle telle que f” + ;L f = 0 d’apres la question précédente.

Supposons A < 0. I existe alors (A,B) € R? tel que f(x) = Ach(x/\/—_l) + Bsh(x/\/—_la) pour x € [0,1]. Comme
f) = %T(f)(o) = 0, A = 0. Pour la méme raison, f(1) = 0 donc B = 0. Ceci est impossible puisque f n’est pas nulle
en tant que vecteur propre.

Supposons A > 0. Il existe alors (A,B) € R? tel que f(x) = Acos(x/ﬁ) + Bsin(x/\/ﬁ) pour x € [0,1]. Comme
f@) = }lLT(f)(O) = 0, A = 0. Comme f n’est pas nulle, B # 0. Mais f(1) = 0 donc il existe k € N* tel que % =kn
-1 '

T k2m?

Posons Ay =

ie A

1
o Montrons que A, est effectivement valeur propre de T et déterminons son sous-espace propre associé
Ej. Ce qui précéde montre déja que Ej, C vect(fi) avec fi : t — sin(kmt). Il suffit donc maintenant de prouver que T(f;) =
A fie pour affirmer que Ay, est effectivement valeur propre de T et que Ex = vect(fy). On sait que T(fi)" = —fi = Arfy

donc T(fi) — A fi est affine. Comme cette fonction s’annule en 0 et 1, elle est nulle i.e. T(f) = Ay fi.

1
Pour conclure, Sp(T) = { ke N*} et pour tout k € N*, le sous-espace propre associé a la valeur propre ) estla

k22’
droite engendré par t — sin(kmnt).

Soit (f,g) € E2. Alors
1
mn9=fnm%mm

0
D’apres la question T(f) et —T(g)’ sont de classe C' de dérivées respectives T(f)’ et g. Ainsi par intégration par parties

1
(T(f), &) = = [THOTE) ()] + f T(f) (OT(g)'(¢) dt

0
Or T(f)(0) = T(f)(1) = 0 donc
1
a0 = [ YO a
0
Mais T(f)' et T(g) sont de classe C! de dérivées respectives — f et T(g)’' donc par intégration par parties

1
(T(f), &) = = [T(N) (OO, + f FOT(Q)(t) dt
0

A nouveau, T(g)(0) = T(g)(1) = 0 donc
1
mn9=fﬂmwmm=mnm
0

Supposons H # {0g}. D’aprés le résultat admis par I’énoncé, il existe f € H telle que ||f|| = 1 et (T(f), f) =

sup (T(h), h). Il est clair que G est stable par T puisque tous les g sont des vecteurs propres de T. Mais alors H = G*
heH, |h|=1
est également stable par T d’apres la question (I} D’apres la question [3} f est alors un vecteur propre de T. On en déduit

que f € G. Ainsi f € Gn Gt = {0g}, ce qui est absurde car f est unitaire. On en déduit que H = {0g}.

Soit (k, £) € (N*)2. Alors

1 1
(8> 8p) = Zf sin(k7tt) sin(émt) dt = / (cos((k — €)mt) — cos((k + €)mt)) dt
0 0
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Sik=¢,
1

k+¢

(8k-8e) = 1— [sin((k + &)nt)], = 1

Sik #¢,

(882 = 1 [sin((k — OOy — 5 lsin((k + n)] =0

Par conséquent, (g )ken+ est bien une famille orthonormale.

Pour tout k € N*,

1 )
[ostrosom = KL8g.,

Or gkl = Vaet d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, [(f, gi)| < [Ifllgell = IIf]| puisque les g sont unitaires. On en
déduit que pour tout k € N*
V2if|

1
|emtr a0 < T

La série de fonctions Z

keN*
® de cette série est donc également continue sur [0, 1].

1
m( f» 8k)8) converge donc normalement sur [0, 1]. Comme les g; sont continues, la somme

o 1
Comme les g sont des vecteurs propres de T associés aux valeurs propres ———

k2m2’

N N
T(f) = D (> 80T@) = 2, #(ﬁgkmk
k=1 k=1

1
On a prouvé la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions Z m( f81)8x vers @ a la question
keN*
précédente. Ceci signifie que lim | T(fy) — @l = O.
N-+o0

Or pour tout h € E,

1 1

e = [ her acs [ 1Ak o =
0 0
REMARQUE. h est bien bornée car continue sur le segment [0, 1].
Ainsi ||h|| < ||h]|- On en déduit donc que lim || T(fy) — @|| = 0.
N-+o00

La question précédente montre que la suite (T(fy))nen+ converge vers @ pour la norme || - |. Mais comme la suite
(81 )ren+ est une famille orthonormale totale, la suite (fy)nen+ converge vers f pour la norme || - ||. Mais comme T est un
endomorphisme continu pour la norme || - ||, la suite (T(fx))nen+ converge alors vers T(f) pour la norme | - ||. Par unicité

de la limite, T(f) = ®.

La définition de (- | -) est problématique puisqu’une fonction de classe €' par morceaux sur [0, 1] n’est pas toujours
dérivable sur [0, 1]. Néanmoins la dérivée d’une telle fonction n’est pas défini qu’en un nombre fini de points. On peut
alors la prolonger arbitrairement en ces points. L’intégrale de cette dérivée prolongée ne dépend pas alors du prolongement
choisi. Le raisonnement est encore valable pour un produit de deux dérivées de fonctions de classe ! par morceaux sur
[0, 1], ce qui 1égitime la définition de (- | -).

L application (- | -) est alors clairement symétrique, bilinéaire et positive. Soit f € E; telle que (f | f) = 0. Notons
(Xi)o<i<p une subdivision adaptée a f comme dans la définition. On a donc par la relation de Chasles :

Zp’, ) fl®?dt=0

i=1 Xi—1

et, comme les termes de cette somme sont tous positifs,
Xi
vie[1p], / f(®)*dt=0
Xi—1

Par définition, la restriction de f a ]x — i — 1, x;[ se prolonge en une fonction f; de classe €' sur [x;_j, x;]. Alors f; est
i
continue sur [x;, x;,1] et f(£)? dt = 0. Comme (f;')* est continue et positive sur [x;_1, x;], elle est nulle sur [x;_, x;].
Xi-1
On en déduit que f” est nulle sur |x;_;, X;[. Ainsi f est constante sur chaque intervalle ]x;_;, X;[. Mais f est continue sur
[0, 1] par hypothese donc elle est constante sur [0, 1]. Puisque f(0) = f(1) = 0, f est nulle sur [0, 1].
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Soit x € [0, 1]. Puisque f(0) =0,
(x) = ‘W dt= | 1-f()dt
seo= [ rwa= [ 1s

X
D’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire (f, g) €~ / f(t)g(t) dt,
0

|f(x)] s\/fxp dt\/fxf’(t)2 dt:\/xfxf'(t)2 dt
0 0 0

Soit s € [0, 1]. Pour tout ¢ € [0, s[, ki(t) = 1 — s et pour tout t €]s, 1], ki(t) = s. Ainsi kg admet des prolongements
de classe C! sur [0, s] et [s, 1].

N 1
Um®=fkmmmm+fmmm
0 S

Par intégration par parties, on obtient d’une part,

fMMWMmeﬂm—fmwmhm—wm—fmwmm
0 0 0

et d’autre part

1 1 1
/ ki(Of'(©) dt = [ky(t)f' (D]} — f ks(O)f"() = —s(1 —s)f'(s) — / ks(6)f"(¢) dt
Ainsi

1

U(Hs) = - f ks(Of"(t) dt = =T(f")(s)
0

Par conséquent, U(f) = =T(f").

D’apres la question[I2} (T(f")” + f)” = 0 donc T(f") + f est affine. Mais T(f)” + f s’annule en O et 1 en utilisant[12]et

car f € E;. Ainsi T(f") + f estnulle i.e. U(f) = f.

Soit s € [0,1]. A nouveau,

S 1 s 1
WD®=fkmUVNHfkmwhquffwmﬂff%NH%PMﬂwJ@HMU%ﬂm=ﬂ®
0 N 0 N
car £(0) = f(1) =

11 faut néanmoins montrer que pour une fonction f continue et de classe C! par morceaux sur un segment [a, b], / [l dt =

a
J(b) — f(a). On utilise une subdivision (x;)<;<p de [a, b]. Quitte & considérer le prolongement f; de f de classe C! sur
[xi—1, xi],

[ roa= [ g a = i - i
Mais comme f est continue f;(x;) — fi(x;_;) = f (x;) — f(x;_1). On conclut par la relation de Chasles que
p
/ HOKIES Z f (1) de =Y f(x) = f(xim1) = £(b) = f()
i=1vx;_, i=1
E; est bien un sous-espace vectoriel de F([0,1], R). De plus,
Vf €Ey, (f | ks) =U(f)s) = f(5)

D’aprés notre remarque liminaire, (E;, (- | -)) est bien un espace a noyau reproduisant de noyau K.

Supposons que (E, (-, -)) soit un espace a noyau reproduisant. Alors pour tout x € [0, 1], V, serait continue pour
la norme || - || associée au produit scalaire (-, -). Considérons a nouveau les applications py : x — x¥. Alors ||pg|* =
1

1
./0 2k 4t = T Mais alors

BRI _ 3+ T — oo
k k—+00

Ainsi la forme linéaire Vj ne peut étre continue.
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Comme la série Z a? converge la suite (a2) converge vers 0. La suite (a,,) converge alors également vers 0. Notam-
ment (a,) est bornée et le rayon de convergence de la série entiére Z a,t" est supérieur ou égal a 1.

Montrons déja que E, est un sous-espace vectoriel de RI-LAL E, contient clairement la fonction nulle. Soit (f, g) €
E2. Tl existe donc deux suites réelles (a,,) et (b,,) telles que Z a et z b2 convergent et telles que pour tout t €] — 1, 1]

+00 too
fO = ant™ et gt)= D) byt"
n=0 n=0

Soit également (A, ) € R2. Alors
(Aa,, + ub,)? = A2a% + u?b2 + 2Aua,b,

1 ‘o s
Puisque |a,b,| < E(ai + b2), la série Z a,b,, converge (absolument). On en déduit que Z(Aan + ub,)? convergent
comme combinaison linéaire de séries convergentes. On en déduit que Af + ug € E,. Ceci prouve bien que E, est un
sous-espace vectoriel de R! -1, 1[ et donc que ¢’est un espace vectoriel réel.

+o0
L application -, -) est clairement symétrique, bilinéaire et positive. Si (f, f) = 0, alors Z a? = 0 et donc a, = 0 pour
n=0
tout n € N puis f est nulle sur | — 1, 1[. L’application -, -) est donc bien un produit scalaire sur E,.
+0oo 1
Posons g, (t) = Z X"t = T On a bien g, € E, puisque Z:(x”)2 converge comme série géométrique de
n=0
raison x? € [0, 1].
+0o0
Soit f € E,, il existe donc (a,) € RN telle que Z a? converge et f(t) = Z a,t" pour tout t €] — 1, 1[. Alors
n=0

8x, ) = Z a,x" = f(x)
n=0

D’aprés notre remarque liminaire, (E,,(-,-)) est donc bien un espace a noyau reproduisant de noyau K(x,y) ~
1

1—xy

On vérifie aisément que (E3, (- | -)) est bien un espace préhilbertien réel. Posons K(x,y) = k,(y) = min(x, y) pour
(x,y) € [0,a]?. Soit x € [0, a]. Alors ki(t) = 1 pour t € [0, x[ et ki.(t) = 0 pour ¢t €]x, a]. Ainsi pour f € Ej,

(ke | £) = f £ dt = £ = £0) = F(0)
0

quitte a raisonner comme dans la question D’aprés notre remarque liminaire, (E5, (- | -)) est bien un espace a noyau
repoduisant de noyau K.

dt. On vérifie que (-, -) est bien un produit scalaire sur E,

Posons pour (f,8) € E4. (f.8) = _/a%
0

comme dans la question 23} Posons K(x,y) = k.(y) = min(e(x), ¢(y)) pour (x,y) € [0, a]?>. Comme ¢ est strictement
décroissante,

o(x) six>y
x( )= .
e(y) six<y
Notamment k',(t) = 0 pour t € [0, a[ et K\.(t) = ¢'(t) pour t €]x, a]. Ainsi

<kx’f>=_/ fl@®) dt = f(x) — f(a) = f(x)

quitte a raisonner comme dans la question D’apres notre remarque liminaire, (E4, (-, -)) est bien un espace a noyau
repoduisant de noyau K.

Si k, est nulle, alors N(V,) = 0 = ||k]|.

Sinon, en posant g = g est unitaire de sorte que

ke
el

o) = 0 _ Gk

= = = ||k
el = M~ 1
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Donc N(Vy) > ||ky|- De plus, pour tout f € E unitaire et pour tout x € I,
IFOOI = [k O < Mkl = kx|
Ainsi N(V,) < ||ky||. Finalement, N(V;) = ||k,||.
Soient f € E et (x,y) € I2. Alors, par inégalité de Cauchy-Schwarz,
If () = FOI = Kky — ky, /)] < llkxe = Ky [l f
Mais par identité remarquable
lhex = kyll? = Nkl + ey lI? — 20k, ky) = K(x, x) + K(p,y) — 2K(x, )

Par continuité de K,
lim ||k, — ky[|* = K(x, x) + K(x, x) — 2K(x, x) = 0
y=x

donc
lim ||k, — k|| =0
yox

puis

lim /() = f)] = 0

et enfin, lim f(y) = f(x) ce qui prouve que f est continue sur L.
yox

Lapplication T est bien linéaire. On vérifie qu’elle est bien a valeurs dans E mé&me si 1’énoncé semble le suppo-
ser. Il s’agit du théoreme de continuité des intégrales a parametre. On se permet de vérifier uniquement 1’hypothese de
domination. Soit f € E. Comme A est continue sur le compact [0, 1]?, elle y est bornée. Alors

V(x, 1) € [0, 112, |AG, Df (0] < [Allol f(O]

et la fonction continue ¢ — ||A| | f(t)] est évidement intégrable sur le segment [0, 1]. Ainsi T(f) est bien continue sur
[0,1].

Comme KerT est de dimension finie, (Ker T)* est un supplémentaire de Ker T dans E. On sait alors que T induit un
isomorphisme de (Ker T)* sur Im T.

Posons k, : y € [0,1] — K(x,y) et €, : t — A(x,t) pour x € [0, 1] et vérifions que ¢, = S(k,). Il s’agit donc de
vérifier que £, € (KerT)* et T(¢,) = ky. Soit f € Ker T. Alors

1 1
(€ f) = f COF (D) dt = f AGGOf(0) dt = T(F)(x) = 0
0 0
car f € KerT. Ainsi £, € (KerT)*. De plus,
1 1
vy € [0.1], T(€)0) = f AGL (1) di = f AL DA 1) = K(x3) = ka()
0 0

donc T(¢,) = ky puis S(k,) = €, puisque £, € (Ker T)*.
Soit alors f € ImT. Il existe donc g € (Ker T)* tel que f = T(g) ou encore g = S(f). Pour tout x € [0, 1],

1
@(kx, ) = (S(kx), S()) = (¢x.8) = f Alx, 1)g(t) dt = T(g)(x) = f(x)
0

D’apres notre remarque liminaire, (Im T, ¢) est donc bien un espace a noyau reproduisant de noyau K.
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