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DEVOIR A LA MAISON N°25

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1
Il est évident que A(X¥) = kXX pour tout k € N.
Soit P € R[X]. Alors A(P) = XP’ donc A?(P) = XA(P) = X(P' + XP") = A(P) + XP”. Ainsi
XP" = A2(P) — A(P) = A o (A — Id)(P)
Pour tout k € [[0,n], AX¥) = kX*¥ € R,[X]. Comme A est linéaire et que (Xk)osksn est une base de R,[X],
A(R,[X]) € Ry[X].

@ Puisque A(XK) = kX¥ pour tout k € [0, n]), la matrice de A dans la base canonique de R,,[X] est D,, = diag(0, 1,2, ..., n).

D’apres la question @

VP € R[X], ®(P) = Ao (A —1d)(P) + aA(P) = A%(P) + (a — 1)A(P)
Ainsi ® = A2 + (a — 1)A. Comme £(R[X]) est une R-algebre, ® est un endomorphisme de R[X].

@ Evident.

Comme ®,, = A2 + (a — 1)A,,, la matrice de ®,, dans la base canonique de R,,[X] est DZ + (a — 1)D,, ot D,, est la
matrice de A,, dans cette méme base canonique. Comme D,, est diagonale, il en est de méme de D2 + (a — 1)D,,. Ainsi
®,, est diagonalisable.

Evident. On trouve ¢, = A%, + (a — 1)A, + bldg [x]-

@ On rappelle que la matrice D, de A, dans la base canonique de R,[X] est diag((k)g<k<p)- On en déduit que la matrice
de ¢, dans cette base est diag((k* + (a — 1)k + b)o<i<n)-

s$+(a-1)s+b=0 (1)

Si I’équation (T)) admet deux racines entiéres distinctes, P = X?> + (a — )X + b = (X — m)(X — m,) avec (X —
my) A(X — m,) = 1. D’aprés le lemme des noyaux,

Ker ¢, = KerP(A,,) = Ker(A,, — m; Idg, [x]) @ Ker(A, — m, Idg, [x])

Comme la matrice de A, dans la base canonique de R,[X] est D,, = diag(0, 1, ..., n), Ker(A, — mIdg,[x]) = vect(X™)
pour tout m € [[0, n].
On en déduit que Ker ¢,, = vect(X™, X"2),

Si I’équation (T) admet une racine entiere m € [0, n], ¢,, = P(A,) = (A, — mIan[X])Z. La matrice de ¢,, dans la
base canonique de R,,[X] est donc (D, — ml, ;1)* = diag(((k — m)*)g<k<n)- On en déduit que Ker ¢, = vect(X").

On montre de méme que si I’équation (I)) n’admet pas de racine entiere dans [0, n], alors Ker ¢,, = {0} (Ia matrice
de ¢, dans la base canonique de R, [X] est diagonale a coefficients diagonaux non nuls).

Remarquons ensuite que Ker ¢ = Kerg,.
neN
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* Sil’équation (I)) n’admet pas de racine entiére, alors Ker ¢,, = {0} pour tout n € N. Ainsi Ker ¢ = {0} et dim Ker ¢ =
0.

* Sil’équation (IJ) admet une unique racine entiére m, alors Ker ¢,, = {0} pour tout entier n < m et Ker ¢,, = vect(X")
pour tout entier n > m. Ainsi Ker ¢ = vect(X™) et dimKer¢ = 1.

* Si I’équation ((T)) admet deux racines entieres distinctes m, et m,, alors, en supposant m; < m,, Kerg,, = {0} pour
tout entier n < m;, Ker ¢,, = vect(X™1) pour tout entier n tel que m; < n < m, et Ker,, = vect(X™, X"2) pour
tout entier n > m,. Ainsi Ker @ = vect(X"™1, X™2) et dim Ker ¢ = 2.

x2y" + axy’ + by =0 2)
u+(a—-1Du' +bu=0 3)

L équation différentielle (2)) est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2. De plus, elle est résolue sur
les intervalles I et J.
L’ensemble des solutions de (2)) sur I ou sur J est donc un R-espace vectoriel de dimension 2.

Comme y est deux fois dérivable sur R, g = yoexp I’est également sur R. Remarquons alors que pour tout x € R,

y(x) = glinx) y() = 1g/nx) y'(0) = =g (Inx) + g (1nx)

De plus,
Vx € R%, x%y"(x) + axy’(x) + by(x) = 0

ce qui donne
Vx € RY,—g'(Inx) + g"(Inx) + ag’(Inx) + bg(lnx) = 0

et, comme In(R}) = R,
VteR, g"(t)+ (a—1)g'(t) + bg(t) =0

Ainsi g est bien solution de I’équation différentielle (3)) sur R.

Comme g est deux fois dérivable sur R, la fonction y = g o In est deux fois dérivable sur R}. De plus, pour tout
teR,

g(1) = y(e") g =ey(e) g'(t) =e'y'(e") +e*y"(e)

et
Vt e R, g"(t) + (a—1)g(t) + bg(t) = 0

ce qui donne
Vit € R, efy'(eh) +ey"(e") + (a—1ety'(e)) + y(e) =0

Comme exp(R) = R, on en déduit que
Vx € R%, x2y"(x) + axy'(x) + y(x) =0
donc y est bien solution de (2) sur R%.

Supposons a = 3 et b = 1. L’équation caractéristique associée a (3)) est alors 2 + 2r + 1 = 0. Son unique racine est
—1 donc les solutions de (3) sur R sont les fonctions

t = (At + we™, avec (A, p) € R?
Les questions précédentes montrent alors que les solutions de () sur R7 sont les fonctions

X %, avec (A, u) € R?

Supposons a = 1 et b = 4. I’équation caractéristique associée a (3) est alors r? + 4 = 0. Ses racines sont 2i et —2i donc
les solutions 2 valeurs réelles de (3 sur R sont les fonctions

t = Acos(2t) + usin(2t), avec (A, u) € R?
Les questions précédentes montrent alors que les solutions de () sur R’ sont les fonctions

x = Acos(21nx) + wsin(21nx), avec (A, p) € R?
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Comme y est deux fois dérivable sur R*, h = y o (—exp) ’est également sur R. Remarquons alors que pour tout
x € RX,

y(x) = h(In(-)) y'(x) = SH(in(=x) Y'(0) = =K (In(=)) + A" (in(~x)

De plus,
Vx € R, x2y"(x) + axy'(x) + by(x) = 0

ce qui donne
Vx € R*, —h'(In(—x)) + h"(In(—x)) + ah’'(In(—x)) + bh(In(—x)) = 0

et, comme In(R}) = R,
VteR, h"(t)+ (a—1)R'(t) + bh(t) =0

Ainsi h est bien solution de 1’équation différentielle (3) sur R.

Réciproquement, on montre que, si 4 est solution de (3) sur R, alors y : x — h(In(—x)) est solution de (@) sur R*.
Pour a = 1 et b = —4, les solutions de (E]) sur R sont les fonctions

t > Ae?t + pe2, avec (A, ) € R?
On en déduit que les solutions de (Z) sur R* sont les fonctions
x > Ae2n(=%) 4 e=2n(=X) " avec (A, n) € R2

ou encore les fonctions u
X Ax2+ 3 ave A W) € R?

Ce qui précéde montre également que les solutions de (2) sur R* sont également les fonctions

x> Ax2+ %, avec (A, u) € R?

Soit alors f une éventuelle solution de (2) de classe €2 sur R. Il existe alors (o, 3, 7,8) € R* tel que

B

0
Vx € R%, f(x)=ocx2+; et  Vx € R¥, f(x)=yx2+;

f doit étre continue en O : elle doit notamment avoir une limite finie en 0, ce qui impose § = 8 = 0. Comme f est de classe
C? sur R, f” doit étre continue en 0, ce qui impose a = .

Réciproquement, on vérifie que les fonctions x — Ax? avec A € R sont bien solutions de (2)) sur R.

Finalement I’ensemble des solutions de (@) sur R est vect(x - x?).

Soit Z a,x" une série entiere. Alors son rayon de convergence R est définie par

R = sup{r € R,, (a,r") est bornée} € R, U {+o0}

x2y" +xy +xy=0 “4)

Pour tout x €] — R,R],
+o0o0
Jo(x) = Z crxk
k=0
+00
Ih(x) = z ke xk1
k=1
+00
To(x) = D k(k — Degxk=2
k=2
Comme J est solution de PBEquaDiffLGO8 :rep :eq :4,

+00 +00 +o0o
Vx €] = RRI, 3 kik — Deexk + 3 keexk + 3 exk+2 = 0
k=2 k=1 k=0
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ou encore
+00 +00 +o0
Vx €] -R,R][, Z k(k — 1)cixk + z ke x® + Z cr_xk =0
k=2 k=1 k=2
et enfin
+o00
erx + ), (K + cp)xk = 0
k=2
Par unicité du développement en série entiere, c; = 0 et ¢, = —pck-z pour tout entier k > 2. On sait de plus que ¢y = 1.
o ) —1)k
On en déduit par récurrence que Cy.1 = 0 et ¢y = m pour tout k € N.

On utilise la regle de d’Alembert. Pour x € R*,

2k+2 2

X

Cok+2X
= 0
2k + 20 kore

On en déduit que le rayon de convergence de la série enticre Z cxk est +00.

Supposons que (Jo, f) soit liée dans 1’expace des fonctions de classe €2 sur ]0, r[. Il existe donc (e, ) € R? non nul
tel que
Vx €]0,r[, aJo(x) +Bf(x)=0

Supposons § = 0. Alors o # 0 car (a, ) # (0,0). On en déduit que Jy(x) = 0 pour tout x €]0,r[. Cela signifierait
que ¢ = 0 pour tout k € N par unicité du développement en série entiére, ce qui contredit I’expression de ¢, trouvée

précédemment. Ainsi 3 = 0 et donc
a

&

Comme J est continue en 0, elle est bornée au voisinage de 0 et donc f également.

Vx €]0,r[, f(x)=—=Ty(x)

Si Z By xk est solution, alors, en posant R = min(R, Rg) > 0, on obtient par produit de Cauchy,
+0o n
Vx E] - R’ R[’ Z (Z o‘an—k) xt=1
n=0 \k=0
Par unicité du développement en série entiere, on obtient :

n
Vn e N, Z Pk =

F sin=0
k=0

0 sinon
Comme o = 1, on en déduit le résultat voulu.

Puisque 0 < 7 < Ry, la suite (ox7%),en est bornée par définition du rayon de convergence. Il existe donc M > 0 tel

M
que |agr*] < M pour tout k € N i.e. |og| < — bour tout k eN.
r

Bo=1

n
VneN*, > aByi =0
k=0

&)

11 existe une unique (Bj)ren Vérifiant : C’est la suite définie par B, = 1 et la relation de récurrence 8, =

n

- Z APk pour tout n € N*.
k=1
Remarquons qu’alors 3; = —a; 8y = —o;. Mais alors,

M MM + 1!
Bl =loul < o7 = 2 —

Supposons qu’il existe un entier n > 2 tel que

MM + 1)k-1

Vke1,n—1], |Bl < e
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Par inégalité triangulaire,

n

z ek

k=1

n

< > ol 1Bl
k=1
n-1

= |cty—illBxl
k=0

n-1

|t + D 1ot Bl
k=1

Bl =

n—1

M M MM 4+ 1)k!
m > -k rk

IA

k=1

M M2 n—-1

— k-1
—r—n+r—nkZl(M+1)

M M2 n-2
= r—n + V_n 2(M + 1)k
k=0

M+M2 M+1D)+1-1
rmoorn M+1)-1

M M ,

= +r—n((M+1)” -1)

prr
M -1
= r_”(M +1)"

On en déduit bien par récurrence forte que

M(M + 1)k-1
Vk € N*, |Bk| < MM+ D™ o )
r
s g s T MM+ DR r :
En tant que série géométrique le rayon de convergence de la série entiere E —————X"est MET La question
r

précédente permet alors d’affirmer que Rg >

Pour tout x €]0, [,

X2y"(x) + xy'(x) + x?y(x)

r
M+1°

X2 ()T o(x) + 2322 ()T (x) + x2A(x)TG(x) + XA/ ()T (x) + XA(x)T5(x) + X2A(x)To(x)
A(x) (x2T6(x) + xT(x) + x2Tp(x)) + X21" ()T o(x) + 2x*A" (x)T((x) + xA' (x)Tp(x)
= 20" ()T (x) + 221 (x)T5(x) + XA’ (x)To(x)

car J, est solution de (@).
Par ailleurs, en posant z : x — xJ%(x)N(x), pour tout x €]0, [,

2'(x) = J3(N (x) + 2xT5(x)To(x) + xT3(x)A” (x)
= Jo(x) Jo (X' () + 2xT5(x) + xTo(X)A" (x))
= Jo(x) (%" (x) + xy'(x) + x*y(x))
Si y est solution de (@) sur ]0, [, z’ est donc nulle sur 0, r[.
Réciproquement, supposons que z’ est nulle sur |0, 7[. Posons w : x = x2y”(x)+xy’(x) +x2y(x) . Supposons qu’il existe
a €10, r[ tel que w(a) # 0. Par continuité de w, w ne s’annulerait pas sur un intervalle ouvert non vide contenant a et inclus
dans ]0, r[. Par conséquent, J, serait nulle sur cet intervalle et donc J; également. On en déduirait que Jo(a) = Ji(a) = 0.

Par unicité de la solution d’un probléme de Cauchy, J, serait constamment nulle sur R . Par continuité de J en 0, on aurait
donc ¢y = J(0) = 1, ce qui n’est pas. On a donc prouvé par I’absurde que z’ était nulle sur ]0, {.

Comme J, est développable en une série entiere de rayon de convergence infini, on en déduit par produit de Cauchy
que J3 également. De plus, J3(0) = ¢3 = 1.
JZ est développable en série entiere et J3(0) = 1 donc, d’aprés ce qui précéde, il existe une série entiére Z Bixk de

keN
rayon de convergence r > 0 tel que

+0o0
vx €] =11, j(x) D Brxt =1
k=0
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ou encore, comme 3, = 1,

1 +o0
_ 2 1 k-1 _
Vx €] —r,r, xJO(x)(x + kZ::lka ) 1
+00 B
En posant A : In(x) + Z ?kxk qui est bien de classe G2 sur ]0, r[, on a donc
k=1

Vx €10, r[, xJZ()N (x) =1

Notamment, x — xJ3(x)A'(x) est de dérivée nulle sur ]0,r[. D’aprés la question X = A(x)J(x) est solution de |4 sur
lo, r[.
Comme J est développable en une série enticre de rayon de convergence infini, on obtient par produit de Cauchy, que

+0o0

nx — Jo(x) Z %xk est développable en série entiere de rayon de convergence supérieur ou €gal a r. En posant Ry, =,
k=1

on obtient bien que x — J(x)A(x) = n(x) + Jo(x) In(x) est solution de sur ]0, Ry[.

Posons f: x €]0,Ry[~ 1(x) + Jo(x)In(x). n est continue en 0 comme somme d’une série entiere de rayon de
convergence R, > 0. De méme, J, est continue en 0 de sorte que limJ, = Jo(0) = 1. On en déduit que li(I)n f = —c0.

Notamment, f n’est pas bornée au voisinage de 0. D’aprés la question la famille (Jy, f) est libre. ’ensemble des
solutions de|sur ]0, R, [ étant un espace vectoriel de dimension 2, (Jo, f) en est donc une base. L’ensemble des solutions
de sur 0, Ry[ est donc vect(Jo, f).
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