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DEVOIR SURVEILLE N°02

» La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

l.a

! 1 11
a—1 alt —
I(1,a) = j(; Q-x)*tdx= a [(A-x)], = 4

1.b Par intégration par parties

1 1
1 1 b b
— b1 _ y)a-b-1 _ _ b(1 _ y)a-b b-1¢1 _ y)a-b —
I(b+1,a)—£x(1 x) a—b[x (1-x) ]0+a—b‘/0‘x (1-x) —a_bI(b,a)
1.c Fixons a € N*. On a d’abord 1 .
I1,0) == =
a 1-(3)

1
Supposons que I(b, a) = — pour un certain b € [[1,a — 1]). Alors

b(5)

(b +1,a) %I(b, a)
1
(a—Db)(,

1

(a—b)x

a!
b!(a-b)!
_ 1
- al
(b+1) (b+1)!(a—b-1)!
1

T+

1
b(,)
2.a D’apres la formule du bindme et la linéarité de I’intégrale,

) ab a—b 1 a-b
~ b a—b _ _ _ a—b _ _ _ a_b L
I(b,a)—/o. X 1(2( . )( 1)kxk> dx—kZ:%)( l)k( . )]; xb=1+k dx—kZ::O( 1)k< ] >k+b

k=0

Par récurrence, I(b, a) =

pour tout b € [1,a].

2.b Remarquons que
-b
A, ;- a—b\ A
=1(b,)A, = Z(—l)k( ) =
b(}) = k Jk+b

A
Or pour tout k € [[0,a — b], k + b € [b,a] C [[1,a] donc k + b divise A, = ppecm(1,2, ..., a). Ainsi —= € Z donc

b(5)
b
b divise A,.
a
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2n
3.a D’apres la question précédente, n( . ) divise A,y,. Or Ay, 41 est un multiple communde 1,2, ...,2n+1 donc c’est
. . . . . 2n . .
a fortiori un multiple commun de 1, 2, ..., 2n et donc de leur ppcm A,,,. Ainsi n " divise Ay -

2n 2n+1
Par ailleurs, (2n + 1)( " ) =n+ 1)( nt1 ) divise également A,,,; d’apres la question précédente.
2n 2n 2n
3.b D’apres la question précédente, ppcm ( " ,2n+1) =0,

sont premiers entre eux en vertu de la relation de Bézout 1- (2n+ 1) —2-n = 1 donc vn,2n+1 = n(2n + 1). Ainsi
2n
n(2n + 1)( n ) diVise A2n+1.

3.c Soitk € [[0,n],

)ppcm(n, 2n + 1) divise Aypyq.Ornet2n+1

(Zg)_n! n! _ilfk+m<1

(Z_rzl)_ﬁ.(zn—k)!_ n+m =

m=1

2n 2n 2n 2n
Ainsi ( K ) < ( " ) pour tout k € [0, n]|. Par symétrie des coeflicients binomiaux, < K ) < ( " ) pour tout k € [[0, 2n].

3.d Par la formule du bindme
2n 2n
k 2n 2n
4"=(1+1)2"=Z( )52( >=(2n+1)< )
= \2n oo\n n
2n
3.e Comme n(n + 1)( n ) divise A,,,1 et comme il s’agit de deux entiers naturels non nuls,

2n
Appy1 = n(n+1) >4"n
n
3.f Soit n > 9. Si n est impair, il existe un entier k > 4 tel que n = 2k + 1. Alors
An — A2k+1 > 4kk > 4k+1 > 22k+1 —on
Si n est pair, il existe un entier k > 5 tel que n = 2k. Comme A,_; divise A,y

Do = Doy 2 47k —1) > 4k = 2"

E 4.a D’apres un résultat admis dans I’énoncé,

Up(A,) = max{uy(1), ..., vp(n)}
Ainsi

pUp(An) = max{pvp(l), . pvp(n)}
Or pour tout k € [1,n]], p»® divise k donc p%»® < k < n. Finalement, p%®n) < n,
4.b Soit p € Ptelque p > n. Alorspourk € [1,n], p > n > kdonc v,(k) = 0puis vp(A,) = max{v,(1), ..., vp(M)} = 0.
Ainsi

An = H pvp(An)
psn

4.c D’apres les questions précédentes,

An — H pUp(An) < H n= nn(n)

p<n p<n
On a vu précédemment que pour n > 9,
on < An < nn(n)

donc, par croissance du logarithme,
nln2 < n(n)In(n)

et enfin
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b
a!( ): H k
) p_a<k<bp

Soit p un nombre premier tel que a < p < b. Comme b/2 < a,b—a < aetdoncb—a < p < b. D’apres ce qui

E 6.a Remarquons que

précede, p divise a!( ) Mais, puisque p > a, p ne divise aucun des entiers 1, 2, ..., a donc, en tant que nombre premier,
a

il est premier avec chacun de ces entiers et donc avec leur produit également. Ainsi p est premier avec a! donc p divise
b

( d’apres le lemme de Gauss. Comme des nombres premiers sont toujours premiers entre eux deux a deux, le produit
a

(b

H p divise .

a<p<b a

6.b Comme des coefficients binomiaux sont positifs,

2m+1
2n+1 2m+1 2m+1 2m+1
22m+1 — (1 + 1)2m+1 — Z Z + =2
= k m 2m+1 m
2m+1
Ainsi ( ) < 22m — gm
m

! +1<2m+1.D’ esl ti divise d ! = 2 !
<m m . apres la question b 1V1S€ donc .
= p q | | p 1

m+1<p<2m+1

2m+1
ps(m )S4m
II m

m+1<p<2m+1

2
6.c Ilestclair que mi

Ainsi

6.d Notons P, la propriété de I’énoncé. P; et P, sont évidemment vraies.
Supposons Py, ..., P, vraies pour un certain entier n > 2.
Si n + 1 n’est pas premier, alors
H p=Hp$4nS4n+l
p<n+1l p<n
Sin+ 1 > 3 est premier, il est impair et il existe un entier m > 2 tel que n + 1 = 2m. Alors

M=) ( L)< (L)L)
p<n+1l p<m+1 m+1<p<2m p<m+1 m+1<p<2m+1
Puisque m > 2, m+ 1 < 2m — 1 = n donc on peut appliquer P,,. Ainsi, avec la question précédente
I] p<am-am=a42m =gt
p<n+l

Ceci conclut la récurrence.
7.a Remarquons que
+0o0
kKm - omm
= T
= k! m!
. m\™
Par conséquent, m! > (;) .

7.b Notons (pr)ren+ la suite strictement croissante des nombres premiers. Comme cette suite une suite strictement crois-
sante d’entiers naturels, py > p; + k—1=k+1 > k. Ainsi

n(n) n(n)
a(mt=[[ k<] px
k=1 k=1
Mais, par définition de 7(n), ps, ... , Pr(n) SONt exactement les nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Ainsi
! < [[p<an
p=n

D’apres la question précédente,
T[(l’l.) n(n)
<_e ) <7(n)! < 4"

donc, par croissance du logarithme,
n(n)Inw(n) — n(n) < niln4
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8.a La fonction f: x — xInx — x est dérivable sur R} et f' = In. Notamment, f est strictement croissante sur
[1, +oo[. On sait que
0 < In(ny) < In(1 4 ny) < ny < nge

done 1Z(;fo € [1, +oo[. La stricte croissance de f et la question précédente donnent :
f(%) < f(m(ng)) < noln4

ou encore npe (Inny —Inlnny) < nyln4
Inng 0 0) = 1o

puis

e—In4 Inlnng
<
e In ng

g Inx . e - L
8.b On montre aisément que g: x — ~ est croissante sur ]0, e] puis décroissante sur [e, +oo[. Ainsi g est majorée par

g(e) = 1/e. D apreés la question précédente,
e—1In4

< g(nny) < %

puis e < 1 + In 4, ce qui contredit les approximations fournies par I’énoncé. On a donc montré par I’absurde que

ne
> < —
Vn > 2, n(n) < s

@ Remarquons que Uy, est 1’ensemble des entiers de la forme mp¥ ot m est un entier compris entre 1 et ik On en déduit
p

que #U, = |n/pX].

De plus, Q) = Uy \ Uy,;. Or Uy, C Uy donc

#Qy = #Uy — #Upyy = |n/p¥| — |n/p**?]

Tout d’abord,
[Ln]=| | #

keN
donc, par sommation par paquets,

vp(n!) = Z vy(a) = z Z vy(a) = Z Z k= Z k#Qy

ae([1,n] k>0 aeQy k>0 aeQy k>0

Par conséquent,

vp(n!) = D" k(ln/p*| — [n/pk*1])

k=0
= > kln/p*] = (k + D[n/p**t] + > n/p+!]
k=0 k=0

Ces opérations sont licites car les sommes en question ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls. En effet, |n/p¥|
est nul pour k suffisamment grand. On a donc a fortiori par télescopage

v =3 | | = 2 | )

k>0

On rappelle que x — 1 < |x]| < x pour tout x € R donc, comme tous les temes de la somme sont positifs,
231l
k1 LP p p

n n n n n n/p? n n
%lka 2 p¥ pg‘zpk p 1-1/p p plp-1

Avec la formule de Legendre,

et

n

n n
——-1l<yp,(n) <-4+ —
P p(n!) p plp-1)

I
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D’apres le lemme d’Euclide, tout diviseur premier de n! est un diviseur premier de I’un des entiers 1, 2, ..., n. Ainsi

. . Zo. z N . . ! 3
tous les facteurs premiers de n! sont inférieurs ou égaux a n. Ainsi n! = | I pvP(”'). Par conséquent,
p=<n

In(n!) = Z vp(n!)Inp

p<n

et, avec I’encadrement de la question précédente, on obtient bien

Zlnp Zlnp<lnn'<nz—+ Z lnp

p<n p<n p<n p<n p(p - 1)
+00 1
13.a On sait que pour tout x €] — 1,1], Z x" = = donc, par dérivation terme a terme d’une série entiére,
n=0
nx”l— nx" En choisissant x = 1/2 €] — 1,1,
Z )2 puis Z (1 — x)2 isiss /2 €] [
+0oo r
IEEE
r=1 2r
13.b Tout d’abord
Inm In(2" 1
_lnm _In@Y o _r
R m(m — 1) P m(m — 1) R m(m — 1)

Mais, par télescopage,

.
1 i 111 1 _1
yomey MM =1 S ym=1 m 2l 2r
Ainsi,
Inm rin2

T Tm<ar mim—-1) — 2r

13.c Par théoréme de sommation par paquets pour une série a termes positifs,

iy Inm iy Inn 2
D=2 < S =2In2=In4
mme Mm—=1) 5 2r-1<m<2r m(m—1) = =
La majoration prouve la convergence de la série a termes positifs Z ln—m
3| p g p mm—1)’

13.d On procede a une comparaison série/intégrale. Par croissance de In,

k+1
lnkg/ Int dt <lIn(k+1)
k

puis, par relation de Chasles
n-1

n—1 n n
Zlnkgf Intdt < Y In(k+1)= ) Ink
k=1 1 k=1 k=2

ou encore
In(n!) —Inn <nlnn—n+1 < In(n!)

et enfin
0<In(n)—(mln—n+1)<Inn

Il existe donc 6,, € [0,1] tel que In(n!) — (nIn—n+1) =6, Inn.

1
Posons S,, = Z nTp Avec les questions précédentes,

psn

>Inn—1-1In4
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De méme,

p<n

Or, par concavité de In, In(n) < n — 1 et, avec la question

o)

ps<n ps<n

H p < 4" donc

psn

S, <Ilnn+1n4

La suite (S,, — Inn) est donc bornée i.e. S,, = Inn + O(1).

1
16.a Par décroissance de la fonction t — 1—2
tin“t

n
ninn = J,_, tln*t Inn  In(n+1)
La série télescopique Z 1 ; converge car la suite (L> converge. On en déduit que Z converge
Pl Inn  In(n+1) & Inn ge- q ge-
16.b
1
In(In(n + 1)) — In(In(n)) = ln< In(r + ))
In(n)
I (1 In(1 + 1/n)>
Inn
1
ln(1+nlnn <n21nn>>
1 Lo < 1 )
" nlnn n2lnn
Comme 1 _ O( ! ) la série Z In(In(n + 1)) — In(In(n)) L converge i.e. la suite de ses sommes partielles
n2lnn =~ \n2) nlnn ge e p

converge. Ainsi, il existe C € R tel que

n-1
2
k

1
=2klnk

puis, par télescopage,
n-1

n—1
— Y. In(In(k + 1)) — In(In(k)) = C + o(1)
k=2

2 kl = = In(in(m)) + £ + o(1)

en posant £ = C + Inln 2.

17.a On convient que P(1) =

n—1

tl)(k) (k)
Z (k) (lnk In(k + 1)) Z ln(k) ln(k +1)
_ 5 k) Pk +1) 1li(k +1) — (k)
B kZ::l In(k)  In(k +1) Z In(k + 1)
P(n) P(k) — xb(k —-1)
~ In(n) Z Ink
0 sik & P
Orp(k) =Pk —1) =1Ink de sorte que
{T sik e P
(k) -k —1) 1
Z Ink Z E

Ceci permet de conclure.
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17.b D’apres le théoréeme de Mertens,

(k) = In(k) (1 + 0O (—k))

De plus,
1 1 _ In(1+1/k)
Ink In(k+1)  In(k)In(k +1)
1w
- Ink 1 + U
avee In(1 + 1/k) 1 1 1 1
n(l +
Ye= " Tnk  _ kink T O<k21nk) = kink <1+ O(E))
A fortiori 1
= g (140 (7))
puis

L 1+o(1)
1+uk_ Ink

Tout compte fait,

In(1+1/k) 1 1y 1 1
YO e+ D klnk( +O(lnk)) = kink +O<kln2k>

converge, il existe une constante C telle que

1
18| C
omme Z n

1 n—1

S o (2 - L ctoa
l;¢()<mc_ln(k+l))_g::2klnk+ +o(1)

Or on a vu que

=Inlnn+ ¢+ o(1)

= kink
donc il existe une constante A telle que

Z Y(k )111111,&12{11 ki) Ininn + A+ o(1)

Enfin,

Z Zq)( )<lnk 1n(k1+1))+1f15 ) —InIn n+k+lb( ) 4 o(1)
p<n

tl)()

Or¥(n) = Inn + @(1) donc ——= = 0(1) et finalement

Z 1 =Inlnn+ A+ 0(1)

p<n

On procéde comme précédemment

"f nk) & nk) k)
k

k+1) &2 k  k+1
_ f w0 _mrD Ig kD) = ()
n(1) - 2 kzz uORLIER)
Comme 7(1) = 0 et 7(k) — 7(k — 1) = {é :n’i ne ?
ne1
kZ::l k(z(f)l) _ _7r(nn) 4 En %
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On en déduit 1’égalité voulue.
Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que 7w(n) ~ c#. Alors

n(k) c 1
k(k+1) klnk

donc par sommation d’équivalents pour des séries divergentes a termes positifs, on obtient avec la question [16.b]

n—1

_m(k) 1
2 Fk(k+ 1) nrven 22 Kink ~ ninn

z Z B (71:(-116-)1) Tr(nn) ~clnlnn
p<n

Mais on a vu a la question précédente que

Z l ~Inlnn

p<n

On en déduit que ¢ = 1.

D’apres la question ,

S Ll +a+001)

p<n
Par conséquent,
1
Z —=Inlnyn+A+0(1)=Inlnn—In2+A+o0(1)
<\n

p
Ainsi 1 1 1
—=> == > =—=Ih2+0(1)
\Vn<p<n P pn P p<yn p
ou encore
1 Z=
L 2 p=h?
Vn<psn

21.a Supposons que p = Pt (n)etn € A(x). Alors p > \/ﬁ Ainsi p?> > n = mpdonc p > m.Deplus, mp =n < x
donc p < Sy
m

Réciproquement, supposons que m < p < x/m. Alors n = mp < xi.e. n € [0,x]. De plus, n = mp < p? donc p > ﬁ
etn € A(x).

21.b Sip=p'etm=m', onaévidemment mp =m'p’.

Supposons que mp = m’p’. Raisonnons par I’absurde et supposons que m # m’. Sans perte de généralité, on peut supposer
m < m'. Comme p et p’ sont alors deux nombres premiers distincts, ils sont alors premiers entre eux. D’aprés le lemme
de Gauss, p divise m'. Il existe k € N* tel que m’ = kp. Alors

!

mm
k

m?<m'p =mp=

ou encore m' < m'k < m, ce qui est contradictoire. Par conséquent m = m’ puis p = p'.

21.c Conséquence directe des deux questions précédentes.

21.d Pour p € P, notons
m={meN*, m<p<x/m}

La question précédente montre que a(x) = Z #B,,,. De plus,
pEP

m=1MeEN" m<perm<x/pl={meN*, m<p—1lerm<|x/p|}={meN*, m <min{p—1,|x/pl}}

En particulier, B,,, = @ lorsque p > x et que #B,,, = min{p — 1, |x/p]|} sinon. On en déduit le résultat voulu.
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22.a Puisque p — 1 est un entier

p-1=<|x/p] = p—lsfp = p’—-p—-x<0

Or les racines du trindme X2 — X — x sont et seule la racine ¢(s) est positive. Comme p positif, la derniére

1+4/1+4x
2

inégalité équivaut a p < @(x).
22.b Tout d’abord,

o) = 1+\/21+4x>\/;1_x=\/;

_ 1+m< 1+\/1+4ﬁ+4x_ 144/ +2/x)? R4l
- > . - : —x

De plus,

o(x)

22.¢c

a(x) = Z min{p -1, l%”

p<x
s w2 5 w2

Si p << +/x, alors p < @(x) puis p— 1 < |x/p|i.e. min{p — 1,[x/p|} = p — 1 avec les deux questions précédentes.
Soit alors p e]ﬁ, x]. Si p > @(x), alors p — 1 > |x/p] et donc min{p — 1, [x/p|} = [x/p]. Sinon, comme @(x) est
la racine positive du trindme X2 — X — x, p>2 — p—x < 0ie. p—1 < x/p. Or p > /x ie. x/p < p. Finalement
p—1<x/p<pie. |x/p] =p—1etmin{p—1,|x/p]} = [x/p] & nouveau. Finalement

ax)= D, (p—D+ Y, lx/p]
p<Vx Vx<p<x

22.d Tout d’abord,
0< D (p=1< Y Vx=+xn(W/x)
p<Vx p<Vx

Avec la question[8.b] pour u suffisament grand,

e(lul +1)
< < < —=
0<m(u) <m(lu]+1) < [+ 1)
Comme u ~ |u], on prouve aisément que _lul+1 ~ 2 On en déduit que t(u) = O (L) puis que
ustoo In(Ju] + 1) u-+eo Inu’ u-+oo Inu

Vxr(/x) e o (%) Ainsi
2 @=v = o)

p<yx
A fortiori,
> (-1 = o(x)
psﬁ X—=>+00
22.e Tout d’abord, par encadrement de la partie entiére,
1 1
x-1) >, =< [EJSx > o=
Vx<p<x p Vx<p<x p Vx<p<x p
Ainsi
H ;
R
Vx<psx LS Vx<psx 3
Comme p est entier,
1 5 1 1 1
p p p p
Vx<psx Vx<p<lx| VIxl<p<lx] VIxl<p<yx
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Comme |x] est entier, la question[20] montre que

Z l—>1112

Vixi<psixt P 77
Par ailleurs, on montre classiquement que pour 0 < a < b, \/Z — \/E <Vb—adonc

Vx—vIxl<vVx-Ixl<1

1 . Lo
La somme Z — contient donc au plus un terme. Ainsi

JF<peyx P

On en déduit que

VIxl<p<yx P
Par conséquent,
Z — — In2
JE<p<x D x>+
puis
Z [EJ ~ xIn2
JE<p<x D1 x>+
ou encore
Z IEJ = xIn2+ o(x)
Jrp<x D | x>+

22.f D’apres les questions précédentes,

a(x) = z (p—D+ z [x/p] = xIn2+o(x)
p<v/x Vx<psx e
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