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DEVOIR SURVEILLE N°04

» La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

¢ Les calculatrices sont interdites.

A Pattention des 3/2

Les 3/2 pourront admettre le résultat des questions 8 et 31. Par ailleurs, toutes les variables aléatoires de I’énoncé
pourront étre considérées comme des «variables aléatoires de MPSI», c’est-a-dire des variables aléatoires définies
sur un univers fini.

.

Probleme 1

1
1 1 L. 1 1
Pourtoutte[0,1],1+t2§2d0ncm > z—n.AlnmInzf0 o dt = —.

n
, - 1 . 1 1 L.
icati —_— inue sur [0, +oo]. us, ———— ~ ——av > . ui
L application t T+ est continue sur [0, +oo[. De plus at oy n avec 2n > 2 > 1. On en déduit
n—+co
I’intégrabilité de t — aror sur [0, +oo[ puis I’existence de K,,.
T
11 est clair que K; = [arctan (]} = 5
1 1
Supposons 1 > 2. Pour tout t € [1,+00[,0 < 1+ ¢ < 1+ ¢ de sorte que 0 < < Par croissance

A+ — QA+

0<+°°dt<+°°dt_1_2
=), QG+~ ) Q+or (n-12nt 0 27(n—1)

r ; i donc
2”’(]’1 - ].) n-+00 21N

de I’intégrale,

0)

+o00 dt B O(L)
1 (1 + tz)” n—>_+oo 2hn

1 1
@ D’apres la question précédente, K,,—1,, = O (%) A fortiori, K—n—-1, = o (2—n> Mais d’apres la questio ,
n—-+oo n—>+4+oco
1
— = (9d,)doncK, -1, = o(l,)ieK, ~ I,
2n n—->+oo n—->+oo n—->+oo

Par intégration par parties,

+00 +oo
K, = / -+ de=[t(1+ tz)‘”];roo + an 21+ )™ 1 dt
0 0

Cette intégration par parties est 1égitime car
lim t(1+¢3)™=0

t—+o00
Ainsi

+o0
K, = an A +2)" L de
0

+0o0
= Zrzf A+2-1)A+>)™"1dt
0

+o0 +00
= an A+t dt - 2nf 142" Lt
0 0

= 2nK,, —2nK,
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On en déduit immédiatement que
1
Ky =Kp1 + 57Ky

2n
R . ., 2n—1 , (2n-2)n
@ D’apres la question précédnte, K,,,1 = TK"' On montre par récurrence que K,, = m pour tout
T
n € N*. A I’aide de la formule de Stirling, on montre que I,, ~ K, ~ £
n—+oco n—+oo Zﬁ
11 suffit d’effectuer le changement de variable linéaire u = \/Zt.
— L Sus<yn
Onpose f,: u € R, — {(1 + u?/n)r = Y7 Pouru < +/n, f,(u) = exp(—nIn(1 +u%/n)) donc (f,) converge
0 sinon

simplement sur R, vers u — e ¥’ De plus, par concavité de In, f,(u) < exp(—u?) pour u € R,. La fonction u e v

est intégrable sur R, donc, d’apres le théoréme de convergence dominée,

\/ﬁ du +o0 +00 .,
\/;In =£ m =\/0‘ fn(u) du — v/O‘ e du

n—+oo
@ Avec les questions précédentes,

n—+oo

+00
T
f e du= lim \nl, = g
0
Via le changement de variable, t = u/\/a,

+00 +oo
/ e W2 qy = \/Ef et dt =
0 0

SIS

Par parité de u — %"/,

+00 +00
f e W2 dy = 2f e W2 du =21
—00 0

Comme ¢(t) < %cp(t) pour tout t > Xx,

+0o0 1 +o0
f o(t) dt < = f to(t) dt
X X X

De plus, —¢ est une primitive de t — t¢(t) donc

f tt) di = —[p(t)]+* = @(x)

car lim¢ = 0.
+o00
+00
REMARQUE. Ceci prouve en sus la convergence de I’intégrale f te(t) dt.
X

On a donc bien

X

/ ® o(0) dt < @(x)

On considere la fonction

+o0
v xelR";»—>(x2+1)f @(t) dt — xep(x)
X

La fonction W est dérivable sur R et

Vx e RY, W'(x) = fo " @(t) dt — (x? + De(x) — @(x) — x¢'(x)
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Or pour tout x € R, ¢'(x) = —x¢(x) donc
+0oo
Vx e R}, ¥'(x) = 2x/ o(t) dt —29(x) <0
X

en utilisant I’inégalité de la question précédente. La fonction W est donc décroissante sur R : elle admmet donc une limite
¢ € RU{—0}en +00. Or, comme ¢ est positive, ¥(x) > —x¢p(x) pour tout x € R. De plus, lim x¢(x) = 0 donc
X—=>+00

€ > 0 par passage a la limite. Par décroissance de W sur R%, W(x) > ¢ > 0 pour tout x € R.

+o00 +oo
Comme f o(t)dt=1,1—-®(x) = / ¢(t) dt pour tout x € R. D’apres les deux questions précédentes,
—00 X

Vx € R%, ;CZCP—_(:?SI—@(x)S%x)

90

Par encadrement, 1 — ®(x)
x—400 X

Notons By = @ et B, = U {IR| = 3x} pour p € [1,n]. Alors B,_; C B, pour tout p € [1,n] de sorte que
1<k<p

n n n
A= U{|Rp| >3x}=B,=| |B,\Byi = | |4,
p=1 p=1 p=1

car A, = B, \ B,_; pour tout p € [[1,n].

Remarquons que

A= ({IRnl = x} N AU ({[Ry| < X} A) C {|Ry| > X} (U ({IRal < X} Ap)>
p=1

Ainsi

P(A) < P({[Ry| 2 x}) + P (U ({1R] < x) nAp)) <P(R,| 2 x) + 3 P (R, <} A)

p=1 p=1
Soit p € [[1,n]. Par inégalité triangulaire, |R,, — Rp| > |Rp| — |Ry,|. Ainsi

{|Rp| > 3x} N {|Rn| < x} c {lRpI - |Rn| > 2x} c {|Rn - Rpl > 2x}

Finalement,
A, N{|R,| < x} CA,
et
Ap N{|R,| < x} C{Ry| = 3x} N {|R,| < x} C {|R, — Rp| > 2x}
donc

A, n{|R,| < x} C A, N{[R, —Ry| > 2x}
Tout d’abord, d’apres la question précédente,
Vp € [Ln], P(A, n{IRy| < x}) <P (A, n{IR, — Rp| > 2x})

Ainsi
n

D P(A, N{IR,| < x}) < ) P (A, N{IR, —Ry| > 2x})
p=1 p=1

n
Or, pour tout p € [[1,n], Ap s’écrit en fonction des variables aléatoires Z, ... ,Zp tandis que R,, — Rp = Z Zj.. Comme

Z1, ..., Z, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, le lemme des coalitions garantit qll; Ii;sl événements
A, et{|R,, — Rp| > 2x} sont indépendants. Ainsi
n n n
Zl P (A, N{R, —Rp| > 2x}) = 21 P(AP ({IR, — Rp| > 2x}) < max. P ({IR, — Rp| > 2x}) Zl P(Ap)
p= p= == p=
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n n
Comme A = |_| Ap, Z P(Ap) = P(A) < 1. Ainsi
p=1 p=1

n
P(A Ryl < < PR, =Ry > 2
& ( p N {IRy| x}) = lglpasxn ({| n p| x})

puis

P(A) < P((IRa] 2 XD + D) P(Ap N{IRn| < x}) < P({IR] 2 xP) + max P({[R, = Rp| > 2x])
p=1 sps

Soit (a,b) € R?tel que |a|] < xet |b| < xie.—x <a < xet—x < b < x. Alors —2x < a—b < 2xi.e.|a—b| < 2x.
Ainsi, pour tout p € [1,n],
{IRn] £x}UIRy| 2 x C {|Ry — Rp| < 2x}

puis, par passage au complémentaire,
{IRn = Rp| > 2x} C{|Ry| > x} U{[Rp| > x} C{|Ry| 2 X} U{|Rp| > x}
Ainsi
P ({IRy = Rp| > 2x}) < P({|Ry| 2 X} U{|Rp| 2 x}) S P ({|Rp| = x}) + P({IRp| 2 x}) < 2 max P(Rp| > x)

puis

- < >
max P({IR, — Rp| > 2x}) < 211;1;an P(IRp| > x)

Avec la question précédente,

P(A) < P{|R,| = x}) +2 max P(|Rp| > x) <3 max P(|R,| > x)
1<p<n 1<p<n

On vérifie sans peine que X, = —Xp k-

¢ est bornée car a valeurs dans ]0, 1/ 27]. B,, ne prend qu’un nombre fini de valeurs donc B,, est également bornée.
On en déduit que B,, — ¢ est bornée, ce qui justifie I’existence de A,,.

2k—1

n

1
» Xpk + —| pour k € [0, n] ainsi que y, = —ﬁ + pour k € [0,n + 1]).

1
Posons I, = ]x k——
" Y n \n
Pour tout k € [0, n] et tout x € I, —x € I, ,_ et

By (—) = @( " )1 = ﬁ(”)zin = B,(x)

n—kj2n — 2 \k

+o0|,—x € U et B,(—x) =

Vn+

De plus, pour x € —oo,—\/z— L L, —oo,—\/_— L L,+oo

Vn Vn Vn Vn
B, (x).
La partie A = R\ {y,x, k € [0,n + 1]} est donc symétrique par rapport a O et la restriction de B,, a A est paire. Comme
@ est paire sur R, la restriction de ¥,, = |B,, — ¢| & A est également paire. On en déduit que VP, (A) = V,(ANR,).
Remarquons que B,, est continue a droite sur R. Comme ¢ est continue sur R, ¥, est continue a droite sur R. On en déduit
que P, (R) = P, (A) et que P,(R,) = P,(ANR,). En effet, on peut par exemple constater que tout x € R est limite
d’une suite a valeurs dans A N [x, +oo].
Comme ¥,(A) = P,(ANR,), on aégalement P,(A) = P,(ANR,) ie. P,(R) =P, (R,). Ainsi

u]ﬁ+

Ay = sup by, = supPp(R) = suppn(R,) = sup Wy, = sup [B,(x) — o(x)|
R Ry x>0

n
n n\ n-1-2k <0
k+1) \k) (k+Dli(n—k)

n
De plus, (n) =1 > 0. On en déduit que B,, est bien décroissante sur R,.

1
Soit k € [0, n] tel que I, x N R, # @. Alors x,, j + T > 0i.e. 2k > n — 1. Remarquons que pour un tel k,
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Soient n € N* et k € I,,. Alors

2k
0<—\yn+—<¢+1
‘\/_ ﬁ

de sorte que

n
Pep<yifro
2~ 2+

Notamment, k — 400 par minoration. On peut donc écrire

0,2, () V(o)

. . z Ce z z z n
Mais les inégalités précédentes montrent également que k  ~ 5 de sorte que

n—+oo
k
K = <’f> \/2nk(1+0(1))
n-+oo \ € n
De méme,

n €£+1 n
- — < —
7~ Vnsn-k<3

donc n —k — +o00. Ainsi

n—+o0o

SN n
Mais a nouveau,n —k ~ — donc

n—+oo

w2 () R )

n—+oo

Finalement,

ko) (£ (22 o)

n—+oo

— 27'ce_”kk+1/2(n _ k)n—k+1/2 (1 +0 (%))

n—+oco

A nouveau,
n\"n 1
1=(=) + =
n! (e> 2nn<1+0<n))
de sorte qu’avec la question précédente,

()__ _ m(i+o())

k) kM=l nvoo \[omickt1/2(p — yn—k+1/2

Ainsi

W(> 1 w(ivo(y))

B(xp) = o2n+\ k] ol m 2+ [ck+172(p — f)n—k+1/2
k+1/2,,n—k+1/2 1
1 n n" (1 +0 (;))
R0 Jam 2kH2an—kHil2kke172(n — fn—k+il2
1

. 1+0(+)

o k+1/2 n—k+1/2
n—+o0o 21T (%) (2 zk)

n n

Puisque x, ; = —\n+ 2k
e

X X X
4 Tnk _ 2K otk 2K v\ = k= 2

ﬁ n ﬁ n
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On en déduit que

Par définition de I, , 0 < x,, < € + 1 donc xi’k

(1_

=

n+1

_nk nt1
2 X 2 X
) — <1+ n,k) (1_ n,k
\/l’l

x k+1/2
(1 + ””‘) (1 -
Jn

2 X
) (1 " n’k
NG
xn,k

e

n+1

>n—k+1/2

2
xn,k

n
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n+1

N

= exp(

n—

+

SN
=

O(1). Ainsi

k—n/2
X

B <2k)k+1/2 <2_ 2k)n—k+1/2
n n
) 1+0(5)
27 (1 _ xflk>nT+l (1+ )i;l_k>ankﬁ<1_ )i;‘_k>_ NG
n n
1 X1 T Xnk _an " Xnk XHTW 1
=) ) TR )

n,k

ﬁ

)n/z—k
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De méme

Finalement,

D’apres la question précédente,

1
Bn(xn,k) —P—Xpk = (P(xn,k) o <_>
n—+0o \/ﬁ
Comme ¢ est bornée,

1
B, (x —p—X = —
n( n,k) ¢ n,k o100 (V) (ﬁ)
Notamment,
Bn(xn,k) — P —Xnk n:; 0

Il existe donc Ny € N tel que
€
Vn > No, Vk € Lp, |Bn(xn,k) - Cp(xn,k)l < Z

Comme \/n +1/3/n — 40, il existe N; € N* tel que pour tout n > Ny, \/n + 1/3/n > ¢.
n—+oo

La fonction ¢ est continue sur le segment [0, €] donc elle y est uniformément continue. Il existe donc o € R tel que

s

V(x,y) €[0,¢], [x =yl <a = |p(x) — ()| <

o 1
< a. A fortiori, pour tout n > N,, — < a.
N, n

Posons alors n; = max{Ny, N;, N,}. Soit n > N;. Soit également x € [0, ¢]. Puisque n > Ny, [0,€] C [0,\/1_1 + l/ﬁ].
Il existe donc k € I, tel que x € [x, — l/ﬁ, Xpk + 1/\/71[. Alors |x — xp | < 1/\/Z < acarn > N, de sorte que
lo(x) — @(xp1)| < ‘—i Enfin, comme n > Ny, |B,,(x;, k) — (X 1) < Z Par inégalité triangulaire,

On choisit alors N, € N* tel que

B (x) = @(x)| = [Bp(Xpic) — @(X)| < [Bn(xp ) — 9(xn )l + [¢(xn i) — ()] < %
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On répete la question précédente avec x = € et € = 2¢(¢) > 0. Ainsi il existe n, € N tel que pour tout n > n,,
Bn(£) — (&)] < 9(€) puis

Bn(€) = [BL(0)] = |(Bn(€) — @(€)) + o(&)| < [BL(€) — @(O)] + |9(€)] < 2¢(€)
Soit n > max{n;, n,}. Soit x € R,.
Si x € [0, ¢], alors |B,,(x) — @(x)| < %
Si x € [¢, +oo[, donc, par décroissance de B, et ¢

[BaC) — GO0 < By() + 9(3) < By(0) +9(6) < 36(0) < 5

Ainsi pour n > max{ny, n,},

3¢
A, =sup|B, —¢| =sup|B, —¢| < 5
R R,

On en déduit que (A,,) converge vers 0.

Remarquons que
f " ) dx f FG0) dx = f ") — £ dx+ / £ dx + f " ) dx

D’une part,

< [on = uplllfp = fllcot

f ") = Fx) dx

Or |un —Up| — |u - v| et ”fn - f”oo,l —> 0 donc
n—+o0o n—+o00

| o - s ax — o

De plus, comme (u,,) converge vers u, {u,, n € N} U {u} est un fermé borné inclus dans I. Il existe alors (a, b) € I? tel
que {u,, n € N}U{u} C [a, b] C I. Comme f est continue par morceaux sur le segment [a, b], elle y est bornée. Ainsi

u max(Uy,u)
[ o< [ 1l ax < il gon
up min(uy,,u)
u Un
On en déduit que f(x) dx —+> 0. De méme, f(x) dx —+> 0.
un n—=+o0o v n—-+oo

Up v
Finalement, / Ju(x) dx — f f(x) dx.
n—-+oo
Upn u

Soit j € [0, n]. Alors
Xn,pH 1R Vr(n\1 1 (n
l Bn(X) dx = 2\/%7(])2—” = 2_"'( )

nj=1n J
Or les x; sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parametre 1/2 donc T,

n
suit la loi binomiale de parameétres n et 1/2. On en déduit que P({T,, = j}) = 2%(})

On remarque que S,, = 2T,, — n. Ainsi

[P’({ug Sn §v}>=ﬂ3’({u ngZTn—nSU\/Z})z[P’({%M <T, < %Uﬁ}): > P(T, = j})

JEIn

Posons a,, = [%MJ eth, = %U\/E

J de sorte que J,, = [[ay, b, ]l. Ainsi

S by by, xn’j+1/\/ﬁ Up
[P’({u <2< v}) = > PAT,=jh= D B, (x) dx = f B, (x) dx
\/E Jj=an Jj=an xn,j_l/ﬁ Un
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2a 2b
en posant u, :—\/ﬁ+ —Letu, :—ﬁ+—”.0

Vn Vn
_n+2u\/ﬁsan<_n+2u\/ﬁ+1

donc
2
ufu,<u+—

ﬁ

uis u,, —> u. De la méme manieére, v, —> v. Comme (B,,) converge uniformément vers ¢ sur R la question 28| montre
n n n
n—+o0o n—-+oo
que

nETmP({u < % < U}) = '/L;Ucp(x) dx

Par continuité croissante (utiliser la caractérisation séquentielle de la limite pour se ramener a des unions dénombrables)
S S
Plu<s—2)= lim Plu<s % <v
\/E V=400 \/ﬁ

S S S
Pour toutu € R, {' nl > u} {—" > u} u {——"| > u}. Il est clair que S,, et —S,, ont méme loi de sorte que
\Vn Vn n

P(S,| > u\/Z) =2P(S,, > u\/Z). On en déduit avec la question précédente que

Jim P(S,| > uy/n) = 2(1 — ®(u))

1
@. A fortiori, 1 —®(u) = o <ﬁ) Il existe donc x, € [1, +oo[ tel

u-+o0 U uU—>+00

Or on a vu a la question [12{que 1 — ®(u)
que

Vx > X, 2x%(1 — ®(x)) < %

Soit donc X > xo. Comme lim x2P(|S,| = xy/n) = 2x3(1 — ®(x)), il existe n, € N tel que
n—+oo

P(|Sy| = x\/n) < 2x3(1 — ®(x)) +

Nlm

D’apres la question ,
x2P<{ max [S,| > 3xx/—}> <3 max x*P(S,| > xv/n)
1<p<n

1<p<n
Soit alors p € [[1,n].
Si p > ny, alors, d’apres la question précédente

P(ISp| 2 xv/n) < P(IS| 2 x/p) < ¢

p

Si p < ny, remarquons que par linéarité de I’espérance, E(S,) = 0 et, par indépendance des X;, V(S,) = Z V(X;) = p.
~

Ainsi, par inégalité de Bienaymé-Tchebychev, l

(Sp) _ D

_x
n~- N

X?P(ISp| 2 xy/n) <

<eg

Finalement,
Vp € [1,n], x*P(|Spy| > x\n) <e

ce qui permet de conclure.
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