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DEVOIR SURVEILLE N°05

 La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

Partie I —

S5

L1 Ll.a Les points P, Q et R ont pour coordonnées respectives (1,0),

=

2> 2 2’

. — 1 . — 1 . —_ 1
(PQ): y———3(x—1) (PR): y = ﬁ(x—l) (QR): x=~—>

\/_

L1.b Le point d’affixe x + iy i.e. de coordonnées (x, y) appartient a T si et seulement si

). On trouve sans

difficulté les équations des droites suivantes :

1 1 1
x> —= y<——(x-1) y>—(x-1)
2 NE NE
c’est-a-dire
2x+1>0 x+V3y—1<0 x—V3y—1<0
1 1
I.2 1.2.a Onaclairement A| 1 | =] 1 |donc 1 est valeur propre de A.

1 1

L2.b Comme A est trigonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres i.e. tr(A) =1+ A+ . Les valeurs
-2 -2

propres de A% sont 1, A2 et A donc tr(A?) =1+ A%+ .

Puisque A =a+ibetA = a—ib,

tr(A) =1+ 2a tr(A%) = 1 + 2(a? — b?)

L2.c Les coeflicients de A sont tous strictement positifs donc tr(A) > 0.
Pour 1la méme raison

2N 2 2
(A% =ai) +a120,1 +ay3a3; > aj;
N _ 2 2
(A%)p = ay1015 + a3, + ay3a3, > a3,

2y _ 2 2
(A%)33 = a3 013 +a3,0,3 + 053 > a3;

Par conséquent, tr(A?) > af | + a3, + a3 3.

1.2.d D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

3 2 3 3
tr(A)? = (Z 1- ak,k> < (Z 12) (Z alz{’k> =3(ai, + a3, + a33) < 3tr(A?)
k=1

k=1 k=1
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L3

L.2.e D’une part,
1+2a=tr(A)>0

D’autre part,
0 < 3tr(A%) — tr(A)* = 2(1 + a® — 3b*> — 2a) = 2(a —V/3b — I)(a + V3b— 1)

L.2.f Remarquons que a — \/Eb —leta+ \/gb — 1 sont de méme signe. Si I’on avait a — \/Eb —1>0et
a+1/3b—1> 0, on aurait @ > 1 en additionant ces inégalités. Il s’ensuivrait que |A|> = a® + b? > 1, ce qui n’est
pas. Ainsi a — \/Eb —1<0eta+ \/gb —1 < 0. D’apres la question , le point d’affixe A appartient a T.

1+A+1

L.3.a D’apres une relation d’Euler, A + A = 2rcos(6) donc o = 3

On remarque que j2 = j donc, toujours d’apres une relation d’Euler,

— R . 27 . 21
JA+ A= jA+jA= relC* ) 4 e B+ ) = 2 cos (e " %”)
1+ jA+ 24
puis ﬁ = %
Enfin,
— - - . 21 . 27
At = a4 jr=reC3) 4 rem=F) = 2cos (6- 2?”)
14 j2A+ jA
puisy = %

_ 3 —1
L3.b Puisque 1+ j+j=1+j+j*= Jj—l =0,ilestclairquea+f+y=1.

Par ailleurs, en posant A = a + ib avec (a, b) € R?,

a=2a;—1>0 le—ag—\/Eb yzl—a;\/?b

Comme r €]0,1[, et | cos| < 1, il est clair que a, {3 et y sont strictement positifs. On en déduit que A vérifie la
propriété (8).

001
I.3.c Un calcul immédiat montre que J> =| 1 0 0 | On a clairement A = alz + J + yJ°.
010
I.3.d Un calcul immédiat donne x; = X3 — 1. Les valeurs propres de J sont les racines de X> — 1, 4 savoir 1, j et
7.
I.3.e Comme Yj est scindé a racines simples, J est diagonalisable. Il existe donc P € GL;(C) tel que J = PDP~!
100
avecD=| 0 j 0 | Onen déduit que
00 j2
a+B+y 0 0
A=P(al;+ D +yD*) P! =P 0 o+ Bj+7j? 0 p~!
0 0 a+Bj2+vj

Les valeurs propres de A sont donc o + 8+ v, a + Bj +7j% et o« + Bj% + vj. En utilisant les expressions de a, £ et
Y trouvées a la questionet le fait que 1 + j + j? = 0, on trouve

a+B+y=1 a+Bj+yjP =1 atpiF+yj=1

Les valeurs propres de A sont donc bien 1, A et A.

Partie II -
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111

I1.2

I1.3

Pour tout i € [[1,n]],

n
(AU)l = Z ai,]’ =1
j=1

donc AU = U. Comme U n’est pas nul, 1 est bien valeur propre de A.

IL.2.a IL.2.a.i Comme det(B) = 0, B n’est pas inversible. Il existe donc X € M, ;(C) non nul tel que BX = 0.
II.2.a.ii On a notamment "
0= (BX)k = Y, by
j=1
et donc
bk’kxk = — Z bk,jxj
ik
Par inégalité triangulaire

brellxicl < 5 b jlixgl < D Ibyjl1xkl
j#k j#k
Remarquons que |xi| > 0 car sinon 0 < |x;| < |xx| = 0 pour tout i € [[1, n]| puis X = 0, ce qui n’est pas. On en

déduit donc que
brel < D Ibijl
J#k

IL.2.b Comme A € Sp(A), det(B) = det(A — AI,) = (=1)"xa(A) = 0. D’aprés la question précédente, il existe

k € [[1,n] tel que
Ibicil < D 1bicjlIxg < D by
Jj#k Jj#k
c’est-a-dire
las — Al < D) lag,jl
j#k
Mais comme les ay ; sont positifs

| — Al < Z Ay, j
Jj#k
n
De plus, Z a,j = 1 donc Z ag,j = 1 — ay k. Finalement,
Jj=1 J#k

lage — Al ST —agy
Par inégalité triangulaire,
Al = (ke —A) + arpl < lage — Al +lagp] <1 —agp+apr =1

car ay i > 0.
I1.2.c D’apres la question précédente,
| i — €l <1—app
puis
02 2
lakk —e”|* < (1= ak)
ou encore
(e — ) ar —e™) < (1 - agp)?
En développant, on obtient
af ) — 20 cosO+1 < 1—2a,, +aj
ou encore
Qjejc €058 > Qi
Or ay x> 0 donc cos € > 1. Mais cos 6 < 1 donc cos © = 1. Ainsi 6 = 0[2] puis A = €!® = 1.

IL.3.a Comme 1 € Sp.(A), xa(1) = det(I,, — A) = 0 donc det((I, — A)T) = 0 ou encore det(I,, — AT) = 0. Par
conséquent, xat(1) =0etl € SpC(AT).

De plus, rg(A—1I,,) = rg((A—I,)") = rg(AT —1,). D’apres le théoreme du rang, dim Ker(A—1I,,) = dim Ker(AT —
I,)ie. dimE;(A) = dim E;(A").
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IL3.b IL3.b.i Pourtouti € [1,n], (ATV); =V, et donc

n
2. Y = U
j=1

Par inégalité triangulaire,
n

n
v < Z la; illy| = Z aj
j=1

=1

yl

I1.3.b.ii En additionnant ces inégalités,

n n n
INEEDIPITT
i=1 i=1j=1

n n n
gl =2 Iyl 25y = 2 lui
j=1 i=1 j=1

n n

En notant S; = Z a; ;y;], on a donc |v;| < S; pour tout i € [[1,n] et ZSi — |v;] = 0. Une somme de termes
j=1 i=1

positifs,n’étant nulle que si chacun des termes est nul,

n
Vie[Ln], |yl =S;= Z a; iyl
i1

IL3.b.iii Ces égalités se traduisent par le fait que AT|V| = |V].
Supposons qu’il existe i € [1, n] tel que |v;| = 0. Alors

n
Z a; vl = v =0
=

Comme il s’agit a nouveau d’une somme de termes positifs, on aurait g;;|v;] = 0 pour tout j € [[1, n] et donc
|vj| = 0 pour tout j € [1, n] car les a; ; ne sont pas nuls. Finalement, on aurait V = On ce qui est exclus.

IL.3.c IL.3.c.i D’apres la question précédente, les y; ne sont pas nuls. On peut donc considérer la matrice colonne
7=x-Yy qui appartient encore 2 E;(AT) (c’est un sous-espace vectoriel de M 1,1(C)). Par construction z; = 0,
mais d’aprlés la question précédente, Z = 0 : si Z n’était pas nul, toutes ses composantes seraient non nulles. On
en déduit que tous les vecteurs de E;(AT) sont colinéaires 2 X i.e. dimE;(AT) = 1.

IL3.c.ii Soit V un vecteur non nul de E;(AT). D aprés larll question précédente, [V| € E;(AT). Posons Q =

1 ;
WWL A nouveau, Q € E;(AT). Par construction, Z w; = 1. On a vu que |v;] > 0 pour tout i € [1,n]
v -
i=1 4 i=1
donc w; > 0 pour tout i € [[1,n]. Supposons qu’il existe un vecteur Q' vérifiant les mémes conditions. Alors
Q' est colinéaire a4 Q puisque dim E;(AT) = 1. Il existe donc A € C tel que Q' = AQ. En fait, A € R% car les
coordonnées de Q' et Q sont strictement positives. De plus,

puis Q' = Q.
IL.3.c.iii Enfin, puisque ATQ=Q,
n
Vie [[1, n]] , Z aj W = W;
j=1
I1.3.d On a donc montré que

* les valeurs propres de A sont de module inférieur ou égal a 1;
* la seule valeur propre de A de module 1 est1;

1
Ei(A)estengendré parU =] : [;
1

* les valeurs propres de AT sont de module inférieur ou égal a1;
* la seule valeur propre de AT de module 1 est 1;
« aucune coordonnée d’un vecteur propre de AT associé a la valeur propre 1 n’est nulle ;

http://1garcin.github.io 4


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

« il existe un vecteur propre de AT associé a la valeur propre 1 dont les coordonnées sont strictement positives
et de somme 1.

I1.4 I1.4.a Montrons que N est une norme.

IL.5

Positivité Comme les w; sont positifs, N est bien a valeurs dans R, .
Homogénéité Soient A € C et X € M, 1(C). Alors

n n
NAX) = D7 wlAx;| = |A| D] wilx;| = [AIN(x)
i=1 i=1

n
Séparation Soit X € M, ;(C) tel que N(X) = 0. Alors Z w;|Ax;| = 0. Mais comme il s’agit d’une somme de
i=1
termes positifs, w;|x;| = 0 pour tout i € [[1, n]]. Les w; ne sont pas nuls donc x; = 0 pour tout i € [[1, n] i.e.
X=0.
Inégalité triangulaire Soit (X,Y) € Mn,l(C)z. Alors, par inégalité triangulaire dans C

NX+Y) = Y aylx; + 31l < 0oy (Ixi] + i) = N(X) + N(Y)

i=1 i=1

IL.4.b Soit X € M, 1(C). Alors, par inégalité triangulaire,

n n n n n
2 i) < 2w ) alxl =) ( ai,,-wi> 11
j=1 i1 j=1 i=1 \i=1

Jj=1

n

N(AX) = D o
1

i=

Mais on a vu a la question que
n
Vjellnl, D) a = w
i=1

de sorte que
n

N(AX) < )" wjlx;| = N(X)
Jj=1
IL4.c Enparticulier, soitA € Sp(A) et X un vecteur propre associ€. Alors N(AX) < N(X) donne [A[N(X) < N(X)
puis |A| <1 car N(X) > 0 (X n’est pas nul en tant que vecteur propre).

IL5.a Remarquons que ®(X) = QTX. Ainsi
D(AX) = QTAX = (ATQ)TX
Or Q € E;(AT), donc ATQ = Q puis ®(AX) = QTX = &(X).
IL5.b E;(A) = vect(U) est une droite et Ker ® est un hyperplan de M, ;(C) en tant que noyau d’une forme

linéaire non nulle. Pour montrer que E;(A) et Ker ® sont supplémentaires dans M, ; (C), il suffit donc de montrer
n

que U ¢ Ker ®. Or ®(U) = Z w; =1 # 0 donc U ¢ Ker ®. On en déduit que M, ;(C) = E;(A) @ Ker .
i=1
IL5.c D’apres la question[IL.5.a]
B(X) = B(AX) = B(AX) = AD(X)
Or A # 1 donc ®(X) = 0i.e. X € Ker ®.

I1.5.d Notons u I’endomorphisme de C" canoniquement associé a A et ¢ la forme linéaire canoniquement associée
a®. D’apres ce qui précede, pou = et C* = E;(w)PKer ¢. L'égalité pou = ¢ donne notamment Ker pou = Ker ¢
de sorte que Ker ¢ est stable par u. Dans une base adaptée a la décomposition en somme directe C* = E, (u)@Ker ¢,

la matrice de u est donc avec B € M,,_1(C). On en déduit que o = x, = X — A)xg. Si 1 était

racine de g, 1 serait valeur propre de I’endomorphisme v k.., de Ker ¢ induit par u. Notamment v g, admettrait
un vecteur propre x € Ker ¢ associé a la valeur propre 1. Ce vecteur x serait également un vecteur propre de u
associée a la méme valeur propre 1. On aurait donc x € E;(u) N Ker ¢ = {0}, ce qui contredit que x est un vecteur
propre. Ainsi 1 n’est pas racine de xg : 1 est donc une racine simple de ), i.e. la multiplicité de la valeur propre
de 1 dans x5 vaut 1.
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