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DEVOIR SURVEILLE N°06

* La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

¢ Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

Remarquons que deux endomorphismes semblables ont méme trace. En effet, pour u € £L(E) et ¢ € GL(E), on a par
propriété de la trace
t(pouce™) =tr(e " opou) = tr(u)

Soit u € L(E) vérifiant (C3). Par linéarité de la trace, tr(u) = tr(—u) = — tr(u) i.e. tr(u) = 0.

’ Si u vérifie (C3) alors tr(u) = 0 ‘

E étant de dimension 2, ,, = X? — tr(u)X + det(u) = X2 — 2. Ce polyndme annulant u (Cayley-Hamilton) on en
déduit que u? = 82 Idg.

Le spectre est ’ensemble des racines de ¥;, et vaut ici {8, —8}. Ainsi u posséde deux valeurs propres Or dimE = 2 et les
sous-espaces propres de u sont en somme directe, ils ne peuvent qu’étre de dimension 1.

u? = 821dg, Sp(u) = {8, =8}, dim(Eg(u)) = dim(E_s(u)) = 1

Notons e, un vecteur propre pour 8 et e_ un vecteur propre pour —8. Comme (e, ,e_) est libre, e, + e_ # Og. Ainsi
D = vect(e, + e_) est une droite. De plus, u(D) = vect(de, — Se_) = vect(e, —e_) car 8 # 0. Or (e,,e_) est libre, ce
qui permet de prouver aisément que e, — e_ & D. Ainsi u(D) ¢ D.

Posons F = D = vect(e, +e_) et G = u(D) = vect(e, —e_). La liberté de (e, e_) permet aisémennt de montrer la liberté
de (e, +e_,e, —e_). Comme dimE = 2, (e, +e_,e, —e_) est une base de E de sorte que E = F @ G.

Enfin, u(F) = Get u(G) = F.

@ Un calcul par blocs montre que

On montre de méme que
(on on,p> _( 0, on,p>_0
= =Un+p
A 0, Opn Op

0, Oy D 0, B . ¢
M= o+ est somme de deux matrices de carré nul
A 0, Op,n Op

On vérifie par un calcul par blocs, par exemple, que D? = I,,. D est donc inversible et D~! = D. Le calcul par blocs

donne aussi
0, B I, 0 0, —B
DMD'=DMD=( " R P =-M
-A 0, 0 -1, —A 0,

p:n

Par définition de la similitude,
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‘ M et —M sont semblables ‘

E Notons & = (fy, ..., fu) et G = (g1, ..., §p). Comme u(F) C G, on peut poser A = matg(u(F)) € Mp ,(C) et comme

0y,

u(G) C F, on peut poser B = maty#(u(G)) € M, ,. On a alors matg(u) = ( ) Finalement,

p

0, B
il existe (A, B) € M), ,(C) X M, ,(C) tel que matg(u) = ( : 0 )
P

Supposons F et G non nuls. D’apres la question précédente, il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u
0, B . . . 0n Onp
est . En notant a et b les endomorphismes dont les matrices dans la base 3 sont respectivement 0’
p p

0, B

et ( 0 " ), onabienu = a+ b, a® = b?> = 0: u vérifie (C2). La questionmontre de méme que u et —u sont
p’n p

semblables : u vérifie (C3).

Si F est nul, alors G = E et Im(u) = u(G) C F = {0}. u est ’endomorphisme nul qui vérifie immédiatement (C2) et (C3).

C’est la méme chose si G = {0} (travailler alors avec F = E).

‘ u vérifie (C2) et (C3) ‘

Puisque f2 = 0, Im(f) C Ker(f). Par conséquent, dim Im(f) C Ker(f). D’apres le théoréme du rang,
dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) < 2 dim(Ker(f))

On a donc

Im(f) c Ker(f) et dim(Ker(f)) > dlmT(E)

@ Soit x € Ker(a) N Ker(b). On a u(x) = a(x) + b(x) = 0 et comme u est injective x = 0. Ceci montre que Ker(a) et
Ker(b) sont en somme directe.
De plus,

Vx € E, x = u(u1(x)) = a(u1(x)) + b(u~'(x)) € Ker(a) + Ker(b)

car @ = b? = 0. Ainsi

‘ E = Ker(a) & Ker(b) ‘

De plus Im(a) C Ker(a) (car a®> = 0) et Im(b) C Ker(b) (car b> = 0). Ainsi Im(a) N Im(b) C Ker(a) N Ker(b) = {0g}.
Im(a) et Im(b) sont en somme directe.
De plus,

Vx €E, x = u(u 1(x)) = a(u™(x)) + b(u~'(x)) € Im(a) + Im(b)

donc E = Im(a) & Im(b).
Ainsi
dim E = dimIm(a) + dim Im(b) = dim Ker(a) + dim Ker(b)

d’ou
(dim Ker(a) — dim Im(a)) + (dim Ker(a) — dimIm(a)) = 0

Comme Im(a) C Ker(a) et Im(b) C Ker(b), il s’agit d’'une somme de deux termes positifs. On en déduit que ces termes
sont nuls. Ainsi dim Im(a) = dim Ker(a) et dim Im(b) = dim Ker(b). Par conséquent,

\Im(a) = Ker(a) et Im(b) = Ker(b) \

On a u(Ker(a)) C a(Ker(a)) + b(Ker(a)) = b(Ker(a)) C Im(b) = Ker(b) et de méme u(Ker(b)) C Ker(a). Comme

Ker(a) et Ker(b) sont supplémentaires dans E,
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Pour tout k € N, Ker(v¥) c Ker(v o v¥) = Ker(vk*!) donc

(Ker(v¥))gen croit pour I'inclusion

L’ensemble {dim Ker(v¥), k € N} est une partie de N majorée par dim E. Elle admet donc un plus grand élément
d. 1l existe donc p € N tel que Ker(vP) = d. Pour k > p, Ker(vP) c Ker(vX). Ainsi d = dim Ker(vP) < dim Ker(v¥).
Mais par définition de d, dim Ker(v¥) < d de sorte que dim Ker(v¥) = dim Ker(vP) = d puis Ker(vk) = Ker(v?) puisque
Ker(vP) € Ker(vb).

On peut conclure que

3p e N, Yk > p, Ker(v¥) = Ker(vP)

Mais pour k < p, Ker(vk) c Ker(vP) par croissance de la suite (Ker(v¥)). Finalement,

Ker(vP) = U Ker(vk)

keN

Si p convient, tout entier plus grand que p convient aussi et on peut supposer p pair quitte a le changer en p + 1.

Par définition,
Ker(v?P) C U Ker(v¥) = KervP
keN
De plus, par croissance de la suite (Ker(v%))cn, Ker(vP) € Ker(v?P). Ainsi

ES(f) = Ker(vP) = Ker(v?P)

Soit x € E§(f) nIm(vP). Il existe y tel que x = vP(y) et v?*P(y) = vP(x) = 0 montre que y € Ker(v?P) = Ker(vP) et donc
que x = VP(y) = 0. On a donc E{(f) N Im(vP) = {Og}.
Par théoréme du rang,
dim Ker(vP) + dim Im(vP) = dim E

Ainsi

E = Ker(vP) @ Im(vP) = E{(f) @ Im(vP)
Enfin, vP = (f — A1dg)P et f appartiennent a ’algébre commutative K[ f]. Comme vP = (f — AIdg)P et f commutent,
Ker(vP) = E;(f) et Im(vP) sont stables par f.

E5(f) et Im(vP) sont des supplémentaires de E stables par f.

Supposons, par I’absurde, que A soit valeur propre de fjymp). Il existe alors x € Im(vP) non nul tel que f(x) = Ax
c’est a dire tel que x € Ker(v) C E(f). Comme E5(f) et Im(vP) sont en somme directe, x = 0 et ceci est contradictoire.
Ainsi A n’est pas valeur propre de fjm(up)-

(X — A)P annule flEﬁ( 1) car E{(f) = Ker(f — AIdg)P. La seule valeur propre possible pour fIEﬁ( ) estdonc A.

A & Sp(fjm(e)) et Sp(firg(r)) C {A}

Si E§(f) n’est pas réduit a {0}, alors i ES(f) possede au moins une valeur propre car son polyndme caractéristique est scindé
dans C. Ainsi Sp(fies(s)) = {A}-

On sait qu’il existe deux entiers p et q tels que E5(f) = Ker(f —AIdg)P et Ef(f) = Ker(f —AIdg)?. Comme A # ,
(X = A)P et (X — w)? sont premiers entre eux et le lemme des noyaux nous dit alors que E5(f) et E;(f) sont en somme
directe.

Les seules valeurs propres possibles de f sont A et . Comme X s est scindé dans C, il existe des entiers g et r tels que

Xr=X-"X-p?

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
E = Kerx(f)

Comme (X — A)" et (X — w)® sont premiers entre eux, le lemme des noyaux donne
E = Ker(f — Aldg)? @ Ker(f — w1dg)”
Comme Ker(f — Aldg)? C E5(f) et Ker(f — uIdg)" C E;(f) par définition, on obtient
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E =B (/) ® Ei(f)

Tout d’abord,

Ainsi

u*=a?+aob+boa+b>=aob+boa

u*oa=a?ob+aoboa=aoboa

et
aou’=qoboa+boa’=aoboa

de sorte que

aou”=u"oa

On montre de la méme maniére que

bou?=u?0b

Comme a commute avec u?, il commute avec toutes les itérées de u? et donc avec uP puisque p est pair. On en déduit
que G = Im(uP) est stable par a. On montre de méme que G est stable par b.
Comme a? = b? = 0, on en déduit que

Notons F = E§(u). F et G sont stables par u.

D’apres la question |14} 0 est la seule valeur propre de I’endomorphisme ug de F induit par u donc ug est nilpotent.
Toujours d’apres la question[I4] 0 n’est pas valeur propre I’endomorphisme g de G induit par u donc ug est inversible.
D’apres le résultat admis, il existe une décomposition F = F @ E telle que w(F) C B et u(E) C §.

Avec la question précédente, ug vérifie (C2) et comme c’est un automorphisme, la troisiéme partie s’applique. Il existe
une décomposition G = G; @ G, telle que u(G;) C G, et u(G,) C G;.

Comme F et G sont en somme directe, on montre aisément que F et G; sont en somme directe de méme que B et G,. En
posant H; = F @ G; et H, = E @ G,, on a bien

E=FOG=FEOB)D G ®G)=FE®G)DEDG,) =H, ®H,

et
u(H;) = u(F) +u(G,) CE + G, = H, et u(H,) = u(B) + u(G,) CK + G, = Hy

u est échangeur

Puisque —u = @ ou o @', on a également —u o ¢ = ¢ o u. On en déduit que

PPou=go(pou)=—gouop=—(pou)op=uog¢’

(p20u=uO(P2

Comme E est C-espace vectoriel, ¢? posséde une valeur propre A. La question [13{donne E = ES(¢?) @ Im(vP) ot
v = @? — A1dg et E§(¢*) = Ker vP pour un bon entier p.

Notons F = Ker(vP) et G = Im(vP). F et G sont stables par ¢ puisque ¢ commute avec vP. Comme u commute avec ¢ et
donc avec UP, ils sont également stables par u.

Comme F et G sont stables par ¢ et u, on vérifie aisément que les endomorphismes ug et ug induits par u vérifient encore
la condition (C3).

L’indécomposabilité de u indique alors que F ou G est nul. Comme A est valeur propre de ¢, F n’est pas nul donc G = Im v?
I’est. On en déduit que (X — A)P est un polyndme annulateur de ¢? puis que A est I’'unique valeur propre de @2. Comme ¢
est inversible, @® I’est également et A # 0.

Soit a une racine carrée (complexe) de A. Puisque A # 0, o # 0. De plus, (X2 — 1) = (X — a)P(X + o)? annule ¢ donc
Sp(e) C {—a,al.

Sp(e) C {a, —at} avec a® = A # 0 unique valeur propre de ¢?
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Comme o # —at et Sp(¢) C {—a, a}, on peut appliquer la question [15|et obtenir

E = E3(¢) @ EZq(9)

Montrons ensuite que u(E§(9)) C E€ (@) et u(ES 4(9)) C ES ().
Notons que I’hypothese (C3) donne u o ¢ = —¢ o u puis

uo(p—aldg) =—(p+aldg)ou
On montre alors aisément par récurrence que
Vk eN, uo(p—aldg)k = (=1) (¢ + aldg)k ou

On sait qu’il existe p € N tel que E§(¢) = Ker(¢ — aIdg)P. La relation précédente appliquée a k = p donne u(ES(¢)) C
E€ (¢). De méme, en appliquant la relation précédente a k = q ott E€ ,(¢) = Ker(¢p + aldg)9, on obtient u(E€ (¢)) C
EG(@).

u est échangeur

On procede par récurrence sur la dimension de I’espace.

Initialisation. On suppose que u est un endomorphisme d’un espace E de dimension 1 qui vérifie (C3). Comme dimE = 1,
I’algebre £(E) est commutative et la condition (C3) donne u = 0. On peut alors condidérer la décomposition E = E@{0g}
pour en conclure que u est échangeur.

Hérédité : supposons le résultat vrai jusqu’au rang n. Soit u un endomorphisme d’un espace E de dimension n + 1 et qui
vérifie (C3). Si u est indécomposable, il est échangeur avec ce qui précede.

Sinon, il existe une décomposition E = F @ G avec F et G non nuls stables par u et tels que ug et ug vérifient (C3).
L’hypothese de récurrence s’applique a up et ug et permet de décomposer F et G. Comme en question [I8} on en déduit
une décomposition de E qui montre que u est échangeur.

(C3) implique (C1)
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