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DEVOIR SURVEILLE N°07

» La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Solution 1

1. 1l est clair que les fonctions f, sont continues sur |0, 1]. De plus, par croissances comparées, lim xIn(x) = 0, ce qui
x—0

garantit la continuité de f,, en 0.
Remarquons ensuite que pour tout x €]0,1], f(x) = e*"®)_Donc f est continue sur ]0,1]. Le méme argument de
croissances comparées prouve la continuité de f en 0.

+00
2. Tout d’abord, Z f(0) converge clairement et Z fn(0) = 1 = f(0). De plus, pour tout x €]0,1], la série Z (%)
Nl
est une série exponentielle : elle converge et Z fu(x) = e*) = f(x). Ainsi z fn converge simplement vers la
n=0 nx0

fonction f sur 1.
3. Tout d’abord, comme ¢ est continue en 0, ¢(0) = tl_i,%l+ tIn(t) = 0. Ensuite, ¢ est dérivable sur ]0, 1] et
vt €]0,1], ¢'(t) =1+ In(t)
On en déduit que ¢ est décroissante sur [0, e~!] puis croissante sur [e~1,1].
4. Puisque ¢(1) = 0 et ¢'(1) = 1, la courbe de ¢ admet une tangente d’équation y = x — 1 en (1,0). De plus,
im 8O —¢0) _

li  S—— = —oo donc la courbe de @ admet une tangente verticale en (0, 0).
t— -
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5. Les variations et le signe de ¢ montrent que ||¢|lc = |@(e™!)| = e~l. Puisque pour tout n € N et tout x € I,
(=1)"(x)" (s (e - . ,
fu(x) = ————— on en déduit que || foleo = T La série exponentielle Z I fullo converge i.e. Z Jn converge

normalement sur 1.

6. a. Soit x € R. La fonction ¢: ¢t — t*“le~! est continue par morceaux sur R%. De plus, ¢ est positive donc la

convergence de I’intégrale I'(x) équivaut a ’intégrabilité de ¢ sur R%. D’une part, ¢(t) v, fE donc ¢ est
t—0
intégrable en 0% si et seulement si 1 — x < 1i.e. x > 0. D’autre part, (t) = o0(1/t?) par croissances comparées
t—>+o0

donc ¢ est intégrable en +o0. Finalement, ¢ est intégrable sur R} si et seulement si x > 0. Autrement dit, le domaine
de définition de T est R}.

b. Soit n € N*. Par intégration par parties et sous réserve de convergence,
+00 + +oo
[c9)
'n+1)= f et dt = — [t"e‘t]o + nf t"le=t dt
0 0

Puisque

limt"e~f = lim t"e~!=0

t—0 t—>+oo
I’intégration par parties précédente est 1égitime et I'(n + 1) = nl'(n).
De plus,

e +0o0
— —t 4t — _ [o—t —
r(1)_/ ertdt=—[e"] " =1
0

On en déduit par une récurrence évidente que I'(n + 1) = n! pour tout n € N.

7. D’abord, t = —In(t) est une bijection de classe C! strictement décroissante de ]0, 1[ sur R%. De plus, si u = —In(t),
alors t = e~ de sorte que dt = —e™* du. On en déduit par changement de variable que

1 1 1 1 +o00 1 +o00
I, = f fou() dt = —/ t"(—Int)" dt = —f ute™"e " du = —f ue~(+u qy
n! n! n!
0 0 0 0
On effectue ensuite le changement de variable v = (n + 1)u de sorte que

+oo
1 1 1 1 1
J == Ve lVdv=— - ——— . T(n+1)= ————
" nl (n+1)”+1f0 n!  (n+ 1)ntl (n+1) (n+1)nt1

On remarque que ce résultat est encore valable pour n = 0 puisque Jo = 1. Comme Z Jn est une série de fonctions
continue convergeant normalement vers f sur le segment [0, 1], on peut affirmer par théoréme d’interversion série/in-
tégrale que

1 +0o0 1 +0o0 1 +0o0 1

1= [oa=3 [ foa=3 A =31

0 n=00 P G
n 1 +o0 1

8. Notons S,, = Z T etRy = Z - Alors
k=1 k k=n+1 k
+0o0
1 1 1 1
| nl = IRy ”_k;n:“ (mn+Dk 4+ ;1 nr+1)n
n+l

< 107%ie. ng(ng + 1)™ > 10°. ny = 9 fait I’affaire

1
Il suffit donc de trouver un entier n, tel que ———
no(ng + 1)ro

puisqu’alors ng(ng + 1) =9 -10° > 106.

Solution 2

1
1. Soit x € J. Puisque x > 0, la suite de terme général ———— est décroissante et de limite nulle. D’apres le criteére
1+nx

spécial des séries alternées, Z Jn(x) converge. Ainsi Z fn converge simplement sur J.
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2. Pourtoutn € N,

1 1 1
I falloo,y = sup

xeJ \/1+nx V14 n note ﬁ

Or la série Z — est une série a termes positifs divergente donc Z |l o,y diverge également. Autrement dit, Z In
n

ne converge pas normalement.

3. Comme la série Z Jn converge simplement sur J, il suffit de montrer que la suite de ses restes converge uniformément

+0o0
vers la fonction nulle sur J. Posons R,, = Z Jn- D’apres le critere spécial des séries alternées,
k=n+1
1 1
Vx €1, |R,(x)| < <

Vi+(m+Dx n+2

Ainsi

IRplleo,y <
n+2

On en déduit que lim |R,|l,y = 0i.e. (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur J. Par conséquent,
n—+oo

z fn converge uniformément sur J.

4. Pour tout n € N*, lim f, = O et lim fy = 1. Comme Z Jn converge uniformément sur J = [1, +o0[, on peut utiliser le
+o00 +o00

théoreme d’interversion série/limite :

+00
li = li =1
e = 2, I,

5. a. Il s’agit a nouveau du critére spécial des séries alternées.

b. Remarquons que

Vx €7, o(x)— €——

} Z( ””(m ﬁ)

De plus,
1 1 1 Vi+nx—ynx _ 1 o1
Ttnx \/_ Vitnx  nxy1+nx (\/1+nx+\/ﬁ)\/ﬁ\/l+nx_2(”x)3/2

Ainsi, par inégalité triangulaire,

BE RSS! K
Vx €, |o(x)—¢€ — —‘ < - -
=1 \/1 + nx \/nx ,;1 2(nx)32 - x32
191
en posant K = 5 nz_:l o On en déduit bien que

o(x) o C+—+ O(L)

Solution 3

1. Soit x € R. Comme ch est a valeurs dans [1, +oo[, la suite (P,(x)) ’est également. A fortiori, elle est strictement
positive. De plus,

P, (%) X
Vn e N¥, i) h( >> 1
ne P \n+1/)=

donc (P,,(x)) est croissante.
2. Soit x € R. Alors, pour tout n € N*,

In(P,(x)) = ) In(ch(x/k))
k=1

http://1garcin.github.io 3


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Comme ch(x/n)—1 — 0,

n—+oco

In(ch(x/n)) = In(1 + (ch(x/n) —1)) ~ ch(x/n)—1 ~ x?*/2n?

-+ n—+oo

2
X RPN .. . . .
Or E — estune série a termes psoitifs convergente donc E In(ch(x/n)) également. La suite de ses sommes partielles

i.e. la suite (In(P,(x))) converge. Par passage a 1’exponentielle, la suite (P,(x)) converge également. On en déduit que
J=R.

3. a. Comme ch est paire, P,(—x) = P,(x) pour tout x € R et tout n € N*, Par passage a la limite, p(—x) = ¢(x) pour
tout x € R ? ¢ est donc paire.
Soit x et y deux réels tels que 0 < x < y. Par croissance de ch sur R,

Vn e N*, Vk € [1,n], 0 < ch(x/k < ch(y/k))

puis
Vn € N*, P,(x) < PB,(y)
Enfin, ¢(x) < ¢(y) par passage a la limite. ¢ est donc croissante sur R, . Par parité, elle est décroissante sur R_.

b. Posons g, : x — In(ch(x/n)). Soit a € R,.. Alors
”hn”oo,[—a,a] = hy(a)

On a vu précédemment que Z h,(a) convergeait donc Z h,, converge normalement et donc uniformément sur
+00

[—a, a]. De plus, les h,, sont continues sur R. On en déduit que la Z h,, = In o est continue sur R. Par continuité

n=0
de I’exponentielle, ¢ est également continue sur R.

4. a. Comme 1/ ch est positive, le calcul de ’intégrale vaudra comme preuve de convergence.

+00 teo
dt ht dt ®
f f nrda [arctan(sh t)]too =7
—0 —0o

cht 1+4sh®t
car lim sh = +o0 et lim arctan = /2 de méme que lim sh = —co et lim arctan = —7/2.
+00 +oo —00 —00

b. Comme ch est a valeurs dans [1, +oo[,

Vx € R, Vn € N*, P,(x) > P,(x) = ch(x)

puis
1 1
v R, V N*, <
FERTET R T o)

et enfin, par passage a la limite
1 1
0<—-—<—
“¢@ " ch

1 1
Comme & est intégrable sur R, 5 I’est également.

Solution 4

1. Lapplication (- | -) est clairement symétrique. Elle est également bilinéaire par linéarité de 1’intégrale. Pour f € E,
1

f1H= f(£)? dt > 0 par positivité de I’intégrale. De plus, si cette derniére intégrale est nulle, alors f2 est nulle
-1
car elle est positive et continue sur [—1, 1]. Ainsi (- | -) est définie positive. C’est donc un produit scalaire.

2. On note ||| la norme associée au produit scalaire (- | -). Remarquons que (u | v) = O car uv est impaire. Ainsi
1
2
(u/|[u|), v/||v||) est une base orthonormée de F. On calcule ||u|?> = / dt =2et|v|? = f t? dt = 3
-1 -1
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3. Le projeté orthogonal de w sur F est donc

Cwlw | w]v)
B T R P

1
(wlu)zf el dt = el —e!

1

1 1
(w|v) = f tet dt = [te‘]l_1 —/ et' dt = 2e7!
- -1

1

Ainsi p est la fonction
el —e!

3e~ 1t
> +

t—

Le réel recherché est également
inf lw — f|* = d(w, F)?
feF

Or on sait d’apres le cours que
d(w,F)* = w — p|?

Mais comme p L w — p, le théoreme de Pythagore donne
d(w, F)* = [lw]? - | pll?

De plus,

Cwlw | w]v)
B T T P

etu L v donc le théoréeme de Pythagore donne

2 2
wlu (w]|v) 1 _ _ 1 13 _
||p||2 = ( ||L|l||2) ||U|||2 = z(el —e 1)2 + 6e 2 = 562 -1+ 76 2
Enfin
! 1
= [ etar=d@-e)
-1
puis
d(w,F)?=1—7e?
Solution 5

1. Lapplication (-, -) est clairement symétrique. Par linéarité de I’intégrale, elle est aussi bilinéaire. Pour tout P € E,
1

(P,P) = f P(1)3if ft > 0 par positivité de Iintégrale. De plus, si cette intégrale est nulle £ = P(¢)? est nulle sur [0, 1]
0
car elle est positive et continue sur [0, 1]. Par conséquent, P(t) = 0 pour tout ¢t € [0, 1]. Ainsi P posséde une infinité de

racines de sorte que P = 0. L’application (-, -) est définie positive ; ¢’est donc un produit scalaire.
2. OnadimF* = dimE —dimF=n+1-p.

3. D’apres la question précédente, dim(R,[X])* = 1. On cherche alors P = X2 4+ aX + b de sorte que (P, 1) = (P, X) = 0.

Ces conditions équivalent a

1 1 1 1 1
§+§a+b—z+§a+§b—0

ce qui équivaut a (a, b) = (—1,1/6). Finalement (X? — X + 1/6) est une base de R;[X]*.
4. a. SidegL <n—1,alors L € R,,_1[X] N R,_;[X]* = {0}. On en déduit que deg L = n.

n

b. i. PosonsL = Z a; X¥. On en déduit que pour tout x € R\ [-n —1,—1],
k=0

n

— Ak
Cp(x)_kZ::ox+k+1

Ainsi ¢ est bien une fraction rationnelle.
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n
ii. Posons Q = H(X + k + 1). En réduisant la fraction précédente au méme dénominateur, ¢ = g ou P est
k=0
une combinaison linéaire de polyndmes de degré n. On en déduit que degP < n. De plus, (L, X¥) = 0 i.e.
(k) = 0 pour tout k € [0,n — 1]. On en déduit que P(k) = 0 pour tout k € [0, n — 1]. Enfin, ¢ n’est pas la
fraction rationnelle nulle puisque a,, # 0 donc P # 0. Il existe donc A € R* tel que

n-1

P=1][X-k
k=0

Les zéros de ¢ sont donc les entiers k € [[0,n — 1] et ils sont tous simples. Les pdles de ¢ sont les —k — 1
pour k € [[0, n] et ils sont tous simples également.
iii. D’apres la question précédente,
n-1
3 ko X —K)
¢(X) = A—=5
I, X+k+1)

c. D’aprés la question précédente, il existe (A, ..., A,) € R"*! tel que
n
Ak
X) = —
*(X) FZO X+j+1

De plus, pour tout j € [0, n],

n-1 .
k:O(_J -1- k) _
H o<k<n (—] + k)
k#j

(n+ ))!
G2 =)

h=[X+j+DeX)](=j-1) =2 A=1)"

Par unicité de la décomposition en éléments simples, pour tout j € [0, n]|

— — n—j (I’l+j)!
== G = gy
de sorte que
n-1 .
_ Caynej (DU
L=h L M =

Comme dim R,,_[X]* = 1, (L) est une base de R,,_;[X]*.
REMARQUE. On peut convenir que A = 1.
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