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DEVOIR SURVEILLE N°07

 La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Solution 1

1. Soit x € R. Comme ch est a valeurs dans [1, +oo[, la suite (B,(x)) I’est également. A fortiori, elle est strictement
positive. De plus,

mmw=m<x>21

Vn € N*,
" P,(x) n+1

donc (P,,(x)) est croissante.
2. Soit x € R. Alors, pour tout n € N*,

In(P,(x)) = Zn: In (ch(x/k))
k=1

Comme ch(x/n) —1 — 0,

n—+oco

In(ch(x/n)) = In(1 + (ch(x/n) —1)) ~ ch(x/n)—1 ~ x%/2n?

—>+ n—+0
2
Or Z 2 est une série a termes psoitifs convergente donc Z In(ch(x/n)) également. La suite de ses sommes partielles
i.e. la suite (In(P,(x))) converge. Par passage a I’exponentielle, la suite (P,(x)) converge également. On en déduit que
I=R.

3. a. Comme ch est paire, P,(—x) = P,(x) pour tout x € R et tout n € N*. Par passage a la limite, p(—x) = ¢(x) pour
tout x € R ? ¢ est donc paire.
Soit x et y deux réels tels que 0 < x < y. Par croissance de ch sur R,

Vn € N*, Vk € [1,n], 0 < ch(x/k) < ch(y/k))

puis
Vvn € N*, P,(x) < P,(y)
Enfin, ¢(x) < ¢(y) par passage a la limite. ¢ est donc croissante sur R . Par parité, elle est décroissante sur R_.

b. Posons g, : x — In(ch(x/n)). Soit a € R,.. Alors
”hn”oo,[—a,a] = hn(a)

On a vu précédemment que Z h,(a) convergeait donc Z h,, converge normalement et donc uniformément sur
+0o0

[—a, a]. De plus, les h,, sont continues sur R. On en déduit que la Z h,, = In o est continue sur R. Par continuité
n=0
de I’exponentielle, ¢ est également continue sur R.
4. a. Comme 1/ ch est positive, le calcul de I’intégrale vaudra comme preuve de convergence.
+o0 +o0
dt cht dt
f i f ———— = [arctan(sh D' =n
oo © —eo 1l+sh™t

car limsh = +o0 et lim arctan = 7/2 de méme que lim sh = —oo et lim arctan = —7t/2.
+0o0 +o00 —00 —00
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b. Comme ch est a valeurs dans [1, +oo],

Vx € R, Vn € N*, P,(x) > P,(x) = ch(x)

puis
1 1
Vx € R, Vn € N¥, <
FERTET R = e

et enfin, par passage a la limite
1 1
0<—-—<—
“¢@ " ch

1 1
Comme oy est intégrable sur R, 5 I’est également.
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Solution 2

1
. Soit x € J. Puisque x > 0, la suite de terme général ———— est décroissante et de limite nulle. D’apres le critére
1+ nx

spécial des séries alternées, Z fn(x) converge. Ainsi Z fn converge simplement sur J.

. Pour toutn € N,

1 1 1
I falloo,y = sup

er\/1+nx Vi+n ”*mﬁ

Or la série E — est une série a termes positifs divergente donc E | fnll 0,5 diverge également. Autrement dit, E In
n

ne converge pas normalement.

. Comme la série Z fn converge simplement sur J, il suffit de montrer que la suite de ses restes converge uniformément
+o0

vers la fonction nulle sur J. Posons R,, = Z Jn- D’apres le critere spécial des séries alternées,
k=n+1

1 1
<
Vi+(n+Dx  n+2

Vx €7, |IR,(x)| £

Ainsi
1

Vn+2

IRpllo,y <

On en déduit que lim |R,|,y = 0i.e. (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur J. Par conséquent,
n—+oo

Z fn converge uniformément sur J.

. Pour tout n € N*, lim f,, = 0 et lim fy = 1. Comme Z fn converge uniformément sur J = [1, +oo[, on peut utiliser le
+o00 +o00

théoréme d’interversion série/limite : N
o0

li = li =1
e = 2, I,

a. Il s’agit a nouveau du critére spécial des séries alternées.

b. Remarquons que

Vx el, cp(x)—€——

- Z( ”n(m ﬁ)

De plus,
1 1 1 \/ 1+nx— \/ﬁ 1 1
Ttnx \/_ Vitnx  nxy1+nx (\/1+nx+\/ﬁ)\/ﬁ\/1+nx 2(nx)3/2

Ainsi, par inégalité triangulaire,

BRSS! K
Vx €, |o(x)—¢€ — —‘ < - -
n=1 \/1 Tax  ynx nZ::l 2(nx)2 - x32
191
en posant K = 5 nz_:l PR On en déduit bien que

e(x) = €+—+O( 31/2>

X—=+0o0 A [
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Probleme 1

Soient A et B deux matrices de M,,(R). Il existe donc P € GL,,(R) tel que B = P~1AP.
Par propriété de la trace, tr(B) = tr(P~!AP) = tr(APP™!) = tr(A).
Par propriété du déterminant,

det(B) = det(P"1AP) = det(P~1) det(A) det(P) = det(P)~! det(A) det(P) = det(A)

Deux matrices semblables sont a fortiori équivalentes et ont donc méme rang : rg(B) = rg(A).
Soit A € R. Alors
B —Al, = P7'AP — AI, = P71(A — AL,)P

Donc A — A, et B — AI, sont semblables donc ont méme déterminant d’apres ce qui précede. Ainsi
xs(A) = det(B — AI,) = det(A — Al,) = xa(D)
Ainsi Xg = Xa-

Il est clair que tr(A) = tr(B) = 5. Comme A et B sont triangulaires & coefficients diagonaux non nuls, rg(A) = rg(B) =
3. Comme A et B sont triangulaires, det(A) = det(B) = 4 et x5 = x5 = (X — 1)(X — 2)2.

On a donc Sp(A) = Sp(B) = {1, 2}.

Posons P = (X—1)(X—2). On vérifie que P(A) = 0. Comme Sp(A) = {1, 2}, onadonc ps = P. Comme 1 est simplement
scindé, A est diagonalisable.

Comme Sp(B) = {1, 2}, si B était diagonalisable, on aurait de méme pug = P. Or P(B) # 0 donc pg # 0.

Comme A et B n’ont pas le méme polyndome minimal, A et B ne sont pas semblables.

» Comme la matrice de u dans la base (e;,e,,e3) est A, on a u(e;) = e, + 2e;, u(e,) = e; +es etu(e;) = e;. La
matrice de u dans la base (e,, e;, e3) est donc B. On en déduit que A et B sont semblables.

* Un calcul donne x = xg = X> —3X —1 (en utilisant la régle de Sarrus par exemple). Posons P = X3 —3X — 1. Alors

P’ = 3X?—3 = 3(X—1)(X+1). Ainsi P est strictement croissante sur ] — oo, —1], strictement décroissante sur [—1, 1]

et strictement croissante sur [1, +oo[. Or hmP =—00,P(-1)=1>0, P(l) —3<0et l1mP +00. Comme P est

continu sur R, P s’annule exactement trois f01s sur R en vertu du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires.
Comme deg P = 3, P posséde exactement trois racines toutes réelles. On les note o, 8 et y. Comme )5 = xg = P est
simplement scindé, A et B sont toutes deux diagonalisables et semblables a la méme matrice diagonale de coefficients
diagonaux a, 3 et y. Comme la similitude est une relation d’équivalence, A et B sont semblables.

E Soient A € M ,(R) et u I’endomorphisme canoniquement associé a A. D’apres le théoréme du rang dim Keru = n—1.
Choisissons un supplémentaire S de Ker u. Dans une base adaptée a la décomposition R” = S @ Ker u, la matrice de u est
de la forme de U. Ainsi A est semblable a U.

D’apres la question précédente, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est une matrice U de la forme
donnée & la question précédente. On trouve U? = a,,U. Or U? # 0 donc a,, # 0. Ainsi X? — a,,X = X(X — a,,) est un
polyndme annulateur de U (et donc de u) simplement scindé. u est donc diagonalisable.

1
E Posons A = | |
i

semblable a la matrice nulle et donc nulle, ce qui n’est pas. A n’est donc pas diagonalisable.

i
. ) € S,(C). Alors xo = X2. Notamment Sp(A) = {0}. Si A était diagonalisable, elle serait

Les deux dernieres colonnes de A sont les mémes que les deux premieres. Supposons que ces deux colonnes soient
lides. Il existerait alors A € C tel que B = Aa et & = A et donc & = A%a. Comme o # 0, on aurait donc A2 = 1 i.e.
A = £1 puis a = £f3, ce qui est exclu. Ainsi les deux premiéres colonnes de A sont linéairements indépendantes de sorte
que rg(A) = 2. Notamment rg(A) < 4, A n’est donc pas inversible : 0 € Sp(A).

1 1

1
En posant U = ,ona AU = 2(a + B)U donc 2(a + ) € Sp(A). En posant V = Ll ona AV = 2(a — )V donc

— =
|
—

2(a— ) € Sp(A).

0
X PN , e 0
D’aprés le théoréme du rang dim Ker(A) = 2. On voit facilement que X = etY = 0 forment une base de
0 -1

Ker A.
Ainsi (U, V, X,Y) est une base de vecteurs propres de A.
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Aa
Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a ( N En notant (e;, e,) la base canonique de R?, on a donc
0

u(e;) = Ae; u(e,) = Aey + bey
Posons f; = %el et f, = e,. Comme % # 0, (fi, f») est encore une base de R2. De plus,
u(f) = pule) =1 Tey = Af; u(f;) = u(es) = Aes + bey = Aey +b- Ter = Afy +bf;

A Db

A b Aa
La matrice de u dans la base (fi, f;) est donc ( 01 ) On en déduit que les matrices ( o1 ) et ( 01

) sont semblables.

@ On aPB = APi.e. (R+iS)B = A(R + iS) ou encore RB + iSB = AR + iAS. Comme les matrices RB, SB, AR et AS
sont a coefficients réels, on obtient RB = AR et SB = AS en identifiant parties réelle et imaginaire.

n

On sait que si A € M,(R), detA = Z (o) H Ag(i),i- Comme chaque coefficient de det(R + xS) est une fonction

ceS i=1
affine de x, la formule précédente permet d’a?ﬁrmer que @ : x — det(R + xS) est une fonction polynomiale en tant que
combinaison linéaire de produits de fonctions affines.
De plus, @(i) = det(P) # 0 car P est inversible. Ainsi ¢ n’est pas identiquement nulle (sur C). Si ¢ était nulle sur R, elle
admettrait une infinité de racines : tous ses coeflicients seraient nuls donc elle serait nulle sur C. Il existe donc x € R tel
que R + xS est inversible.

Comme RB = AR et SB = AS, (R + xS)B = A(R + xS). Puisque Q = R + xS € GL,(R), B= Q"'AQetAetB
sont semblables dans M, (R).

000
xXa = X3+X = X(X—i)(X+i) est simplement scindé dans C donc A est diagonalisable et semblableaD =| 0 i 0
00 —i

dans M;(C). Un calcul évident montre que xg = X°> + X. Pour les mémes raisons que précédemment, B est également
semblable a D dans M5(C). On en déduit que A et B sont semblables dans M;(C). Comme A et B sont a coefficients réels,
elles sont également semblables dans M3(R) d’apres la question précédente.

Soit (A, B) € M,(R)? telle que xa = Xg €t Mo = Up-

* Sixa = xg estsimplement scindé dans R ou C, alors A et B sont toutes deux semblables a une méme matrice diagonale
dans M, (R) ou M,(C). Elles sont donc semblables dans M,(R) ou M,(C). Dans le deuxiéme cas, puisque A et B
sont a coefficients réels, le résultat de la partie précédente sont encore semblables dans M,(R).

* Sinon, xp = xg = (X —1)? avec A € R. Comme le polyndme minimal divise le polyndme caractéristique, on a donc
Ha =Mp = (X —2A)oupy = pg = (X —21)%

— Sipps = Mg = (X — 1), alors A et B sont toutes deux égales a AL,. A fortiori, elles sont semblables dans M,(R).

— Sipp = ug = (X —A)?%, alors A et B ne sont pas diagonalisables puisque leur polyndme minimal n’est pas sim-
plement scindé mais elles sont quand méme trigonalisables dans M,(R) puisque leur polyndme caractéristique

Aa ADb
est scindé sur R. Les matrices A et B sont donc respectivement semblables a des matrices ( 0 4 ) et ( oA )

avec a et b non nuls (sinon A et B seraient diagonalisables). Le résultat de la question [§ permet alors d’affirmer
que A et B sont encore semblables.

0100 0100

Posons A = 0000 etB = 0000 . Il est clair que x5 = xg = X*. De plus, A et B sont nilpotentes
0000 0001
0000 0000

d’indice 2 donc gy = up = X2. Pourtant, A et B ne sont manifestement pas semblables puisque rg(A) = 1 et rg(B) = 2
de sorte que rg(A) # rg(B).
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