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DEVOIR SURVEILLE N°07

» La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e [ es calculatrices sont interdites.

Exercice 1 E3A MP 2021

Dans tout I’exercice, I est le segment [0, 1] et f la fonction définie sur I par :

Xx™* six#0
X =
1 six=0

On considere la suite de fonctions (f,,),en définies sur I par :
s Vx el fo(x)=1.
six=20

0
* Vne N, Vx €L, f(x) =1 (-1)"
n!

(xIn(x))"  sinon

1. Montrer que f et toutes les fonctions f,, sont continues sur I.
2. On considere la série de fonctions Z Jn-

Démontrer que cette série de fonctigr?;) converge simplement sur I vers une fonction que I’on déterminera.
3. Etudier les variations de la fonction ¢ continue sur I, définie pour tout t €]0, 1] par ¢(t) = ¢ In(t).

4. Représenter graphiquement la fonction ¢ sur I en précisant les tangentes aux bornes.

5. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur I.
n>0

+o0
6. On pose pour tout réel x et lorsque cela est possible I'(x) = f t*~le=t d.
0

a. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction I'.
b. Soit n € N. Calculer I'(n + 1).

1
7. Soit n € N*, Calculer I’intégrale J,, = f fu(t) dt.
0

On pourra effectuer le changement de variable u = — In(t).
1 +00

8. OnposeJ = f f(t) dt. Montrer que ’'ona:J = Z n~".
0 n=1

9. Trouver un rang n, pour lequel la somme partielle d’ordre n, sera une valeur approchée de J a4 107°
pres.
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Exercice 2 % E3A PSI 2020

Pour tout entier naturel n, on définit sur ’intervalle J = [1, +oo[, la fonction f,, par :

(=n"
V1+nx

1. Déterminer que la série de fonctions Z f,, converge simplement sur J.
neN

fu(x) =

+o0
On note alors @(x) = Z Jfn(x) pour tout x € J..

n=0

2. Montrer que Z Jn ne converge pas normalement sur J.
neN

3. Etudier alors sa convergence uniforme sur J.

4. Déterminer ¢ = lim ¢(x).
X—>+00

(="

N

5. Pour n € N*, on note u, =

+o00

a. Justifier la convergence de la série Z u,. On note a = Z U, sa somme.
n=1

b. Montrer que 1’on a au voisinage de I’infini :

o0 = ¢+ =+ 0(=5)

Exercice 3 E31 MP 2020

Pour tout réel x et tout entier naturel n non nul, on pose :

P,(x) = i[lch(%)

el +et
2

ou VvVt € R, ch(t) =
1. Montrer que, pour tout x réel, la suite (P,,(x)),en+ €st croissante.

2. Déterminer 1’ensemble J des réels x pour lesquels la suite (P,,(x)),en+ €st convergente.
On pourra utiliser la suite (In(B,(x))),ens-

3. Soit x € J. On note ¢(x) la limite de la suite (P,,(x)),ens-

&

. Etudier la parité et la monotonie de la fonction ¢ sur J.

b. Démontrer que la fonction ¢ est continue sur J.
. 1 L 1
4. a. Prouver que la fonction t » —— est intégrable sur R et calculer | —.
ch(t) R ch

On pourra utiliser un changement de variable.

1
b. En déduire I’intégrabilité sur R de la fonction —.
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Exercice 4 CCP MP 2018

On note E I’espae vectoriel des applications continues sur le segment [—1, 1] et a valeurs réelles.

1. Démontrer que 1’on définit un produit scalaire sur E en posant pour f et g éléments de E
1
t19= [ sos0a
-1

2. Onnoteu: t+—1,v: t — tetF = vect(u,v). Déterminer une base orthonormée de F.

3. Déterminer le projeté orthogonal de la fonction w : t — ef sur le sous-espace F et en déduire la valeur

1
duréel inf t—(a+ bt))? dt|.
wréel inf [f_l(e (a+ bt)) ]

On pourra simplifier les calculs en utilisant le théoréme de Pythagore.

Exercice 5 E3A MP 2020

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note E = R,,[X] et on pose, pour tout couple (P, Q) € E?:

1
®.Q)= [ PoQ a
0
1. Démontrer que 1’on définit ainsi sur E un produit scalaire.
Dans la suite de cet exercice, E est I’espace euclidien R,,[X] muni de ce produit scalaire.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p. Donner sans démonstration la dimension de F*.

3. On prend dans cette question n = 2

Déterminer une base du sous-espace (R;[X])*.

4. On revient au cas général : n > 2 et soit L € (R,,_;[X])* non nul.

a. Déterminer le degré de L.
1
b. On pose, lorsque cela est possible, pour x réel : @(x) = f L(t)t* dt.
0

i. Montrer que ¢ est une fonction rationnelle.

ii. Déterminer les zéros et les poles de . Donner pour chacun I’ordre de multiplicité.
On pourra examiner les degrés du dénominateur et du numérateur de la fonction rationnelle ¢.

iii. En déduire une expression de ¢, a une constante multiplicative pres, faisant apparaitre le nu-
mérateur et le dénominateur sous forme factorisée.

c. En utilisant une décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle ¢, donner une base de
Ry [XD*
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