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DEVOIR SURVEILLE N°(08

» La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

¢ Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

Soit Ay, ..., A, des réels positifs deux a deux distincts. On peut supposer A; < --+ < A,. Soit (&g, ..., ;) € R™ tel que
n n

Zocicb;ti = 0. Supposons que (ay, ..., ) # (0,...,0) et soit alors j = min{i € [[1,n]], a; # 0}. Alors Zaicb;\i =0.
i=1 . i=j
Mais, comme o # 0 et A; < == < 4y, Zaid)?ti (;: ocjcb;Lj d’oli une contradiction. Ainsi (a1, ..., o) est nul et (¢;)r>0 est
libre. -
Notons Dy, le déterminant obtenu a partir de D,, en remplacant la derniére colonne par

R(a,)

R(a,)

R(a,)
Comme R(a;) = --- = R(a,,_;) = 0, en développant D;, par raPport a sa derniére colonne, on obtient D, = R(a,)D,,_;.
Par ailleurs, en effectuant sur D;, I'opération C,, « C,, — ”Z: ACy, on obtient D;, = A, D,, en factorisant la derniére
colonne obtenue par A,,. On en déduit que A,D,, = R(an)Dkn:_ll.
Supposons que b,, # by pour tout k € [1,n — 1]. Remarquons alors que
()" T, bn + @) TT (i +by)
ibe=by) T (ba—by)

Ap = [(X+ by)R(X)] (=by) =

Par ailleurs,

-1
szl(an - ak)
R(ap) = =
szl(an + bk)

On en déduit que
-1
R(an)D = Z:I(an — ai)(b, — by)
n— - —_ -
An (@ + bp) TT 5 (ax + b)) TT— (@n + i)

Cette relation est encore valable s’il existe k € [1,n — 1] puisque D,, est alors nul (deux colonnes identiques).
On obtient alors la formule voulue par récurrence.

D, =

n-1

E Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (y,) € AN telle que | x—y,|| — d(x,A) = 0.
n—+0o

Autrement dit, (y,,) converge vers x. Par caractérisation séquentielle de 1’adhérence, x € A.

Pour tout n € N, A,, C A,; C Adonc d(x,A) < d(x,A;41) < d(x,A,). La suite (d(x, A,)) est décroissante
et minorée par d(x, A); elle converge vers un réel 8§ > d(x,A). Supposons que § > d(x, A). Par définition de la borne
inférieure, il existe alors y € A tel que

vneN, dx,A) <||x—-y| <8<dx Ay,

Ceci est absurde puisque y appartient a A et donc a I'un des A,,.
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E BNV estlaboule fermée de centre x et de rayon || x| de I’espace vectoriel normé V. On en déduit que BNV est fermé
et borné dans V qui est de dimension finie. Ainsi B NV est compact de V et donc un compact de E.
Comme BNV CV,d(x,V) <d(x,BnV). Soitalors y € V.

e SiyeB,alors |[x —y|| > d(x,BNV).
e Siy ¢ B, alors ||x — y|| > ||x]|. Or il est clair que Og € BNV de sorte que

Il =yl > lIxll = llx — Og]l > d(x,BNV)
Finalement, pour tout y € V, ||x — y|| > d(x, BN V). On en déduit que d(x, V) > d(x,BN'V) puis d(x,V) = d(x,Bn V).

L’application y + ||x — y|| est continue car 1-lipschitzienne (considérer la seconde inégalité triangulaire). Cette appli-
cation admet donc un minimum sur le compact B N V. Il existe doncy € NBNV C V tel que

[x—yl= min |x—y|=d(xBnV)=d(xV)
yeBNV

Notons y le projeté orthogonal de x sur V. Alors y € V de sorte que d(x, V) < ||x — y||. De plus, x —y € V! et Pour
tout z € F, y —z € V et donc, d’apres le théoréme de Pythagore,

Ix =zl = |G =) + O = 2I? = lIx =y + lly — 2II* 2 |Ix - y|I?

ou encore
Vz eV, |x—z| > [lx -yl

On en déduit que d(x, V) > ||x — y|| puis que d(x, V) = ||x — y||.
Soit z € V tel que ||x — z|| = d(x,V) = ||x — y|.. On a vu précédemment

e = z[1> = llx = ylI* + ly — z||?

On en déduit que |y —z| = 0ie. y = z.
n
@ Supposons que (X1, ..., X;) soit liée. Il existe donc (A, ..., A,;) € R, non nul tel que Z Ajx; = 0. Par bilinéarité du

j=1
n

produit scalaire, Z Aj{x;, Xj) = 0 pour tout i € [[1,n]. En notant Cy, ..., C, les colonnes de M(xy, ..., X,), on a donc
j=1

n
Z )\jCj = 0. La famille des colonnes de M(xy, ..., x,;) est donc liée et G(xq, ..., Xx,,) =0
j:

Réciproquement, supposons que la G(xj, ... , X;,) soit liée. Il existe donc (A, ... ,A,) € R,, non nul tel que Z ACj=0ie.

Jj=1
n n

Z Aj{x;, X;j) = 0 ou encore (Z Xj, X;) = 0 pour tout i € [1,n]]. Ainsi Z Lix; € vect(Xy, ..., Xp) N vect(Xy, ..., X))t =

j=1 j=1
{0} La famille (x1, ... , X,) est donc liée.

Notons y = Z A;x; le projeté orthogonal de x sur V. En effectuant I’'opération C,,, 1 < C,yq — Z A;C;, la derniere

i= i=1
colonne de G(xy, ..., X, X) devient par bilinéarité du produit scalaire,

(X1, x = y)
(X2, x —y)
(xn!x _y>
(x,x = y)

Or x —y € V* donc (x;, x — y) = 0 pour tout i € [1,n]). De plus,
(xx =y ==y, x=y)+@x-y) = |x—yI> =dx V)
En développant le déterminant obtenu par rapport a sa derniére colonne, on obtient donc
G(Xq, oev s Xy, X) = d(x, V)2G(xXy, ..., X))

Comme (X, ... , X,) est libre, G(x1, ..., X,,) # 0, ce qui permet de conclure.
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Soit f € €([0,1]). Alors, pour tout x € [0,1], 0 < |f(x)| £ N (f) puis, | f(x)|?> < N (f)? et enfin, par croissance
de I’intégrale

1 1
Ny(f) = f FOOR dx < f No(f dx = N ()2
0 0

Ainsi Np(f) < No (f).
Soit A une partie de C([0,1]) et f € (A)*°. Il existe donc une suite (f,,) d’éléments de A convergeant vers f pour la norme
Ng. Ainsi N (f, — f) — 0.0r

n—+oco

vneN, 0 <N,(f, — f) < Noo(fi, = )

donc Ny(f,, — f) — 0. Ainsi (f,,) converge vers f pour la norme N, et f € EA)Z. Par conséquent, EA)°° C ZA)Z.
n—+co

Pour tout n € N*,

1 1
2 1
No(bo — di/n)? = f (1—x¥")2 dx = / A —2xV" 4 x2Mydx =1 -
0 0

1-24+1=0
Un+1l T 2n+1 e +

—2
Ainsi (¢y/,) est une suite délements de V, convergeant vers ¢ pour la norme 2. On en déduit que ¢pg € Vp .

Soit f € €([0, 1]). On considere une suite (P,,) d’éléments de V; convergeant vers ¢, pour la norme N, (par exemple,
la suite de la question précédente). Alors (f1,,) est encore une suite d’éléments de V; et

1
v eN, Ny(f — fpn)? = f [fCOPIbo(x) = $n()? dx < Neo(f)’Na(o — %)
0

Par conséquent,

Vn €N, Na(f — fbn) < Neo(f/IN2($o — ¥y)
On en déduit que N,(f — f¥,) — 0i.e. (f,) converge vers f pour la norme N,. Ceci prouve que V, est dense dans
n—+co

C([0,1]) pour la norme N,.

Pour tout f € Vp, N (f — dg) = |f(0) — $¢(0)| = 1 donc ¢, & \7000 et Vy n’est pas dense dans €([0, 1]) pour la norme
N

Soit V un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé. Alors 0 € V C V. Soit (x,y) € (V)2 et (A, ) € R2. 1
existe alors deux suites (x,,) et (y,) d’éléments de V convergeant respectivement vers x et y. Comme V est un sous-espace
vectoriel, (AX,, + Wy, ) est une suite d’éléments de V qui converge vers Ax + y par opérations. Ainsi Ax + uy € V. On en
déduit que V est également un sous-espace vectoriel.

Si V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, il est clair que ¢,,, € v pour tout entier m > 0.

Si¢,, € v pour tout entier m > 0, alors vect(¢,,, m € N) C V¥ car V" estun sous-espace vectoriel de ([0, 1]). Mais
vect(¢,,, m € N) est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, d’aprés le théoréme de Weierstrass. Comme V™ est fermé
pour la norme N, C([0,1]) = vect(¢,,, m € N)oo cV etdonc V. = c([o,1].

A nouveau, il est clair que si V est dense pour la norme N,, il est clair que ¢, € \_/2 pour tout entier m > 0.
Supposons maintenant que ¢, € Vz pour tout entier m > 0. Pour simplifier, notons W = \_/2. Comme précédemment,
C([0,1]) = vect(¢,,, m € N)oo CW . Ainsi W = C([0,1]). Or, d’apres la question , W c \_N2 donc \_NZ =
C([0,1]). Mais comme W = \_/2, WZ = \_/2. Finalement \_/2 = C([0,1]) i.e. V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N,.

Remarquons tout d’abord que (W},) est croissante pour 1’inclusion et que W = U W, de sorte que pour tout f €

C([0,1]), d(f,W) = lim d(f,W,) d’apres la question
n—>+oo
Supposons que W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N,. Soitp € N. Alors ¢, € Wet lim d($,, W,) = d($,, W) =
n—+oo

0.
Supposons que pour tout entier p > 0, lim d(¢,, W,) = 0. Alors d(¢,, W) = 0 pour tout . € N. Ceci signifie que
n—+oo

neN

—2
¢, € W pour tout i € N d’apres la questionEl Enfin, on déduit avec la question que W est dense dans C([0, 1]) pour
la norme N,.

http://1garcin.github.io 3


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Soit u € R,. D’apres la question

a7 = SO )
po Wn)© =

G(dn,s > Pa,)

Or pour tout (a, b) € RZ, (¢4, ) = . Ainsi G(¢3,, --- » $2,,) est un déterminant de Cauchy D,, dans lequel on a

1
a+p+1
choisi ay = by = A +1/2. Il en est de méme pour G(y; --- » P, $y)- En utilisant la relation de récurrence déterminée a
la question [3] on obtient

HZZO(M - M)
@u+ D) [T Quc + e+ 1)2

G(dags -+ > Pa,o D) = G(dags -+ > Pa,)

On en déduit que
1 Tz Ik = Al
V2 + 1 [T ac+mu+1)

REMARQUE. On n’a en fait pas besoin de 1’expression explicite des déterminants de Cauchy mais seulement de la relation
de récurrence qui les lie.

Soit it > 0.

Si (Ay) diverge vers +o0, il est clair que <

d(dyu, Wn) =

A — ul
A +u+1
A — ]
)‘k + “ +1
. La suite (| f(Ar)|) converge alors vers 1. La fonction f décroit de

) converge vers 1.

> converge vers 1. Posons comme indiqué dans I’énoncé, f: x € [0,u] —
U
+

Réciproquement, supposons que (

_Hzx

x+u+1

Ak > W a partir d’un certain rang et la suite (— f(A;)) converge vers 1 La fonction — f est continue et strictement croissante

sur [4, +oo[ donc elle induit une bijection de [, +oo[ sur [0, 1] car lim —f = 1. Il s’ensuit que li{n(—f)‘1 = 400 et donc
—0o0

1 < 1 vers O sur [0, u]. On en déduit que

(A) diverge vers +oo.

Remarquons déja que W est dense dans C([0,1]) pour la norme N, si et seulement si d(¢,, W,) = 0 pour tout
m € N\ {Ax, k € N} puisque, s’il existe k € N tel que p = Ay, alors d(¢,, W,) = 0 pour tout entier n > k.
A — ul

Par passage au logarithme, W est donc dense dans C([0, 1]) pour la norme N, si et seulement si Z In T+t
k

keN

diverge

vers —oo pour tout u € N\ {A, k € N}.
1 1

Si la série Z 3. converge, alors — — 0i.e. Ay —> 400 (les Ay sont positifs). Soit w € N\ {A;, k € N}. On en déduit
k

)Lk k—+o0o k—+o0
alors qu’a partir d’un certain rang, A, > u de sorte que
A=l _ A — | _1( _2u+1 ) 2u+1
)\.k+[.&+1_ }Lk+[-&+1_ A+ U+1) kot Ak
. A — ul

La série In ——— converge donc.

kZ A +u+1 g

eN N |
Réciproquement, supposons que pour tout u € N\ {A;, k € N}, Z In ll-llc-—u-lil—l converge. On choisit u arbitrairement.
keN k

A, —

Alors = — 1puis Ay — +oo d’apres la question précédente. On montre comme précédemment que
)"k + %8 + 1 kst k=400

Me—pl 2w+l
A+ R+ 1 koo A

P 1
et on en déquit que E 3 converge.
k

1
On a donc bien montré que W était dense dans C([0, 1]) si et seulement si Z o divergeait.
k

— —2
Supposons que W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N,. Alors C([0,1]) = W cW d’apres la question
1
et W est donc dense dans C([0, 1]) pour la norme N,. D’aprés la question précédente, Z o diverge.
k
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Remarquons que puisque u et les Ay sont dans [1, +co[, (¢, —$)(0) = 0. Par ailleurs,

n
(b —$)' = uphiy_1 — Y adyPa,—1
k=0

11 suffit donc de montrer que pour tout f € €1([0,1]) s’annulant en 0, N, (f) < N,(f").
Soit donc f € €1([0,1]) s’annulant en 0. D’aprés 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout x € [0, 1],

X 2 X x 2 1 2
f(x)2=< f %0 dt) <( f dt)Z( f £ dt) s( f £ dt) — Ny ()
0 0 0 0

Ainsi | f(x)| < N,(f) pour tout x € [0,1] i.e. Noo (f) < NL(f").

1 1 1
Supposons que Z o diverge. Alors la série Z o diverge également. En effet, si Ay — +o0,
k k —

—+00 }Lk -1 k—:l/—oo )\.—k
1 1
et Z }t_k diverge. Sinon, Z =1

dense dans €([0, 1]) pour la norme N,.

diverge grossi¢rement. On en déduit avec la question que vect(y, -1, k € N) est

Remarquons déja que puisque Ay = 0, g € W C W' Soit alors un entier pm > 1. Soit également € > 0. Par densité de
vect(¢y, —1, k € N) dans €([0, 1]) pour la norme N,, il existe n € N et (by, ..., b,) € R"™*! tels que

n
Neo(udpp—1 — Z brdp,—1) <€
k=0

n

b
On pose alors P = Z A—k%k et la question précédente montre que
k=0 "k

Noo(@y =) < Neo(ubpm1 — D b —1) < €
k=0

On en déduit que ¢, € W pour tout @ € N. Comme W' est un sous-espace vectoriel de C([0,1]), vect(¢py, u €
N) C W' . Comme W est fermé pour la norme N*°, vect(¢,, u € N)oo C W' . Le théoréme de Weierstrass stipule que

vect(d,, p € N)oo = €([0, 1]), ce qui permet de conclure.

A
Posons m = ;?lﬁ Aier M = Ek pour tout k € N. Alors iy = 0 et . > 1 pour tout k € N*. La question précédente

montre que V = vect(¢y, , k € N) estdense dans €([0, 1]) pour lanorme N,. Soit f € €([0,1]). Posons g : x f(xl/m).
11 existe donc une suite (v,,) d’éléments de V convergeant vers g pour la norme N, i.e. Ny (g — v,,) — 0. Posons alors

n—+o0o
Wy © X = Uy(x™) pour tout n € N. Puisque pour tout k € N et tout x € [0,1], ¢, (X)) = Py, (x), (wy,) est alors une
suite d’éléments de W. De plus, comme x — x™ établit une bijection de [0, 1] dans lui-méme,

Neo(@—vn) = sup [g(x) —v,(x)| = sup [g(x™) —v,(x™)| = sup |f(X)—w,(X)| = Neo(f — wp)

x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

Ainsi N (f — w,) — 0i.e. (wy,) est une suite d’éléments de W convergeant vers f pour la norme N, . Il s’ensuit que

n—-+oo
W est encore dense dans €([0, 1]) pour la norme N, .
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