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DEVOIR SURVEILLE N°(08

» La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

¢ Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

1
Tout d’abord ¥ est continue sur I. De plus, P(u) ~, T ot 1/2 < 1 donc ¥ est intégrable en 0F. Enfin, Pp(u) =
x-0" U X—+00

o(e™™) donc P est intégrable en +oo.
Finalement, { est bien intégrable sur I.

Posons ¢(x,u) =

—u

e
\/ﬂ(u + x)

1
De plus, ¢(0, u) ~. =5 e 3/2 > 1 donc u — @(0,u) n’est pas intégrable en 07,
u—-0T U

. Remarquons déja que 1’application u — ¢(x, u) n’est définie sur I que si x > 0.

1
Soit x € Rj. Alors u — @(x, u) est bien continue sur I. De plus, ¢(x, u) =0 (1—/2> et 1/2 < 1 donc u — o(x,u)
u u

o(e™) donc u — ¢(x,u) est intégrable en +oo.

—0

est intégrable en 0%. Enfin, par croissances comparées, @(x,u) =
u—->+0o00

Finalement, x — ¢(x, u) est intégrable sur I.
On déduit de ce qui précede que F(x) est définie si et seulement si x > 0.

Il s’agit d’utiliser le théoreme des dérivations des intégrales a parametre :

* pour tout x € R, u — ¢(x, u) est intégrable sur R} ;

* pour tout u € R%, x = @(x, u) est de classe C! sur R ;
u

_e_
\/ﬂ(u + x)32

* pour tout a € R} et pour tout (x, 1) € [a, +oo[XRE,

3 .
* pourtoutx € R}, u — %(x, u) = est continue (par morceaux) sur R ;

e—u

a\[u

122 w] < £ = o

* d’apres la question [T} @ est intégrable sur R .
On peut en conclure que F est de classe ! sur I = R¥ et que

—u

+00

e

Vxe[R*,F’(x):—f — du
" o Vulu+x)?

[4] Soitx 1.
to +00 ot O emu\u
'(x) = ¢ qu- % qu= V"
F(x) + xF'(x) /(; N u x/é Jia 2y u l i

Les applications u +— e™*

1 . .
uetu — T u sont de classe C! sur R, de dérivées respectives u —

u —» ——— donc, par intégration par parties,
(U + x)? p g parp
*o Uy [y el too e (5 B u)
—_—— = + d
b, (u+x) utx | o o Vuu+x)
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Lintégration par parties est 1égitime puisque
e _ e
1 —_—
u—0+ U+ X u—>+oo u+x
+o0 e_u (1 — u)
-2 /

\/a(u + Xx)

Ainsi

F(x) + xF'(x) = / du =
0

1 1
En écrivant Su= (x + 5) — (u + x), on obtient :

F(x) + xF'(x) = (x + %) F(x)—K

ou encore

xF'(x) — <x - %) F(x) = —

L application G est dérivable sur I en tant que produit de fonctions dérivables sur I. De plus, pour tout x € I,

“XF(x)

G(x)— 2\/_

—t

\/—e‘xF(x) + \/—e *F'(x) = \/_ (xF (x)— (x - %) F(x)) =

—-X
e

\/;

X
e
Les applications G et x » —K f — dt sont toutes deux dérivables sur I et leurs dérivées sont égales : elles différent
0

t
donc d’une constante. Il existe donc C € R tel que

X -t
Ver,G(x):C—K/ ¢ a
0 t

Q

+o0  _¢
E Comme f dt converge, on a
0

=

X e_t X e_t +00
limf — dt=0 et lim —dt:f
x—0 0 \/—t X—>+00 0 t 0

Puisque u + x > x pour tout (x,u) € 12,
Vx €1, OgF(x)gE

o

=

On en déduit notamment que hm F(x) = 0. Par croissances comparées, lim \/_ xe™* = 0donc lim G(x) = 0.En
X—>+00

X—+00
—t
e
passant 2 la limite dans I’égalité G(x) = C — K./ — dt, on obtient C = K2.
0 t
Par ailleurs, en effectuant le changement de variable u = xt2, on obtient

—xt2

Vx €1, F(x) = \/_f t2+1

puis
e—xt?

2+1

+o0
Vx €1, G(x) =2e* f
0

Pour tout t € R},
et 1
Iim —— = ———
x—=0+ t2 +1 t2+1
De plus, pour tout (x, t) € 12,
—xt? 1
T 1412

e
2+1

et t —» —— est intégrable sur I. Donc, d’apres le théoréme de convergence dominée,

1+ 12

i +00 e_xtz dt +00 dt T
m = =
x=0+ Jo 2+1 b t24+1 2
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X —t
On en déduit que lir})l+ G(x) = 7. En passant a la limite dans 1’égalité G(x) = C — K f ¢ dt, on obtient C = 7.
x— o t

Ainsi C = K? = tdonc K = \/E car K est manifestement positive.

- N x" SO :
Les séries entieres —et Z \/ﬁx" ont pour rayon de convergence 1 d’apres larégle de d’Alembert. Leurs sommes
_ n>1 VI n>o0
respectives f et g sont donc continues sur | — 1, 1[. Enfin, ¢ : x — e™* est également continue sur I & valeurs dans ]0, 1]

donc f = fogetg = go ¢ sont continues (et donc définies) sur I.

. e
La fonction u

—ux

est clairement décroissante sur I. Ainsi, par comparaison série/intégrale,

flme\_/ix dusf(x)sfome\_/lf du

u

u u

En effectuant le changement de variable ¢ = ux dans chacune des deux intégrales, on obtient :

1 [Tt 1 [T®et
ﬁ/x Wdtsf(x)sﬁfo ﬁdt

Par conséquent,

K
f(x)x_fo+ ﬁ =

n
1
@ Posons S,, = Z T - 2\/% pour n € N*, Alors pour tout entier n > 2,
k=1 Vk

Y
X

sn—sn_1=ﬁ—2(xf—\/ﬁ)

=i 5))
V=155 0(Ge)

n—+oo 21 / n I’L3/2
On en déduit que

1
Sn=Sp1 = 0 (m)

puis que la série télescopique Z S, — S,,_1 converge et enfin que la suite (S,,) converge.

e—nx
Soit x > 0. La série de 1’énoncé est le produit de Cauchy des deux séries absoluments convergentes Z et
n>1 VN
Z e~ puisque
neN
no_kx noq
Vn € N¥, Z € nhx Z —e X

=1 Vi s1Vk
On en déduit donc que

+00  _px +o0

e f(x)
h(x) = X =
) (Z n><ze ) 1—e™

n=1 n=0
puisque la deuxiéme somme est la somme d’une série géométrique de raison e™* €]0, 1].
On a montré que f(x) ~ T et on sait quel —e* ~ xdonch(x) ~ ﬁ

x—0t X x—0t x—0t+ x3/2
+o00
On a alors h(x)—2g(x) = Z S,e~™* pour tout x € I et la suite (S,,) est converge donc bornée donc il existe une constante
n=1
M € R, telle que
+00 +00 Me_x
Vx €1, |h(x) —2g(x)| < S,le ™ < Me ¥ =
() g()|_n§1|n| _Zl -
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1
Commee ™1 —e™* ~ —,
x-0t X 1

A fortiori,
1
) =280 =, o(35)

N 1
Or h,(X) x—?o"’ m +o0 <m) donc

g(x) = O( L )
x—0+ 2x3/2 x3/2
ou encore

g(x)

x—=0t 2x3/2

Si A est fini, on a clairement A = R,..
Supposons A infini. En particulier, A n’est pas vide. Il existe donc N € N tel que ayy = 1. On pose alors @(0) = N.
Supposons avoir prouvé 1’existence d’entiers naturels ¢(0), ..., p(n) tels que @(0) < --- < @(n) et (k) € A pour tout
k € [0,n]. Comme A est infini, A C [0,¢(n)]. Il existe donc un entier N € A tel que N > ¢(n). On pose alors
¢@(n + 1) = N. On prouve donc par récurrence I’existence d’une application ¢ : N — A strictement croissante. Il suffit
alors de poser b, = () pour tout n € N.

La série Z a,, diverge grossiérement puisque (a,) posséde une suite extraite (b,,) ne convergeant pas vers 0 et donc (a,,)
ne converge pas non plus vers 0. Si x > 0, a,e™™ = 9(e™"™*) est la série Z e~ est une série géométrique convergente
a termes positifs de sorte que Z a,e~"™* converge. Finalement, I, = R}.

n
Soit x > 0. Remarquons que card(A(n)) = Z ay. Ainsi la série Z card(A(n))e™"* est le produit de Cauchy

k=0 n>0
des séries absolument convergentes (car a termes positifs et convergentes) Z ae ™ et Z e~ ™*. Notamment la série
n>0 n>0

Z card(A(n))e™™* converge et
n>0

rg)card(A(n))e_"x = (nzj; ane_"x> (Zof e‘”x) = _1]%(:_))(

n=0

L application ¥ : { Hl’ [\/EJQ — IkAzl(n) est bien définie. De plus, ¥ est injective car strictement croissante.
—

Enfin, si on se donne m € A,(n), alors il existe un entier naturel k non nul tel que m = k2. Mais alors 1 < k? < n puis
1<k< \/ﬁ etenfinl <k < l\/EJ car k est entier. Ainsi I’application ¥ est surjective. Finalement W et bijective et on en

déduit notamment que card(A;(n)) = card III, l\/?l“] = l\/?lJ
D’apres la question précédente,

+00
vx> o, I 3 [

Puisque 0 < \/E— l\/ﬁj <1,
+00 fA (X) +00
0< Y Wfnem* — 2= < N o
n=0

1—e>x "™

n=0
ou encore o)
A X 1
< - <
0<8( l—eXx 7 1—e>x
1
Comme —, on a donc

1—e* x50t X

fAl(x) 1
8(x) = 1—e* xS0+ O(E)
A fortiori,
fAl(x) 1
- = 0(m)
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\/E

1 d
woor o3z T O\ ez ) dome

Oron a vu qu g(x) ou encore g(x) =

o+ 2x3/2
Ja, () NE: ( 1 )
= +o(—=
1—e% xsot 2x3/2 x3/2
ou encore
fAl(x) \/?t
1—eX xso+ 2X3/2
Puisque 1 —e™ ~ x,

x—0t

\/_
oot 2\/_

1
Ensuite, xfy, (x) ~. 5\/ 1tx donc lir(r)l+ xfa,(x) = 0. Ainsi A; € Set ®(A;) =0
x—0 X—>

Ja, () ~

Soit x > 0. Remarquons que

v(n) = card{(p,q) € (N*)%, p*> + ¢* = n} = card{(k,n — k), (k,n—k) € Aj} = Z Ay
k=0

car aga,_y = 1si (k,n —k) € A3 et aga,_i = 0 sinon. On en déduit que 2 v(n)e™"* est le produit de Cauchy de la
neN

~"X par elle-méme. Par conséquent, cette série converge et

série absolument convergente Z a,e
neN

+o00

D v()e™™ = fy (x)?

n=0

De plus, sin & A,,a, =v(n)=0etsin € A,, a, =1 < v(n) donc pour tout n € N, 0 < a,, < v(n). On en déduit que

far®) = D) ape™™ < Y v(m)e™™ = fy (%)
n=0 n=0

Par conséquent
Xfa,(X) < xfa, (x)?

i3
On a admis que A, € S donc x - X fy,(x) admet une limite ®(A,) en 0*. On sait également que fAl(x) ‘L % donc
2

lim xfy (x)? = =. T Par passage a la limite, on obtient
x—0* 1 4

T
DA, < =
(A) < %

Soient x > O ety € E.
VneN, |a,e”b(e™™)] < ane”™ [Pl

Comme Z a,e”™ converge par hypothese, Z a,e” " P(e”") converge absolument et L(y)(x) existe. Ainsi L({) est bien
définie.
Par linéarité de 1a somme, L est bien linéaire. De plus, si P; < 5, alors L(};) < L(,) par croissance de la somme.

La fonction nulle appartient 4 E; puisque son image par L est nulle par linéarité de L. Si on se donne ({;,),) € E?
et (A1,A,) € R2, pour tout x > 0, xL(AP; + A,P,)(x) = A xL(;)(x) + A,xL(,)(x) par linéarité de L. De plus,
x = xL({;)(x) et x = xL(¥,)(x) admettent toutes deux des limites en 0. Par conséquent, x — xL(A;9; + A,P,)(x)
admet également une limite en 0% i.e. A;P; + 2,0, € E;. E; est donc un sous-espace vectoriel de E.

De plus, on a également

lim XLOuy +A$2)(0) = 2y lim XL + 4 lim, XLap,)()

ce qui prouve que A est une forme linéaire.
Enfin, pour tout P € E;, on obtient par inégalité triangulaire :

XLE@)()] < x ) e [Plleo

n=0
puis, par passage a la limite,

AW < €Il

Donc A est continue par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.
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Soit p € N. Pour tout x > 0,

+o00

+o0
L(ep)(x) = Z otne‘”xe‘”Px = Z o(ne_”(p+1)x
n=0 n=0

Comme (p + 1)x — 0,0n a
x—0

+0o0
li +1 —n(p+Dx — p
xl_I)r(l)(p )x nzzo Ane

Par conséquent,
%

g X)) = 5oy

_t
p+1
[0, 1]. Par linéarité de de A et de I’intégrale, on en déduit que

1
On en déduit que e, € E, et que A(e,) = =¢ / ep(t) dt. Notons E, I’ensemble des fonctions polynomiales sur
0

1
E, C E, et VP € R[X], A(P) = ef P(t) dt
0

Montrons ensuite que E; est fermé. Soit (,,) € (E;)N convergeant uniformément vers ¢ € E. Par inégalité triangulaire,

Vx >0, |xL()(x) — xL(,)(X)| < xL(eo)(X)|Ipsi — bplleo

Comme x — xL(ey)(x) admet une limite en 0%, cette fonction est bornée au voisinage de 0*. On en déduit que la suite
(x » xL({,)(x)) converge uniformément vers x — xL(¢(x)) sur un voisinage de 0. Pour tout # € N, on a x
xL(,,)(x) possede une limite en 0, donc x — xL(p)(x) également i.e. P € E;. E; est donc fermé par caractérisation
séquentielle.

On en déduit que E, C E; = E;. D’apreés le théoreme de Weierstrass, E, C E, et donc E, C E;. Soit ) € E,. D’apres le
théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,) de polyndmes convergeant uniformément vers ¥ sur le segment [0, 1]. Par
continuité de A sur E;,

1 1
A@) = lim A(P,) = lim ¢ f P,(t)dt=¢ f P(t) dt
n—>+oo n—+oo 0 0

par théoréme d’interversion limite/intégrale.

On vérifie que

lim g (x)= 1lim g_(x)=1

x—(a—g)~ x—(a—g)*
lim g_(x)= lim g_(x)=0
x—a~ x—at

lim g,(x)= lim g,(x)=1
x—a- x—at

lim g (x)= 1lm g (x)=0

x—(a+e)~ x—(a+e)*

Ainsi g_ et g, sont continues sur [0, 1] et appartiennent & Ey. D’apreés la question précédente,

1 1
€ €
Alg.) = efo g () dt=¢(a- 5) et Algy) = efo () dt=¢(a+ 5)
De plus, g_ < T[] < g4 donc pour tout x > 0,
xL(g-)(x) < xL(1[o,a])(x) < xL(g4)(x)
; _ —e(a-E - - - £
De plus, xll)r(r)1+ xL(g_)(x) = A(g) = €(a 2) et xlil})l+ xL(g)(x) = A(g,) = é(a + 2) donc on peut trouver o > 0 tel

que
Vx €0, €(a—¢) < xL(g_)(x) < XL(1j0)(x) < XL(g,)(x) < £(a +¢)

On en déduit que liI(I)l+ xL(1[o 4])(x) = €a. Donc 1jy 4] € E, et
X—
1
A(ljo,a) = fa = 5/ T[o,q)(8) df
0
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On peut alors montrer que toute fonction en escalier sur [0, 1] est une combinaison linéaire de fonctions indicatrices Tjq 4
et la linéarité de A et de I’intégrale montre alors que pour toute fonction en escalier f, f € E; et

1
A = ¢ f FG0) de
0

En notant E; ’ensemble des fonctions en escalier sur [0, 1], on a donc E5 C E; puis E_3 C E, = E; car E; est fermé. On
sait de plus que toute fonction continue par morceaux sur [0, 1] est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier
sur [0,1], ¢’est-a-dire que E; = E. On en déduit que E = E;. Soit alors f € E et (f,,) une suite de fonctions en escalier
convergeant uniformément vers f sur [0, 1]. Par continuité de A sur E = E;,

1 1
A= lim AG) = Tim. fo S0 di = fo 1 dt

par théoréme d’interversion limite/intégrale.

) jori, U . . . . . continues .
REMARQUE. A priori, le théoréme d’interversion est valide pour les suites de fonctions t et non continues
par morceaux) convergeant uniformément sur un segment. Mais il est clair que

fo o) de— fo o a

1 1
lim / £.(6) dt = f f(t) dt
n—+oo 0 0

1
< f () — FO1 dt < 1o — s
0

de sorte que

Soit N € N*.
+0o0
1 _ -
L) () = X e Ne™™)
n=0
Mais Pp(e™N) = 0 pour n > N et Pp(e N) = "N si n < N donc
1 N
L) (5) =
n=0
Comme ¢ € E;, d’apres la question précédente,

1
lirg xL(@)(x) = €f P)dt=¢
x—0+ 0

Notamment,
1 1
lim —L@®) (=)=
N-teo N (¢)(N) ¢
ou encore
L X
lim — =¢
N—IE-loo N rg) %n
+0o0
Soit A € S. Alors x = xfp(x) = x Z ae” "™ admet une limite ®(A) en 0%. On peut donc appliquer la question
n=0

précédente avec a,, = a, et € = ®(A). Ainsi

1 N
lim ﬁngoan=d>(A)

N-+o0

ou encore 1
li — card(A(N)) = ®(A
Jim 5 card(AN)) = (A)

On a vu précédemment que
+oo

Y, v(me™™ = fiy, (x)?

n=0
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T
etque fy,(x) ~ ——donc
x=0t 24[x

+00 P
lim x », v(n)e™™ = =
x—0+ nZ=:0 (m) 4

On peut donc appliquer la question précédente avec o, = v(n) et € = —=. On en déduit que

N

lim % Z v(n) =

N—-+o00 =0

&3
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