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DEVOIR SURVEILLE N°08

» La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1I’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e [es calculatrices sont interdites.

Probleme 1 — Mines-Ponts MP 2009 — Théoréme de Miintz

On désigne par C([0,1]) ’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0, 1]. Pour tout A > 0, on
note ¢, 1’élément de C([0,1]) défini par ¢, (x) = x*. Par convention on a posé 0° = 1 de sorte que ¢, est la
fonction constante 1.

Soit (A )ren une suite de réels > 0 deux a deux distincts. On note W le sous-espace vectoriel de €([0, 1]) en-
gendré la famille (¢, )xen- Le but du probleme est d’établir des criteres de densité de I’espace W dans C([0, 1])
pour I'une ou I’autre des deux normes classiques N, ou N, définies par :

1

1 3
Neo(f) = sup [f(x)] et Nz(f)=(/ |f(0)I? dX)
] 0

x€[0,1
La question préliminaire et les parties|[l} [[1} [l et [V sont indépendantes les unes des autres.
Question préliminaire

Montrer que (¢, )50 est une famille libre de C([0, 1]).

I Déterminants de Cauchy

On consideére un entier n > 0 et deux suites finies (a)1<k<n €t (br)1<k<n de réels telles que ai + by # 0
pour tout k € [[1, n]. Pour tout entier m tel que 0 < m < n, le déterminant de Cauchy d’ordre m est défini par :

1 1 1

a;+b; a;+b, 7 a;+b

l1 1 11 2 1 1 m

Dm — a, + bl a, + bz a, + bm
1 1 1

a,+b, a,+b,  a,+b,

On définit la fraction rationnelle :
n—-1
_ kzl(X - ak)

- I, _,(X+by)

n

Montrer que si R(X) est de la forme R(X) = Z
k=1

A,D, =R(a,)D,_;

R(X)
, alors

Ag
X+bk
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On pourra pour cela considérer le déterminant obtenu a partir de D,, en remplagant la derniére colonne par
R(a;)
R(a,)

R(ay,)

En déduire que
H1§i<j<§n(aj —a;)(bj — by)

[ 1<i<n (a; + bj)
1<j<n

D, =

II Distance d’un point a une partie d’un espace normé

Soit E un espace vectoriel normé par une norme || - ||. On rappelle que la distance d’un élément x € E a une
partie non vide A de E est le réel noté d(x, A) défini par :

d(x,A) = inf |x —y|
YEA

@ Montrer que d(x, A) = 0 si et seulement si x est adhérent a A.

Montrer que si (A;,);,>( est une suite croissante de parties de Eetsi A = U A, alorsd(x,A) = lim d(x, A,).
- n—oo

n>0
On considére un sous-espace vectoriel V de dimension finie de E, et on note B = {y; |y — x| < ||x]|}-
@ Montrer que B NV est compacte et que d(x, V) = d(x,B N V) pour tout x € E.

En déduire que pour tout x € E, il existe un élément y € V tel que d(x,V) =[x — Y|

III Distance d’un point a un sous-espace de dimension finie dans un espace
euclidien

Dans cette partie, on suppose que la norme sur 1I’espace vectoriel E est définie a partir d’un produit scalaire

(-, -y sur E @ ||lx|| = V{x, x).

Montrer que si V est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors pour tout x € E, la projection
orthogonale de x sur V est ’unique élément y € V vérifiant d(x, V) = ||x — y|.

Pour tout suite finie (X1, X, ..., X,) € E", on désigne par G(x;, X5, ... , X;;) le déterminant de la matrice de Gram
d’ordre n définie par :
(X1, %1) (X1, %) -+ (X1, %)
Xp, X1) (X3, X3) -+ (X3, X
MGy oy = | 2 G27a) o G
<xn’x1> <xn’x2> <xn3xn>
@ Montrer que G(x;, X5, ..., X,) = 0 si et seulement si la famille (x1, x5, ... , X,,) est liée.

On suppose que la famille (x;, X5, ..., X,,) est libre et I’'on désigne par V 1’espace vectoriel qu’elle engendre.

Montrer que, pour tout x € E,
G(x1, X5, vy X, X)

G(xq, %2, ... Xp)

d(x,V)? =
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IV  Comparaison des normes N, et N,

—00 —2
Pour toute partie A de C([0,1]), on note A et A les adhérences de A pour les normes N, et N, respec-
tivement. Pour f € ([0, 1]), la notation d(f, A) désigne toujours la distance de f a A relativement a la norme
N, (on ne considérera jamais, dans 1’énoncé, la distance d’un élément a une partie relativement a la norme N,).

Montrer que pour tout f € C([0,1]), N5(f) < Ny (f). En déduire que pour toute partie A de ([0, 1]), on
— —2
aA" CA.

On considere ’ensemble V) = {f € C([0,1]); f(0) = 0}, et on rappelle que ¢, désigne la fonction constante 1.

—2
Montrer que ¢y € V) .

En déduire que Vj est dense dans C([0, 1]) pour la norme N,, mais n’est pas dense pour la norme N,.

Montrer que si V est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé, alors son adhérence V est éga-
lement un espace vectoriel.

Montrer qu’un sous-espace vectoriel V de €([0, 1]) est dense pour la norme N, si et seulement si pour tout
—00
entierm >0,¢,, €V .

En déduire qu'un sous-espace vectoriel V de €(]0, 1]) est dense pour la norme N, si et seulement si pour

—2
tout entierm >0, ¢, €V .

V  Un critere de densité de W pour la norme N,

Pour tout n € N, on note W;, I’espace vectoriel engendré par la famille finie (¢;, Jo<k<n-

Montrer que I’espace W est dense dans €([0, 1]) pour la norme N; si et seulement si lim d(¢,, W,) =0

n—->+oo
pour tout entier u > 0.

Montrer que pour tout W > 0,
1 o =

\/2u+1g7tk+u+1

-l
)Lk+[J.+1

d(C,bM,Wn) =

Montrer que pour tout i > 0, la suite (

vers +00.

) tend vers 1 si et seulement si la suite (A )xen tend
keN

(o1 . . M—X
O la étudier 1 t de la fonct € [0, P E—
(On pourra pour cela étudier les variations de la fonction x € [0, u] — T )
1
En déduire que I’espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, si et seulement si la série Z o est
k

k
divergente.

VI Un critere de densité de W pour la norme N_

1
Montrer que si W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors la série Z o est divergente.
k 'k

n
Soit P = Z a$y, un €lément quelconque de W,. Montrer que si A > 1 pour tout k € [[1, n]], alors pour

k=0
toutp > l,ona:

Noo (@ — 1) < Np(ubpo1 — D) arded,—1)
k=0

http://lgarcin.github.io 3


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

On suppose que la suite (A )xen Vérifie les deux conditions suivantes :
i) Ao =0;
(i) A > 1 pourtoutk > 1;

1

o est divergente, alors W est dense dans C([0, 1]) pour la
k

Montrer que sous ces conditions, si la série Z
k

norme N, .

Montrer que la conclusion précédente est encore valable si on remplace la condition (ii) par la condition
plus faible :
i') : inf A, > 0
(i) inf A
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