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DEVOIR SURVEILLE N°(09

» La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e [ es calculatrices sont interdites.

Exercice 1 %% CCP MP 2020

On note GL,,(R) I’ensemble des matrices inversibles de M, (R).
On pourra utiliser librement dans cet exercice le fait que 1’application déterminant est continue sur M, (R).

1. L’ensemble GL,,(R) est-il fermé dans M ,,(R) ?
2. Démontrer que I’ensemble GL,,(R) est ouvert dans M ,,(R).
3. Soit M un élément de M, (R). Justifier que
dp > 0, VA €]0,p[, M — AL, € GL,(R)
En déduire que I’ensemble GL,,(R) est dense dans M, (R).

4. Application. Si A et B sont deux matrices de M, (R), montrer que AB et BA ont le méme polynéme
caractéristique.

10 00

A T'aide des matrices A = ( ) et B = ( ), prouver que le résultat n’est pas vrai pour les
00 10

polyndmes minimaux.

5. Démontrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs.
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Exercice 2 E3A Maths B MP 2012

Etant donné un entier naturel non nul n, M,,(C) désigne la C-algébre des matrices (n, n) a coefficients dans
C. On désigne par I,, la matrice identité de M,,(C).

Etant donnée une matrice M dans M,,(C), on note xp(A) = det(Al,, — M) son polynéme caractéristique.
Si A, B, C, D sont quatre matrices dans M, (C), on note M g ¢ p la matrice de M, (C) définie par blocs

par :
M _[AB
AB,C,D C D

1. Soient A, B, C, D, E cinq matrices dans M, (C).

a. Exprimer la matrice produit M g c pMi,,,E0,,,1,,-

b. On suppose la matrice A inversible. Justifier I’égalité :
det(MA,B,C,D) = det(A) det(D - CA_lB)

2. On suppose que les matrices A et C commutent.

a. On suppose que la matrice A est inversible. Démontrer que det(M g ¢ p) = det(AD — CB).
b. On ne suppose plus la matrice A inversible.

i. Démontrer qu’il existe des matrices U et V dans M,,(C) telles que le polyndme caractéristique
de la matrice Ma p.c,p Vérifie Xu, . ,(A) = detA°L, + AU + V).
Expliciter U et V en fonction des matrices A, B, C et D.

ii. En déduire que det(Mp ¢ p) = det(AD — CB).

3. Dans cette question, on suppose que A = D = I, et que C et B sont deux matrices a coeflicients réels
transposées I'une de I’autre. On désigne la matrice My, g g7 1, par S.

a. Justifier que BB est une matrice symétrique positive.
b. Exprimer le polyndme xg en fonction du polyndme xgtp.

c. En déduire que la matrice S est symétrique définie positive si et seulement si les valeurs propres de
la matrice BT B sont toutes strictement inférieures a 1.

4. On considere la suite de matrices (A,,),en définies par récurrence par :

2 i 20, iA,_
A = et Vn>1, A, = nol el
i —2 iA,_, —2A,_,

. Soit n > 1. Déterminer une relation de récurrence entre det(A,,) et det(A,,_).

T

. Soit n > 1. Exprimer det(A,,) en fonction de n.

[g]

. Soit n > 1. Exprimer le polyndme caractéristique x,, de la matrice A, en fonction de X, , et
X(—An—l)‘
. Soit n > 1. Déterminer les valeurs propres de la matrice A,,.

(=7
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Probleme 1 — D’apres E3A 2003 MP Maths A

Dans tout le probleme, on considére la fonction f de la variable réelle x définie par :

+00 n—1

f) =Y Tx

n=1

n

On rappelle la formule de Stirling :

n! ~ n"e ™/ 2nn
Partie I

‘o NP 1
Montrer que le rayon de convergence de la série entiere définissant f est 2

nn—le—n

Montrer que la série de terme général ————

nverge.
o converge

11
En déduire la convergence normale de la série définissant f sur [_E’ E]'

@ Quel est le domaine de continuité de f?
Partie 11

1 n
Montrer que tout entier naturel n non nul vérifie I’inégalité : (1 + ﬁ) <e.
s 11 . y ‘o o .
@ Quelle est la classe de f sur I’intervalle |— Pib ? Exprimer f' sous forme de série entiere sur cet intervalle.

11
Montrer que f est croissante sur ]_E’ E['

1
Déterminer une valeur approchée de f (—2) 21072 pres.

Partie 111

Soit m un entier naturel non nul. On considére la fonction ¢ définie sur R par : ¢(x) = (1 — e*)™.

@ Apres avoir justifié que ¢ est une fonction de classe € sur R, montrer que pour tout entier i compris entre
0 et m, il existe un polynome P; tel que :

Vx € R, cp(i)(x) = P(e")(1 — eX)m—i

En développant ¢(x), montrer que :

Vm € Ntel que m > 2 i(—l)” " nml=0
iy b n

n=1
On considére la fonction définie sur R par : g(y) = ye™.

Etudier et représenter la fonction g.

1
Montrer I’existence d’un unique réel a €] — 1, 0] tel que ae™* = —5 Montrer de plus :

vy € [a,1], g(y) € [_%’ %]
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Montrer que :

+o00 nm-
v , 1], )= 1m-n
y € la1], fye™) nzl(Z( i n),y )
Soit y € [a, —a]. On considere la suite double (2, ) (n,m)e(n+)2 définie par
nm- 1
Zom = (-)m= nl(m = n)'y sil<n<m
0 sinon

Montrer que cette suite double est sommable.
En déduire que : Vy € [a, —a], f(ye™) =y
On admettra dans ce qui suit que cette propriété est valable sur I’intervalle [a, 1].

11
Représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [_E’ E]'

1 1
Que peut-on dire de la dérivabilité de f en —3 et P ? Justifier précis€ément votre réponse.
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