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DEVOIR SURVEILLE N°10

 La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

IPMQ|F = tr(PMQ)T(PMQ))
=tr(Q"MTPTPMQ)
=tr(Q"MTMQ)  carP € 0,(R)
=tr(QQTMT™M)  par propriété de la trace
=tr(M™™M)  carQ € O,(R)
= [M|r

D’apres le théoréme spectral, il existe des matrices Q et R dans O,(R) telles que A = QD,Q ! et B = RDgR™L.
D’apres la question précédente,

IA—=Bllr = Q7' (A - B)R||r = [QT'AR — Q"'BR[|r = [DAQ 'R — Q"'RDg||r = [DoP — PDg|g
en posant P = Q7'R. On a bien P € 9,,(R) car O,,(R) est un groupe.

Pour M = (m; j)1<i,j<n € Mp(R),
IMJE = e(M™™) = > mi;
1<1j<n

D’apres la question précédente,

JA=BlE= > (DaP)y;—®Dp)y)’ = Y (MApy—pA®) = > 2 (M(A) - 4(B)°

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

E Si M est une matrice bistochastique, tous ses coefficients sont dans [0, 1] donc B,,(R) est bornée.
1 n n
De plus, ennotant U =| : |, les conditions Z m; ;= Z m;; = 1 pour tout i € [[1, n] se traduisent par MU = MU=
1 Jj=1 Jj=1
U. L application P : M € M,(R) — (MU — U,MTU — U) est linéaire et donc continue puisque M, (R) et de dimension
finie. Ensuite,
Bn(R) = Mp(R*) N~ ({(0,0)})

Par ailleurs, R, est fermé donc M,(R,) = (R+)H1’”]]2 est fermé en tant que produit cartésien de fermés. Enfin, =1 ({(0, 0)})
est fermé en tant qu’image réciproque d’un fermé (le singleton {(0,0)}) par une application continue. On en déduit que
B, (R) est fermé en tant qu’intersection de fermés.

Comme M,(R) est de dimension finie, B,,(R) est compact en tant que fermé borné.

Enfin, I’application f est clairement linéaire donc & nouveau continue : elle admet donc un minimum sur le compact B, (R).

Remarquons qu’en posant L = ((A;(A) — Aj(B))Z)lsi,an, fM) = (M, L) pour tout M € M,(R) ou (-, -) désigne le
produit scalaire canonique sur M, (R).

REMARQUE. Ceci prouve en particulier que f est linéaire comme affirmé précédemment.
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On en déduit que
SM + xE;; + xEj x — xE; — xE; ) — f(M) = x ((E; 5, L) + (Bj . L) — (B o L) — (1, L))
= x (Li, + Ljge = Lige — L)
= x ((M(A) = 2(B))* + (G(A) — 24(B))* — (M(A) — 44(B))* — (W(A) — 1i(B))?)
= 2x ((A) — 4(A)) (M (A) = 14(B)) < 0
car les valeurs propres sont rangées par ordre décroissant.
E Pour tout j € [[1,i — 1], m;; = 1 donc mj; = my ; = 0 pour tout j € [[1,i — 1] et tout k € [[1,n]. De plus,
m;; # 1 donc il existe jIn[[i + 1,n] etk € [[i + 1,n] tels que m;; > 0 et m; ;. > 0. Posons x = min(my; ;, m; ). Alors la
matrice N = M + xE;; + XE; i — xE; ; — XE;; est encore bistochastique (le choix de x garantit notamment la positivité
des coefficients) et posséde un coefficient nul de plus que M sur la i®™ ligne ou la i®™ colonne. De plus, f(N) < f(M)
d’apres la question précédente.
On répéte ce processus jusqu’a ce que tous les coefficients de la i*™ ligne et de la i*™ colonne soient nuls. La matrice M’
ainsi obtenue est encore bistochastique donc m; ; = 1 et la question précédente garantit toujours que f(M') < f(M).

Soit M € B,,(R) un point ot f atteint son minimum. En répétant le raisonnement de la question précédente, on prouve
qu’il existe une matrice M’ € B,(R) telle que f(M') < f(M) et m;; = 1 pour tout i € [[1,n]. On a nécessairement
M’ =1, car M’ est bistochastique. Ainsi f(I,)) < f(M) et en fait Bm(iﬁ)f = f(1,).

n

On a vu qu’il existait une matrice orthogonale P = (p; j)1<;,j<n telle que
IA=Ble= 2, pfja(A)=X(B))
1<i,j<n

Posons M = (p} 1<i,j<n- Comme P est orthogonale, ses colonnes et ses lignes sont de norme euclidienne égale al. Ceci
signifie que M est bistochastique. De plus, |A — B|g = f(M). D’apres la question précédente,

IA=Bllg > fI,) = Y (M(A) — 44(B))?

i=1

@ Le seul mot bien parenthésé de longueur 2 est (). Ainsi C; = 1. Les mots bien parenthésés de longueur 4 sont (()) et
()0 donc C, = 2. Enfin, les mots bien parenthésés de longueur 6 sont ()()(), (0O, OC0), (O0) et ((())) donc C; = 5.

L’ensemble des mots bien parenthésés de longueur 2n est inclus dans I’ensemble des mots de longueur 27 dont les
caracteres sont (et ). On en déduit que 0 < C,, < 2%". Le rayon de convergence de la série entiere z 22y = Z(4x)”
est clairement 1/4 donc le rayon de convergence de la série entiere Z C,,x™ est supérieur ou égal a 1/4.

On utilise la remarque de I’énoncé. Un mot bien parenthésé de longueur 2k est de la forme (m)m’' ol m est un
mot bien parenthésé d’une certaine longueur 2i ot i € [[0,k — 1] et ot m’ est alors un mot bien parenthésé de longeur
2k — 2 —2i = 2(k — 1 —i). On en déduit bien que

k-1

Cr= D, CiChri
i=0

Pour toutk € N,
k
Crar = ), CiCry
i=0

Comme la série entiere Z Cjx* est de rayon de convergence supérieur ou égal a 1/4, on obtient par produit de Cauchy :

11 +oo +oo 2
Vx € ]—Z, Z[, Z Ck+1xk = (z Ckxk)
k=0 k=0
puis

117 = +00 2

k+1 _ k

Vx € ]_Z’Z[’ Z Crp1 X = x(Z Cix )
k=0 k=0

ou encore

11 B )
Vx € ]_Z’ Z[’ F(x) — Cy = xF(x)
Comme Cy =1,
11 _ 3
Vx € ]—Z, 4_1[’ F(x) =1+ xF(x)
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1 1
Supposons qu’il existe o € ]—4 [ tel que f(a) = 0. Comme f(0) = —1 # 0, a # O et F(a) = — En reportant

1 11
ie.a= 7°¢¢ qui contredit le fait que @ € ]—— —[

1
dans I’égalité de la question précédente, on obtient 2 14+oa- 7

42
Ainsi f ne s’annule pas sur o € ]—— -

Pour tout x € R,

f(x)? = (2xF(x) — 1)? = 4x?F(x)? — 4xF(x) + 1 = 4x(xF(x)> = F(x)) + 1 = 1 — 4x

. 11 ) - N P p . 11
F est continue sur —palen tant que somme d’une série entiere. On en déduit que f est également continue sur “val
De plus, f ne s’annule pas sur cet intervalle donc elle y reste de signe constant. Enfin, f(0) = —1 donc f est négative sur

] 1 1[ Par conséquent,
23 d

Vx € ]—%,%[, fx)=—-V1—4x
puis

11 1—-4/1—-4x . 0

Vx € ]——,—[, F(x) = 2x six #
23 .

1 six=0

Pour tout u €] — 1, 1],
Vi-u=Q-uw?= f 1/2 (=)™ u"
n

n=0

1/2
oll o= 1 et pour tout n € N*,

k=0
1) ‘1( 1
= k—=
n! kljo 2)
~ (1) n-1 ~
X kl:[()(Zk 1)

(-1 1)+ i 1 -

2nn! %—[( )
(=™t (2n-2)
T T2mpl 2nl(n— 1)
_ (=D)™1(2n-2)

T 2n-lpl(n-1)1
Finalement oo 2n—2)
Vi—u=1- nz e
Pour tout x € ]—1, 1[ \ {0},
4’4
F(x) = 1-Vi-4x _ 1 (2n-2) (4" = Z @n-2)! Z _en
2x 2x & 22n=1nl(n — 1) — nl(n— 1)' ¢ (n+ 1)'n'
Par unicité du développement en série entiere,
2n)!
VneN, C, m

Soit k € N. La fonction x > x?k*14/4 — X2 est impaire et I’intervalle [—2, 2] est centré en 0 donc My = 0.
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On effectue le changement de variable x = 2 sin ¢ (1égitime car ¢ — 2 sin t réalise une bijection strictement croissante
de classe €' de [-7/2, /2] sur [-2, 2]).

/2
1 T
my = 5— V4 —4sin®t - 2cost dt
—7/2

5 /2
—f Vcos?tcost dt
T —7t/2

/2
= / cos?t dt car cos est positive sur [—71/2, 7t/2]
—Tt/2

/2
= fracln/ (1 + cos(2t)) dt

/2

1 .. /2
=1+ o [sin(20)]_;, =1

X+
REMARQUE. Plus simplement, y = V4 — x2 < { y

donc / V4 — x2 dx est ’aire du demi-disque centré

en l'origine et de rayon 2, c¢’est-a-dire 27. On en déduit que my = 1

1
Les applications x +— —5(4 - x2)3/2 et x — x2k*1 sont de classe G sur [—2,2], de dérivées respectives x —

xV4 — x2 et x ~ (2k + 1)x?*. Ainsi

2MMyp 42

2
/ x2k+1 x4 — x2 dx
2

2
1 2 2k+1

— 2[4 - x2)3/2] " + x4 — x2)32 dx
3 2T T3 )

=2k;1f x2k(4 — x*)V4 — x2 dx

_ e+l (4 - 2myy — 21Mypy5)
ou encore
3Mypeyy = (2k + 1)(@my — Mypeys)
et enfin
Mok42 = wmzk
k+2

On a déja vu que my, = 0 pour k impair. De plus, si k est pair, il existe p € N tel que k = 2p et

mzp

p—1 Mo s p—1 .
2j+2 22j+1) 2P 2P @2p)
k 7 myg ]11 my; 111 j+2  (p+ 1)' H J (p+ 1)! 2pp! p

Mn/\/z est semblable a diag(Ay y, ..., Ay, ;) donc (Mn/ﬁ)k est semblable a diag(A’f,n, ,A’ﬁl,n). Notamment,
Mg Ak
tr(nk/2> T lAi’"
i=

1 n
EZ = 1+k/2 tr(M7;)

Les coefficients de la variable aléatoire M,, sont bornés donc ceux de MK le sont également, la trace de MK est donc encore
n

1 . c
bornée. La variable aléatoire — Z A . est donc bornée : elle admet une espérance.

ou encore

=1
Pour une matrice A € Mn([R) on prouve par récurrence sur k que

V(l,]) (S |I1, I’l]]z , (Ak)i’j = Z Ai,izAiz,i3 Aik,j
(i ip)elLn]*?
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Notamment
n n
ky _ _ _
(A =D Ay =D > Aiy i Aiig - Aigiy = > Aty i Ay iy -+ Aoty
=1 0=1 iy, i) e[1,n] ! (i1sizs- - ig)E[LNT*

11 suffit alors d’appliquer ce résultat 2 MK et d’utiliser la linéarité de la trace pour obtenir le résultat voulu.

L application qui a un cycle (iy, ..., iy, i) de longeur k passant par ¢ sommets distincts associe I’ensemble T =
{i1, ..., i} de ses € sommets distincts ainsi que I’application j € [1,k]] = i € I est injective. On en déduit que le
nombre N de tels cycles est inférieur au cardinal de I’ensemble

(@), 1€ (10D, f €MLK}

ott B([1, n])) désigne I’ensemble des parties a € éléments de [[1, n]. Ainsi

N < (Z)ek < nfek

Pour un cycle 1 = (iy, ..., iy, 1), on notera X%, = X, ... Xj, ;-
On sait que les |X; j| sont uniformément majorées par K. On en déduit que pour un cycle 1 de longeur k,

1% < Kk

Par inégalité triangulaire
[ECR)] < E(1%]) < K-

1
Soit £ un entier compris entre 1 et . D’apres la question précédente,

1 T ok 1 k
= nl+k/2 Z I[E(X‘)l = n1+k/2n ¢KE = n1+k/2—€(€K)
%ef1,n]*
Til=¢
Comme 1+ k/2—¢€>1/2,
nEI-Poo nl+k/2 Z |E()€;)| =0
Jel1,n]k
Ti=¢

11 suffit alors pour conclure de constater que

1 1

a2 ERI= ), o O [ECR)
Je[L,n]® 1<6<(k+1)/2 Jel1,n]*
T<(k+1)/2 Ti=e

Si (iy, ... » ik, 1) € Ay, I'une des variables aléatoires apparaissant dans le produit X ;, ... Xj, ;; n’y apparait qu'une
fois. Ce poduit peut alors s’écrire X, ,Y ou X, p et Y sont indépendantes d’apres le lemme des coalitions. On en déduit
que E(X,5Y) = E(X, p)E(Y) = 0 car E(X, ) = 0.

Soit7 € €. Notons € = [1] ainsi que d le nombre d’arétes distinctes. On constate aisément que £ = d +1 (la premiére
aréte donne deux sommets distincts et les nouvelles arétes distinctes donnent chacune un nouveau sommet distinct). Chaque

aréte apparait au moins deux fois et I’une apparait au moins 3 fois. Par ailleurs, le nombre total d’arétes est k. On en déduit

k-1 k+1
que2(d—1)+3<kie.d< T.Finalement,€=d+1 < %

Si k est impair, B, est vide. D’apres la question

> EG) =0

_;E./lk
De plus, d’apres la question précédente
0< D ECR)I< D) [ECR)|

eek Jef1,ng®
< (k+1)/2
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de sorte qu’avec la question 23]
. 1
Jim W%Z |ECE)[ =0
1e€k

Comme Ay, By, et C, forment une partition de 1’ensemble des cycles de longueur k, on en déduit avec la question [21]et

une inégalité triangulaire que
n
1
lim [E(E ZA’;n> =0
i=1

n—+oo

Comme T € By, chaque aréte de T apparait exactement deux fois. Toute parenthése ouvrée est donc également fermée.

11 suffit de dénombrer le nombre de choix d’arétes possibles pour chacune des k/2 parenthéses ouvrantes puisqu’alors
les parentheses fermantes fixent automatiquement 1’aréte correspondante. Il faut déja choisir les deux sommets de la pre-
miere parenthése ouvrante, ce qui offre n(n — 1) choix. Pour chacune k/2 — 1 des parenthéses ouvrantes suivantes, le
premier sommet de I’aréte correspondante est déja fixé par le deuxiérr;e sommet de 1’aréte précédente. On en déduit que

2
le nombre de cycles correspondant a un mot parenthésé bien fixé est H(n - .
Jj=0

Notons A(7) ’ensemble des arétes distinctes d’un cycle 7. Soit 7 € By. Alors
X=]] X
aeAQ)

Par indépendance des X,

ECe) = [ EG2)

aeA()
Par hypothese, E(X,) = 0 et V(X,) = 1 donc E(X2) = 1. Ainsi

E(%) = 1
Remarquons qu’on a nécessairement [I] = 1 + k/2 puisque chaque aréte apparait exactement deux fois. Ce qui précede
k/2
montre alors que card By, = Cy/, H(n — j) de sorte que
=0
k/2
DECR) =Cip [[(n—j) ~ n*F2Cy,
_Eeﬂk j:0 n—+oo

En utilisant a nouveau le fait que Ay, By et €y partitionnent I’ensemble des cycles de longueur k, on obtient le résultat
escompté via la question 21]

d
Si on pose P = z a; XK, alors, par linéarité de I’espérance,
k=0

n—-+oo

1 n d 1 n d
E (E > P(Ai,n)) = > aF (E > A’iﬁn) — > apmy
i=1 k=0 i=1 k=0

puisque my, = 0 pour k impair et my, = Cy/, pour k pair. Par linéarité de I’intégrale

d 2/d 2
1 1
Zakmkz—f (Z akxk> 4 —x2 dxz—f P(x)V4 — x2 dx
27 27
k=0 -2 \k=0 -2
Alors

n
Z | Ai,nlz(p+q) = Z | Ai,n|2(p+q) + Z | Ai,nlz(p+q) > Z | Ai,n|2(p+q) > Z AP AinlP
i=1 1<i<n 1<i<n 1<i< 1<i<n

|Ai,n|<A |Ai,n|2A |Ai,n|ZA |Ai,n|ZA

ou encore

n
1
Do AP < A D 1A [P+
1< i=1
|An2A l

11 suffit alors d’utiliser la croissance de 1’espérance.
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On sait d’apres la question 29| que

1 1 2p+ Cp +q +2
7 (Z [Aial*® q)> T g = M AT

D’apres la question My < 4y de sorte que My, < 4%my = 2% pour tout k € N. Ainsi

Myptq) _ 22P+0D)

AP+29 — ADP+2q
22t Map+q)
Comme A > 2, qETm N = 0 et donc qEToo I 0. Soit alors € > 0. Il existe donc q € N tel que
Mapp+q) _ €
< =
AP+t29 — 2
Comme

1 1 2 C10+q 2
APT24 (Z |Ainl (p+Q)) e AP¥20 Map+q) AP

il existe N € N* tel que pour tout n > N,

1 1

n
AP E[E (le Ainl (p+q)) < Mapag) AP + 5S¢
1=

Mais d’apres la question précédente, pour tout n > N,

1
—E AP L
—E| YL Ml <c
1<i<n
[AinlZA

D’apres la définition de la limite,

|Ai,n | A

Comme f est bornée, f(x) = ©(1). A fortiori, f(x) = O(xp). De méme, P(x) = ©O(xP)cardegP = p.On
en déduit qu’il existe B > A et Cl e [R tels que h -

Vx eR, |x]| 2B = |f(x) — P(x)| < Cq|x|P

De plus, x +— est continue sur I’'union des deux compacts [A, B] et [-B, —A] donc elle y est bornée. 1l existe

J(x) —P(x)
xP
donc une constante C, € R, telle que
Vx eR, A< |x]| <B = |f(x) — P(x)| < Cy|x/P
En prenant K = max(Cy, C,), on a donc

Vx € IR\] - A!A[’ |f(X) - P(X)l < lelp

D’apres la question précédente,

1 K
O<ZEl 2 If =Pl < JEL 2 IAl?
<i<n 1<i<n
|A1 nlZA [Ajnl2A

On conclut avec le théoréme des gendarmes et la question [32]
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Si X(€Q) est fini, le résultat est clair puisque X1jxj<c = X dés lors que C > n;(a()éz ) |x|. Sinon, X(Q) est dénombrable
- X€E
et on peut noter X(Q) = {xy, k € N}. Comme |XTx<c| < |X], XTjx|<c est d’espérance finie. On peut alors appliquer la

formule de transfert :
+0o

EXIxj<c) = D xil[—c,c)()P(X = xi)
k=0

Posons gy : C € Ry = X lj_c c](xp)P(X = xi). Alors [|glleo < [Xx|P(X = Xi). Comme X est d’espérance finie, ng
converge normalement sur R.. De plus, pour C > |xy|, g8x(C) = x;P(X = x;) de sorte que lim g, = x;P(X = x). Par
+00

théoreme d’interversion série/limite

+o00

E(XTxj<c) = Z 8C) — Z X P(X = x) = E(X)
D’apres la question précédente,
E(X;, 1), ;1<) e E(Xi,;)

Comme (X; ;1 |Xi,j|sc)2 = Xl2 L X j1<C> la question précédente montre a nouveau que

E (X I, 1<c)?) = EE)
On en déduit que
V(X i, <) = E ((Xi,j“|xi,j|sc)2) — E(X,j1x, j<c)? e E(X7;) — E(X;,))* = V(X)) = 1

Par conséquent, 0; ;(C) — 1.

—>+00

Comme g; J(C) — 1, on peut garantir que ; ;(C) > = > 0 pour C suffisamment grand par exemple. Les variables

aléatoires Xl, j(C) sont alors bien définies. Elle sont clalrement centrées et de variance 1. Les X; ; étant indépendantes pour
1 <i< j,lesX; jle sont également. Enfin, |X; ;1jx, <c| < C donc X; ; est bornée. Comme E(X; ;1jx, ;1<c) et 0y, j(C) sont

des constantes, )A(i, jest aussi bornée.
Comme T, j<c =1 —Tx, ;<>

et par linéarité de I’espérance,

E(X;,j11x, j1<c) = B, j) — B I, j1>¢) = —E(Xq,Tx, 1>¢)

X jlx j1<c = Xi,j = Xi jljx, j>c

Ainsi
A 1
X;ii(C) = —=(X;i — Xi ilix, .1sc + EX; ilx,
l,]( ) Ci,j(c)< i,j i,j |X,’J|>C ( i,j |Xl,J|>C))
puis
X; i — X C) = -1 )x +;(X 1 — E(X; i1 )
TR =T 650 T T o0y VT e RS>

1 1
P Y; (CO)=[1— ——= |X;ietZ; (C) = —= (X; ilx, . — E(X; i1x, . d t
osons Y;, ;(C) ( Gi,j(c)> i.j €t Z,;(C) N ©) ( L,j" X, jl>C (Xij |Xz,J|>C)) ¢ sorte que

(Xi,j — X;,;(C)?* = Y, j(C)* + 2Y; (C)Z; j(C) + Z; j(C)>

X;,; est centré réduite et 0; j(C) — 1 donc

C—+00

0

1 \2
E(Y;,/(C)*) = (1 - c—(C)> P
ij —+00

Comme Z; ;(C) est centrée,

E(Z} ) = == EXE jlx, j1>0) = = ECXF X, 1>c2)

(C)2 (C)2

D’ apres la question [36]
2
[E(Xi,jﬂlxi{jbcz) e 0
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et G”(C) — 1. Ainsi

C—+00

E(Z;j(C)*) — 0
C—+o0
Enfin, par inégalité de Cauchy-Schwarz,
|ECY; ;(C)Z; ;(O))| < E(Y; j(COHE(Z; j(C)?)

donc
E(Y;,;(C)Z ;(C)) e 0

On en déduit que

E((X;,; —X;,;(C))?) T 0

1< 1< 1 (< N .
‘[E (ﬁ Z f(A,-’n)) (ﬁ Z (Ai’n)) < E[E (Z |f (M) — FA n)|) par inégalités triangulaires
i=1 =1 i=1
K_[< A
< Z[E ( |Ain — A n|) car f est K-lipschitzienne
i=1
K n n
<-—E Z 1 Z(A i A; )2 par inégalité de Cauchy-Schwarz sur R"
n i=1 i=1
K n
=—E 2:0\ lny
Vi \ N3
< LS ( L -— ) d’apres la question §]

B

7~

= —E(M,, — M,,(O)||g) par homogénéité de la norme

S

Fixons € > 2. Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

E(1- M, = Mo (Ollp)* < EQ)E(M, = MOl = 3, E((XF; =X j(C)) = n?E(XF; = X11(0)?)

1<i,j<n
car les X; ; sont de méme loi. On en déduit avec la question Fl;ﬁ] que pour C assez grand
K ~ €
—E(IM, — M(O)l) < £
Remarquons aussi que |Xi,j(c)“|xi,j|5C| < C puis |[E(Xi,j(c)“|x,-7j)| < [E(|Xi,j(c)1]|xi,j|sc|) < Cetenfin

2C
0;,;(C)

Comme g; j(C) — 1, les )A(l-, ;i(C) sont uniformément bornées. Comme f également bornée, on peut donc affirmer que
C—o+c0

im (13 fan) = L [ poova=e
m (321G = 5 [ seova—e ax

n—->+oo

1X;,;(C)] <

Il existe donc N € N tel que pour tout n > N,

€
) ( Zf(Al n)) f fOV4—x> dx| < =

Avec la question précédente et une inégalité triangulaire, on a donc pour tout n > N,
‘ ( Zf(Aln))___/ fOV4—x2dx|<e

On en déduit que

lim E Ly A =1 i 4 2d
m (320w = 5 [ senE— 0

n—->+oo
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