
© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Devoir surveillé n°10

• La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

• On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

• Les calculatrices sont interdites.

Problème 1
1

‖PMQ‖2F = tr((PMQ)⊤(PMQ))
= tr(Q⊤M⊤P⊤PMQ)
= tr(Q⊤M⊤MQ) car P ∈ 𝒪𝑛(ℝ)
= tr(QQ⊤M⊤M) par propriété de la trace
= tr(M⊤M) car Q ∈ 𝒪𝑛(ℝ)
= ‖M‖F

2 D’après le théorème spectral, il existe des matrices Q et R dans 𝒪𝑛(ℝ) telles que A = QDAQ−1 et B = RDBR−1.
D’après la question précédente,

‖A − B‖F = ‖Q−1(A − B)R‖F = ‖Q−1AR − Q−1BR‖F = ‖DAQ−1R − Q−1RDB‖F = ‖DAP − PDB‖F

en posant P = Q−1R. On a bien P ∈ 𝒪𝑛(ℝ) car 𝒪𝑛(ℝ) est un groupe.

3 Pour M = (𝑚𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 ∈ ℳ𝑛(ℝ),
‖M‖2F = tr(M⊤M) = ∑

1≤𝑖,𝑗≤𝑛
𝑚2
𝑖,𝑗

D’après la question précédente,

‖A − B‖2F = ∑
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

((DAP)𝑖,𝑗 − (PDB)𝑖,𝑗)
2 = ∑

1≤𝑖,𝑗≤𝑛
(λ𝑖(A)𝑝𝑖,𝑗 − 𝑝𝑖,𝑗λ𝑗(B))

2 = ∑
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑝2𝑖,𝑗 (λ𝑖(A) − λ𝑗(B))
2

4 Si M est une matrice bistochastique, tous ses coefficients sont dans [0, 1] donc ℬ𝑛(ℝ) est bornée.

De plus, en notant U =
⎛
⎜
⎜
⎝

1
⋮
1

⎞
⎟
⎟
⎠

, les conditions
𝑛
∑
𝑗=1

𝑚𝑖,𝑗 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑚𝑗,𝑖 = 1 pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ se traduisent par MU = M⊤U =

U. L’application ψ∶ M ∈ ℳ𝑛(ℝ) ↦ (MU−U,M⊤U−U) est linéaire et donc continue puisque ℳ𝑛(ℝ) et de dimension
finie. Ensuite,

ℬ𝑛(ℝ) = ℳ𝑛(ℝ+) ∩ ψ−1({(0, 0)})

Par ailleurs,ℝ+ est fermé doncℳ𝑛(ℝ+) = (ℝ+)⟦1,𝑛⟧
2
est fermé en tant que produit cartésien de fermés. Enfin,ψ−1({(0, 0)})

est fermé en tant qu’image réciproque d’un fermé (le singleton {(0, 0)}) par une application continue. On en déduit que
ℬ𝑛(ℝ) est fermé en tant qu’intersection de fermés.
Comme ℳ𝑛(ℝ) est de dimension finie, ℬ𝑛(ℝ) est compact en tant que fermé borné.
Enfin, l’application 𝑓 est clairement linéaire donc à nouveau continue : elle admet donc un minimum sur le compactℬ𝑛(ℝ).

5 Remarquons qu’en posant L = ((λ𝑖(A) − λ𝑗(B))2)1≤𝑖,𝑗≤𝑛, 𝑓(M) = ⟨M, L⟩ pour tout M ∈ ℳ𝑛(ℝ) où ⟨⋅, ⋅⟩ désigne le
produit scalaire canonique sur ℳ𝑛(ℝ).
Remarque. Ceci prouve en particulier que 𝑓 est linéaire comme affirmé précédemment.
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On en déduit que

𝑓(M + 𝑥E𝑖,𝑖 + 𝑥E𝑗,𝑘 − 𝑥E𝑖,𝑘 − 𝑥E𝑗,𝑖) − 𝑓(M) = 𝑥 (⟨E𝑖,𝑖, L⟩ + ⟨E𝑗,𝑘, L⟩ − ⟨E𝑖,𝑘, L⟩ − ⟨E𝑗,𝑖, L⟩)
= 𝑥 (L𝑖,𝑖 + L𝑗,𝑘 − L𝑖,𝑘 − L𝑗,𝑖)
= 𝑥 ((λ𝑖(A) − λ𝑖(B))2 + (λ𝑗(A) − λ𝑘(B))2 − (λ𝑖(A) − λ𝑘(B))2 − (λ𝑗(A) − λ𝑖(B))2)
= 2𝑥 (λ𝑖(A) − λ𝑗(A)) (λ𝑘(A) − λ𝑖(B)) ≤ 0

car les valeurs propres sont rangées par ordre décroissant.

6 Pour tout 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑖 − 1⟧, 𝑚𝑗,𝑗 = 1 donc 𝑚𝑗,𝑘 = 𝑚𝑘,𝑗 = 0 pour tout 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑖 − 1⟧ et tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. De plus,
𝑚𝑖,𝑖 ≠ 1 donc il existe 𝑗 ln ⟦𝑖 + 1, 𝑛⟧ et 𝑘 ∈ ⟦𝑖 + 1, 𝑛⟧ tels que 𝑚𝑗,𝑖 > 0 et 𝑚𝑖,𝑘 > 0. Posons 𝑥 = min(𝑚𝑗,𝑖, 𝑚𝑖,𝑘). Alors la
matrice N = M + 𝑥E𝑖,𝑖 + 𝑥E𝑗,𝑘 − 𝑥E𝑖,𝑘 − 𝑥E𝑗,𝑖 est encore bistochastique (le choix de 𝑥 garantit notamment la positivité
des coefficients) et possède un coefficient nul de plus que M sur la 𝑖ème ligne ou la 𝑖ème colonne. De plus, 𝑓(N) ≤ 𝑓(M)
d’après la question précédente.
On répète ce processus jusqu’à ce que tous les coefficients de la 𝑖ème ligne et de la 𝑖ème colonne soient nuls. La matrice M′

ainsi obtenue est encore bistochastique donc 𝑚′
𝑖,𝑖 = 1 et la question précédente garantit toujours que 𝑓(M′) ≤ 𝑓(M).

7 SoitM ∈ ℬ𝑛(ℝ) un point où 𝑓 atteint son minimum. En répétant le raisonnement de la question précédente, on prouve
qu’il existe une matrice M′ ∈ ℬ𝑛(ℝ) telle que 𝑓(M′) ≤ 𝑓(M) et 𝑚′

𝑖,𝑖 = 1 pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. On a nécessairement
M′ = I𝑛 car M′ est bistochastique. Ainsi 𝑓(I𝑛) ≤ 𝑓(M) et en fait min

ℬ𝑛(ℝ)
𝑓 = 𝑓(I𝑛).

8 On a vu qu’il existait une matrice orthogonale P = (𝑝𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 telle que

‖A − B‖F = ∑
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑝2𝑖,𝑗(λ𝑖(A) − λ𝑗(B))2

Posons M = (𝑝2𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛. Comme P est orthogonale, ses colonnes et ses lignes sont de norme euclidienne égale à1. Ceci
signifie que M est bistochastique. De plus, ‖A − B‖F = 𝑓(M). D’après la question précédente,

‖A − B‖F ≥ 𝑓(I𝑛) =
𝑛
∑
𝑖=1

(λ𝑖(A) − λ𝑖(B))
2

9 Le seul mot bien parenthésé de longueur 2 est (). Ainsi C1 = 1. Les mots bien parenthésés de longueur 4 sont (()) et
()() donc C2 = 2. Enfin, les mots bien parenthésés de longueur 6 sont ()()(), (())(), ()(()), (()()) et ((())) donc C3 = 5.

10 L’ensemble des mots bien parenthésés de longueur 2𝑛 est inclus dans l’ensemble des mots de longueur 2𝑛 dont les
caractères sont ( et ). On en déduit que 0 ≤ C𝑛 ≤ 22𝑛. Le rayon de convergence de la série entière ∑22𝑛𝑥𝑛 = ∑(4𝑥)𝑛

est clairement 1/4 donc le rayon de convergence de la série entière ∑C𝑛𝑥𝑛 est supérieur ou égal à 1/4.

11 On utilise la remarque de l’énoncé. Un mot bien parenthésé de longueur 2𝑘 est de la forme (𝑚)𝑚′ où 𝑚 est un
mot bien parenthésé d’une certaine longueur 2𝑖 où 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑘 − 1⟧ et où 𝑚′ est alors un mot bien parenthésé de longeur
2𝑘 − 2 − 2𝑖 = 2(𝑘 − 1 − 𝑖). On en déduit bien que

C𝑘 =
𝑘−1
∑
𝑖=0

C𝑖C𝑘−1−𝑖

12 Pour tout 𝑘 ∈ ℕ,

C𝑘+1 =
𝑘
∑
𝑖=0

C𝑖C𝑘−𝑖

Comme la série entière ∑C𝑘𝑥𝑘 est de rayon de convergence supérieur ou égal à 1/4, on obtient par produit de Cauchy :

∀𝑥 ∈ ]−14 ,
1
4[ ,

+∞
∑
𝑘=0

C𝑘+1𝑥𝑘 = (
+∞
∑
𝑘=0

C𝑘𝑥𝑘)
2

puis

∀𝑥 ∈ ]−14 ,
1
4[ ,

+∞
∑
𝑘=0

C𝑘+1𝑥𝑘+1 = 𝑥(
+∞
∑
𝑘=0

C𝑘𝑥𝑘)
2

ou encore
∀𝑥 ∈ ]−14 ,

1
4[ , F(𝑥) − C0 = 𝑥F(𝑥)2

Comme C0 = 1,
∀𝑥 ∈ ]−14 ,

1
4[ , F(𝑥) = 1 + 𝑥F(𝑥)2
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13 Supposons qu’il existe α ∈ ]−14 ,
1
4[ tel que 𝑓(α) = 0. Comme 𝑓(0) = −1 ≠ 0, α ≠ 0 et F(α) = 1

2α . En reportant

dans l’égalité de la question précédente, on obtient 1
2α = 1 + α ⋅ 1

4α2 i.e. α = 1
4 ce qui contredit le fait que α ∈ ]−14 ,

1
4[.

Ainsi 𝑓 ne s’annule pas sur α ∈ ]−14 ,
1
4[.

14 Pour tout 𝑥 ∈ ℝ,

𝑓(𝑥)2 = (2𝑥F(𝑥) − 1)2 = 4𝑥2F(𝑥)2 − 4𝑥F(𝑥) + 1 = 4𝑥(𝑥F(𝑥)2 − F(𝑥)) + 1 = 1 − 4𝑥

F est continue sur ]−14 ,
1
4[ en tant que somme d’une série entière. On en déduit que 𝑓 est également continue sur ]−14 ,

1
4[.

De plus, 𝑓 ne s’annule pas sur cet intervalle donc elle y reste de signe constant. Enfin, 𝑓(0) = −1 donc 𝑓 est négative sur
]−14 ,

1
4[. Par conséquent,

∀𝑥 ∈ ]−14 ,
1
4[ , 𝑓(𝑥) = −√1 − 4𝑥

puis

∀𝑥 ∈ ]−14 ,
1
4[ , F(𝑥) = {

1 − √1 − 4𝑥
2𝑥 si 𝑥 ≠ 0

1 si 𝑥 = 0

15 Pour tout 𝑢 ∈] − 1, 1[,

√1 − 𝑢 = (1 − 𝑢)1/2 =
+∞
∑
𝑛=0

(
1/2
𝑛
)(−1)𝑛𝑢𝑛

où (
1/2
0
) = 1 et pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗,

(
1/2
𝑛
) = 1

𝑛!

𝑛−1
∏
𝑘=0

(12 − 𝑘)

= (−1)𝑛
𝑛!

𝑛−1
∏
𝑘=0

(𝑘 − 1
2)

= (−1)𝑛
2𝑛𝑛!

𝑛−1
∏
𝑘=0

(2𝑘 − 1)

= (−1)𝑛+1
2𝑛𝑛!

𝑛−1
∏
𝑘=1

(2𝑘 − 1)

= (−1)𝑛+1
2𝑛𝑛! ⋅ (2𝑛 − 2)!

2𝑛−1(𝑛 − 1)!

= (−1)𝑛+1(2𝑛 − 2)!
22𝑛−1𝑛!(𝑛 − 1)!

Finalement
√1 − 𝑢 = 1 −

+∞
∑
𝑛=1

(2𝑛 − 2)!
22𝑛−1𝑛!(𝑛 − 1)!

𝑢𝑛

16 Pour tout 𝑥 ∈ ]−14 ,
1
4[ ∖ {0},

F(𝑥) = 1 − √1 − 4𝑥
2𝑥 = 1

2𝑥

+∞
∑
𝑛=1

(2𝑛 − 2)!
22𝑛−1𝑛!(𝑛 − 1)!

(4𝑥)𝑛 =
+∞
∑
𝑛=1

(2𝑛 − 2)!
𝑛!(𝑛 − 1)!

𝑥𝑛−1 =
+∞
∑
𝑛=0

(2𝑛)!
(𝑛 + 1)!𝑛!

𝑥𝑛

Par unicité du développement en série entière,

∀𝑛 ∈ ℕ, C𝑛 =
(2𝑛)!

(𝑛 + 1)!𝑛!

17 Soit 𝑘 ∈ ℕ. La fonction 𝑥 ↦ 𝑥2𝑘+1√4 − 𝑥2 est impaire et l’intervalle [−2, 2] est centré en 0 donc 𝑚2𝑘+1 = 0.
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18 On effectue le changement de variable 𝑥 = 2 sin 𝑡 (légitime car 𝑡 ↦ 2 sin 𝑡 réalise une bijection strictement croissante
de classe 𝒞1 de [−π/2, π/2] sur [−2, 2]).

𝑚0 =
1
2π ∫

π/2

−π/2

√4 − 4 sin2 𝑡 ⋅ 2 cos 𝑡 d𝑡

2
π ∫

π/2

−π/2
√cos2 𝑡 cos 𝑡 d𝑡

2
π ∫

π/2

−π/2
cos2 𝑡 d𝑡 car cos est positive sur [−π/2, π/2]

= 𝑓𝑟𝑎𝑐1π∫
π/2

−π/2
(1 + cos(2𝑡)) d𝑡

= 1 + 1
2π [sin(2𝑡)]

π/2
−π/2 = 1

Remarque. Plus simplement, 𝑦 = √4 − 𝑥2 ⟺ {
𝑥2 + 𝑦2 = 4

𝑦 ≥ 0
donc ∫

2

−2
√4 − 𝑥2 d𝑥 est l’aire du demi-disque centré

en l’origine et de rayon 2, c’est-à-dire 2π. On en déduit que 𝑚0 = 1.

19 Les applications 𝑥 ↦ −13(4 − 𝑥2)3/2 et 𝑥 ↦ 𝑥2𝑘+1 sont de classe 𝒞1 sur [−2, 2], de dérivées respectives 𝑥 ↦

𝑥√4 − 𝑥2 et 𝑥 ↦ (2𝑘 + 1)𝑥2𝑘. Ainsi

2π𝑚2𝑘+2 = ∫
2

−2
𝑥2𝑘+1 ⋅ 𝑥√4 − 𝑥2 d𝑥

= −13 [𝑥
2𝑘+2(4 − 𝑥2)3/2]

2
−2
+ 2𝑘 + 1

3 ∫
2

−2
𝑥2𝑘(4 − 𝑥2)3/2 d𝑥

= 2𝑘 + 1
3 ∫

2

−2
𝑥2𝑘(4 − 𝑥2)√4 − 𝑥2 d𝑥

= 2𝑘 + 1
3 (4 ⋅ 2π𝑚2𝑘 − 2π𝑚2𝑘+2)

ou encore
3𝑚2𝑘+2 = (2𝑘 + 1)(4𝑚2𝑘 −𝑚2𝑘+2)

et enfin
𝑚2𝑘+2 =

2(2𝑘 + 1)
𝑘 + 2 𝑚2𝑘

20 On a déjà vu que 𝑚𝑘 = 0 pour 𝑘 impair. De plus, si 𝑘 est pair, il existe 𝑝 ∈ ℕ tel que 𝑘 = 2𝑝 et

𝑚𝑘 = 𝑚2𝑝 =
𝑚2𝑝

𝑚0
=

𝑝−1
∏
𝑗=0

𝑚2𝑗+2

𝑚2𝑗
=

𝑝−1
∏
𝑗=0

2(2𝑗 + 1)
𝑗 + 2 = 2𝑝

(𝑝 + 1)!

𝑝−1
∏
𝑗=0

(2𝑗 + 1) = 2𝑝

(𝑝 + 1)!
⋅
(2𝑝)!
2𝑝𝑝! = C𝑝

21 M𝑛/√𝑛 est semblable à diag(Λ1,𝑛,… ,Λ𝑛,𝑛) donc (M𝑛/√𝑛)𝑘 est semblable à diag(Λ𝑘1,𝑛,… ,Λ𝑘𝑛,𝑛). Notamment,

tr (
M𝑘

𝑛
𝑛𝑘/2

) =
𝑛
∑
𝑖=1

Λ𝑘𝑖,𝑛

ou encore
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

Λ𝑘𝑖,𝑛 =
1

𝑛1+𝑘/2
tr(M𝑘

𝑛)

Les coefficients de la variable aléatoireM𝑛 sont bornés donc ceux deM𝑘
𝑛 le sont également, la trace deM𝑘

𝑛 est donc encore

bornée. La variable aléatoire 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

Λ𝑘𝑖,𝑛 est donc bornée : elle admet une espérance.

Pour une matrice A ∈ ℳ𝑛(ℝ), on prouve par récurrence sur 𝑘 que

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2 , (A𝑘)𝑖,𝑗 = ∑
(𝑖2,…,𝑖𝑘)∈⟦1,𝑛⟧

𝑘−1
A𝑖,𝑖2A𝑖2,𝑖3 …A𝑖𝑘,𝑗
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Notamment

tr(A𝑘) =
𝑛
∑
𝑖1=1

A𝑖1,𝑖1 =
𝑛
∑
𝑖1=1

∑
(𝑖2,…,𝑖𝑘)∈⟦1,𝑛⟧

𝑘−1
A𝑖1,𝑖2A𝑖2,𝑖3 …A𝑖𝑘,𝑖1 = ∑

(𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑘)∈⟦1,𝑛⟧
𝑘
A𝑖1,𝑖2A𝑖2,𝑖3 …A𝑖𝑘,𝑖1

Il suffit alors d’appliquer ce résultat à M𝑘
𝑛 et d’utiliser la linéarité de la trace pour obtenir le résultat voulu.

22 L’application qui à un cycle (𝑖1,… , 𝑖𝑘, 𝑖1) de longeur 𝑘 passant par ℓ sommets distincts associe l’ensemble I =
{𝑖1,… , 𝑖𝑘} de ses ℓ sommets distincts ainsi que l’application 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑘⟧ ↦ 𝑖𝑗 ∈ I est injective. On en déduit que le
nombre N de tels cycles est inférieur au cardinal de l’ensemble

{(I, 𝑓), I ∈ 𝒫ℓ(⟦1, 𝑛⟧), 𝑓 ∈ I⟦1,𝑘⟧}

où 𝒫ℓ(⟦1, 𝑛⟧) désigne l’ensemble des parties à ℓ éléments de ⟦1, 𝑛⟧. Ainsi

N ≤ (
𝑛
ℓ
)ℓ𝑘 ≤ 𝑛ℓℓ𝑘

23 Pour un cycle 𝚤 = (𝑖1,… , 𝑖𝑘, 𝑖1), on notera X𝚤⃗ = X𝑖1,𝑖2 …X𝑖𝑘,𝑖1.
On sait que les |X𝑖,𝑗| sont uniformément majorées par K. On en déduit que pour un cycle 𝚤 de longeur 𝑘,

|X𝚤⃗| ≤ K𝑘

Par inégalité triangulaire
||𝔼(X𝚤⃗)|| ≤ 𝔼 (|X𝚤⃗|) ≤ K𝑘

Soit ℓ un entier compris entre 1 et 𝑘 + 1
2 . D’après la question précédente,

0 ≤ 1
𝑛1+𝑘/2

∑
𝚤⃗∈⟦1,𝑛⟧𝑘

|𝚤⃗|=ℓ

||𝔼(X𝚤⃗)|| ≤
1

𝑛1+𝑘/2
𝑛ℓℓ𝑘K𝑘 = 1

𝑛1+𝑘/2−ℓ
(ℓK)𝑘

Comme 1 + 𝑘/2 − ℓ ≥ 1/2,
lim

𝑛→+∞

1
𝑛1+𝑘/2

∑
𝚤⃗∈⟦1,𝑛⟧𝑘

|𝚤⃗|=ℓ

||𝔼(X𝚤⃗)|| = 0

Il suffit alors pour conclure de constater que

1
𝑛1+𝑘/2

∑
𝚤⃗∈⟦1,𝑛⟧𝑘

|𝚤⃗|≤(𝑘+1)/2

||𝔼(X𝚤⃗)|| = ∑
1≤ℓ≤(𝑘+1)/2

1
𝑛1+𝑘/2

∑
𝚤⃗∈⟦1,𝑛⟧𝑘

|𝚤⃗|=ℓ

||𝔼(X𝚤⃗)||

24 Si (𝑖1,… , 𝑖𝑘, 𝑖1) ∈ 𝒜𝑘, l’une des variables aléatoires apparaissant dans le produit X𝑖1,𝑖2 …X𝑖𝑘,𝑖1 n’y apparaît qu’une
fois. Ce poduit peut alors s’écrire X𝑎,𝑏Y où X𝑎,𝑏 et Y sont indépendantes d’après le lemme des coalitions. On en déduit
que 𝔼(X𝑎,𝑏Y) = 𝔼(X𝑎,𝑏)𝔼(Y) = 0 car 𝔼(X𝑎,𝑏) = 0.

25 Soit ⃗𝚤 ∈ 𝒞𝑘. Notons ℓ = | ⃗𝚤| ainsi que 𝑑 le nombre d’arêtes distinctes. On constate aisément que ℓ = 𝑑+1 (la première
arête donne deux sommets distincts et les nouvelles arêtes distinctes donnent chacune un nouveau sommet distinct). Chaque
arête apparaît au moins deux fois et l’une apparaît au moins 3 fois. Par ailleurs, le nombre total d’arêtes est 𝑘. On en déduit

que 2(𝑑 − 1) + 3 ≤ 𝑘 i.e. 𝑑 ≤ 𝑘 − 1
2 . Finalement, ℓ = 𝑑 + 1 ≤ 𝑘 + 1

2 .

26 Si 𝑘 est impair, ℬ𝑘 est vide. D’après la question 24,

∑
𝚤⃗∈𝒜𝑘

||𝔼(X𝚤⃗)|| = 0

De plus, d’après la question précédente

0 ≤ ∑
𝚤⃗∈𝒞𝑘

||𝔼(X𝚤⃗)|| ≤ ∑
𝚤⃗∈⟦1,𝑛⟧𝑘

|𝚤⃗|≤(𝑘+1)/2

||𝔼(X𝚤⃗)||
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de sorte qu’avec la question 23,
lim

𝑛→+∞

1
𝑛1+𝑘/2

∑
𝚤⃗∈𝒞𝑘

||𝔼(X𝚤⃗)|| = 0

Comme 𝒜𝑘, ℬ𝑘 et 𝒞𝑘 forment une partition de l’ensemble des cycles de longueur 𝑘, on en déduit avec la question 21 et
une inégalité triangulaire que

lim
𝑛→+∞

𝔼(1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

Λ𝑘𝑖,𝑛) = 0

27 Comme ⃗𝚤 ∈ ℬ𝑘, chaque arête de ⃗𝚤 apparaît exactement deux fois. Toute parenthèse ouvrée est donc également fermée.

28 Il suffit de dénombrer le nombre de choix d’arêtes possibles pour chacune des 𝑘/2 parenthèses ouvrantes puisqu’alors
les parenthèses fermantes fixent automatiquement l’arête correspondante. Il faut déjà choisir les deux sommets de la pre-
mière parenthèse ouvrante, ce qui offre 𝑛(𝑛 − 1) choix. Pour chacune 𝑘/2 − 1 des parenthèses ouvrantes suivantes, le
premier sommet de l’arête correspondante est déjà fixé par le deuxième sommet de l’arête précédente. On en déduit que

le nombre de cycles correspondant à un mot parenthésé bien fixé est

𝑘
2

∏
𝑗=0

(𝑛 − 𝑗).

29 Notons A( ⃗𝚤) l’ensemble des arêtes distinctes d’un cycle ⃗𝚤. Soit ⃗𝚤 ∈ ℬ𝑘. Alors

X𝚤⃗ = ∏
𝑎∈A(𝚤⃗)

X2𝑎

Par indépendance des X𝑎,
𝔼(X𝚤⃗) = ∏

𝑎∈A(𝚤⃗)
𝔼(X2𝑎)

Par hypothèse, 𝔼(X𝑎) = 0 et 𝕍(X𝑎) = 1 donc 𝔼(X2𝑎) = 1. Ainsi

𝔼(X𝚤⃗) = 1

Remarquons qu’on a nécessairement | ⃗𝚤| = 1 + 𝑘/2 puisque chaque arête apparaît exactement deux fois. Ce qui précède

montre alors que cardℬ𝑘 = C𝑘/2
𝑘/2
∏
𝑗=0

(𝑛 − 𝑗) de sorte que

∑
𝚤⃗∈ℬ𝑘

𝔼(X𝚤⃗) = C𝑘/2
𝑘/2
∏
𝑗=0

(𝑛 − 𝑗) ∼
𝑛→+∞

𝑛1+𝑘/2C𝑘/2

En utilisant à nouveau le fait que 𝒜𝑘, ℬ𝑘 et 𝒞𝑘 partitionnent l’ensemble des cycles de longueur 𝑘, on obtient le résultat
escompté via la question 21.

30 Si on pose P =
𝑑
∑
𝑘=0

𝑎𝑘X𝑘, alors, par linéarité de l’espérance,

𝔼(1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

P(Λ𝑖,𝑛)) =
𝑑
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝔼(
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

Λ𝑘𝑖,𝑛) ⟶
𝑛→+∞

𝑑
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑚𝑘

puisque 𝑚𝑘 = 0 pour 𝑘 impair et 𝑚𝑘 = C𝑘/2 pour 𝑘 pair. Par linéarité de l’intégrale
𝑑
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑚𝑘 =
1
2π ∫

2

−2
(

𝑑
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘)√4 − 𝑥2 d𝑥 = 1
2π ∫

2

−2
P(𝑥)√4 − 𝑥2 d𝑥

31 Alors
𝑛
∑
𝑖=1

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞) = ∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|<A

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞) + ∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞) ≥ ∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞) ≥ ∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

A𝑝+2𝑞|Λ𝑖,𝑛|𝑝

ou encore

∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|Λ𝑖,𝑛|𝑝 ≤
1

A𝑝+2𝑞
𝑛
∑
𝑖=1

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞)

Il suffit alors d’utiliser la croissance de l’espérance.
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32 On sait d’après la question 29 que

1
A𝑝+2𝑞

⋅ 1𝑛𝔼 (
𝑛
∑
𝑖=1

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞)) ⟶
𝑛→+∞

C𝑝+𝑞
A𝑝+2𝑞

= 𝑚2(𝑝+𝑞)A𝑝+2𝑞

D’après la question 19, 𝑚2𝑘+2 ≤ 4𝑚2𝑘 de sorte que 𝑚2𝑘 ≤ 4𝑘𝑚0 = 22𝑘 pour tout 𝑘 ∈ ℕ. Ainsi

𝑚2(𝑝+𝑞)

A𝑝+2𝑞
≤ 22(𝑝+𝑞)

A𝑝+2𝑞

Comme A > 2, lim
𝑞→+∞

22(𝑝+𝑞)

A𝑝+2𝑞
= 0 et donc lim

𝑞→+∞

𝑚2(𝑝+𝑞)

A𝑝+2𝑞
= 0. Soit alors ε > 0. Il existe donc 𝑞 ∈ ℕ tel que

𝑚2(𝑝+𝑞)

A𝑝+2𝑞
≤ ε
2

Comme
1

A𝑝+2𝑞
⋅ 1𝑛𝔼 (

𝑛
∑
𝑖=1

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞)) ⟶
𝑛→+∞

C𝑝+𝑞
A𝑝+2𝑞

= 𝑚2(𝑝+𝑞)A𝑝+2𝑞

il existe N ∈ ℕ∗ tel que pour tout 𝑛 ≥ N,

1
A𝑝+2𝑞

⋅ 1𝑛𝔼 (
𝑛
∑
𝑖=1

|Λ𝑖,𝑛|2(𝑝+𝑞)) ≤ 𝑚2(𝑝+𝑞)A𝑝+2𝑞 +
ε
2 ≤ ε

Mais d’après la question précédente, pour tout 𝑛 ≥ N,

1
𝑛𝔼

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|Λ𝑖,𝑛|𝑝
⎞
⎟
⎟
⎠

≤ ε

D’après la définition de la limite,

lim
𝑛→+∞

1
𝑛𝔼

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|Λ𝑖,𝑛|𝑝
⎞
⎟
⎟
⎠

= 0

33 Comme 𝑓 est bornée, 𝑓(𝑥) =
𝑥→±∞

𝒪(1). A fortiori, 𝑓(𝑥) =
𝑥→±∞

𝒪(𝑥𝑝). De même, P(𝑥) =
𝑥→±∞

𝒪(𝑥𝑝) car degP = 𝑝. On
en déduit qu’il existe B ≥ A et C1 ∈ ℝ+ tels que

∀𝑥 ∈ ℝ, |𝑥| ≥ B ⟹ |𝑓(𝑥) − P(𝑥)| ≤ C1|𝑥|𝑝

De plus, 𝑥 ↦
𝑓(𝑥) − P(𝑥)

𝑥𝑝 est continue sur l’union des deux compacts [A, B] et [−B,−A] donc elle y est bornée. Il existe
donc une constante C2 ∈ ℝ+ telle que

∀𝑥 ∈ ℝ, A ≤ |𝑥| ≤ B ⟹ |𝑓(𝑥) − P(𝑥)| ≤ C2|𝑥|𝑝

En prenant K = max(C1, C2), on a donc

∀𝑥 ∈ ℝ∖] − A,A[, |𝑓(𝑥) − P(𝑥)| ≤ K|𝑥|𝑝

34 D’après la question précédente,

0 ≤ 1
𝑛𝔼

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|𝑓 − P|(Λ𝑖,𝑛)
⎞
⎟
⎟
⎠

≤ K
𝑛 𝔼

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
1≤𝑖≤𝑛
|Λ𝑖,𝑛|≥A

|Λ𝑖,𝑛|𝑝
⎞
⎟
⎟
⎠

On conclut avec le théorème des gendarmes et la question 32.

35
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36 Si X(Ω) est fini, le résultat est clair puisque X𝟙|X|≤C = X dès lors que C ≥ max
𝑥∈X(Ω)

|𝑥|. Sinon, X(Ω) est dénombrable

et on peut noter X(Ω) = {𝑥𝑘, 𝑘 ∈ ℕ}. Comme |X𝟙|X|≤C| ≤ |X|, X𝟙|X|≤C est d’espérance finie. On peut alors appliquer la
formule de transfert :

𝔼(X𝟙|X|≤C) =
+∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘𝟙[−C,C](𝑥𝑘)ℙ(X = 𝑥𝑘)

Posons 𝑔𝑘∶ C ∈ ℝ+ ↦ 𝑥𝑘𝟙[−C,C](𝑥𝑘)ℙ(X = 𝑥𝑘). Alors ‖𝑔𝑘‖∞ ≤ |𝑥𝑘|ℙ(X = 𝑥𝑘). Comme X est d’espérance finie, ∑𝑔𝑘
converge normalement sur ℝ+. De plus, pour C ≥ |𝑥𝑘|, 𝑔𝑘(C) = 𝑥𝑘ℙ(X = 𝑥𝑘) de sorte que lim

+∞
𝑔𝑘 = 𝑥𝑘ℙ(X = 𝑥𝑘). Par

théorème d’interversion série/limite

𝔼(X𝟙|X|≤C) =
+∞
∑
𝑘=0

𝑔𝑘(C) ⟶
C→+∞

+∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘ℙ(X = 𝑥𝑘) = 𝔼(X)

37 D’après la question précédente,
𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C) ⟶C→+∞

𝔼(X𝑖,𝑗)

Comme (X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C)
2 = X2𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C, la question précédente montre à nouveau que

𝔼 ((X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C)
2) ⟶

C→+∞
𝔼(X2𝑖,𝑗)

On en déduit que

𝕍(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C) = 𝔼 ((X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C)
2) − 𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C)

2 ⟶
C→+∞

𝔼(X2𝑖,𝑗) − 𝔼(X𝑖,𝑗)2 = 𝕍(X𝑖,𝑗) = 1

Par conséquent, σ𝑖,𝑗(C) ⟶
C→+∞

1.

38 Comme σ𝑖,𝑗(C) ⟶
C→+∞

1, on peut garantir que σ𝑖,𝑗(C) ≥
1
2 > 0 pour C suffisamment grand par exemple. Les variables

aléatoires X̂𝑖,𝑗(C) sont alors bien définies. Elle sont clairement centrées et de variance 1. Les X𝑖,𝑗 étant indépendantes pour
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗, les X̂𝑖,𝑗 le sont également. Enfin, |X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C| ≤ C donc X𝑖,𝑗 est bornée. Comme 𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C) et σ𝑖,𝑗(C) sont
des constantes, X̂𝑖,𝑗 est aussi bornée.

39 Comme 𝟙|X𝑖,𝑗|≤C = 1 − 𝟙|X𝑖,𝑗|<C,
X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C = X𝑖,𝑗 − X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C

et par linéarité de l’espérance,

𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|≤C) = 𝔼(X𝑖,𝑗) − 𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C) = −𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C)

Ainsi
X̂𝑖,𝑗(C) =

1
σ𝑖,𝑗(C)

(X𝑖,𝑗 − X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C + 𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C))

puis

X𝑖,𝑗 − X̂𝑖,𝑗(C) = (1 − 1
σ𝑖,𝑗(C)

)X𝑖,𝑗 +
1

σ𝑖,𝑗(C)
(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C − 𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C))

40 Posons Y𝑖,𝑗(C) = (1 − 1
σ𝑖,𝑗(C)

)X𝑖,𝑗 et Z𝑖,𝑗(C) =
1

σ𝑖,𝑗(C)
(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C − 𝔼(X𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C)) de sorte que

(X𝑖,𝑗 − X̂𝑖,𝑗(C))2 = Y𝑖,𝑗(C)2 + 2Y𝑖,𝑗(C)Z𝑖,𝑗(C) + Z𝑖,𝑗(C)2

X𝑖,𝑗 est centré réduite et σ𝑖,𝑗(C) ⟶
C→+∞

1 donc

𝔼(Y𝑖,𝑗(C)2) = (1 − 1
σ𝑖,𝑗(C)

)
2
⟶
C→+∞

0

Comme Z𝑖,𝑗(C) est centrée,

𝔼(Z2𝑖,𝑗) =
1

σ𝑖,𝑗(C)2
𝔼(X2𝑖,𝑗𝟙|X𝑖,𝑗|>C) =

1
σ𝑖,𝑗(C)2

𝔼(X2𝑖,𝑗𝟙|X2
𝑖,𝑗|>C2)

D’ après la question 36,
𝔼(X2𝑖,𝑗𝟙|X2

𝑖,𝑗|>C2) ⟶
C→+∞

0
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et σ𝑖,𝑗(C)2 ⟶
C→+∞

1. Ainsi
𝔼(Z𝑖,𝑗(C)2) ⟶

C→+∞
0

Enfin, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

||𝔼(Y𝑖,𝑗(C)Z𝑖,𝑗(C))|| ≤ 𝔼(Y𝑖,𝑗(C)2)𝔼(Z𝑖,𝑗(C)2)

donc
𝔼(Y𝑖,𝑗(C)Z𝑖,𝑗(C)) ⟶

C→+∞
0

On en déduit que
𝔼 ((X𝑖,𝑗 − X̂𝑖,𝑗(C))2) ⟶

C→+∞
0

41

|
|
|
𝔼 ( 1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(Λ𝑖,𝑛)) − 𝔼 (1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(Λ̂𝑖,𝑛))
|
|
|
≤ 1
𝑛𝔼 (

𝑛
∑
𝑖=1

||𝑓(Λ𝑖,𝑛) − 𝑓(Λ̂𝑖,𝑛)||) par inégalités triangulaires

≤ K
𝑛 𝔼(

𝑛
∑
𝑖=1

||Λ𝑖,𝑛 − Λ̂𝑖,𝑛||) car 𝑓 est K-lipschitzienne

≤ K
𝑛 𝔼(

√√

√

𝑛
∑
𝑖=1

1
√√

√

𝑛
∑
𝑖=1
(Λ𝑖,𝑛 − Λ̂𝑖,𝑛)2) par inégalité de Cauchy-Schwarz sur ℝ𝑛

= K
√𝑛

𝔼(
√√

√

𝑛
∑
𝑖=1
(Λ𝑖,𝑛 − Λ̂𝑖,𝑛)2)

≤ K
√𝑛

𝔼(
‖
‖‖‖
1
√𝑛

M𝑛 −
1
√𝑛

M̂𝑛
‖
‖‖‖
F

) d’après la question 8

= K
𝑛 𝔼(‖M𝑛 − M̂𝑛(C)‖F) par homogénéité de la norme

42 Fixons ε > 2. Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

𝔼(1 ⋅ ‖M𝑛 − M̂𝑛(C)‖F)2 ≤ 𝔼(12)𝔼(‖M𝑛 − M̂𝑛(C)‖2F) = ∑
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝔼((X2𝑖,𝑗 − X̂𝑖,𝑗(C))2) = 𝑛2𝔼((X21,1 − X̂1,1(C))2)

car les X𝑖,𝑗 sont de même loi. On en déduit avec la question 40 que pour C assez grand

K
𝑛 𝔼(‖M𝑛 − M̂𝑛(C)‖F) ≤

ε
2

Remarquons aussi que |X𝑖,𝑗(C)𝟙|X𝑖,𝑗|≤C| ≤ C puis |𝔼(X𝑖,𝑗(C)𝟙|X𝑖,𝑗)| ≤ 𝔼(|X𝑖,𝑗(C)𝟙|X𝑖,𝑗|≤C|) ≤ C et enfin

|X̂𝑖,𝑗(C)| ≤
2C

σ𝑖,𝑗(C)

Comme σ𝑖,𝑗(C) ⟶
C→+∞

1, les X̂𝑖,𝑗(C) sont uniformément bornées. Comme 𝑓 également bornée, on peut donc affirmer que

lim
𝑛→+∞

𝔼(1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(Λ̂𝑖,𝑛)) =
1
2π ∫

2

−2
𝑓(𝑥)√4 − 𝑥2 d𝑥

Il existe donc N ∈ ℕ tel que pour tout 𝑛 ≥ N,

|
|
|
𝔼 ( 1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(Λ̂𝑖,𝑛)) −
1
2π ∫

2

−2
𝑓(𝑥)√4 − 𝑥2 d𝑥

|
|
|
≤ ε
2

Avec la question précédente et une inégalité triangulaire, on a donc pour tout 𝑛 ≥ N,

|
|
|
𝔼 ( 1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(Λ𝑖,𝑛)) −
1
2π ∫

2

−2
𝑓(𝑥)√4 − 𝑥2 d𝑥

|
|
|
≤ ε

On en déduit que

lim
𝑛→+∞

𝔼(1𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(Λ𝑖,𝑛)) =
1
2π ∫

2

−2
𝑓(𝑥)√4 − 𝑥2 d𝑥
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