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DEVOIR SURVEILLE N°11

» Laprésentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Solution 1

1. D’apres le cours, la fonction ¢t —

; est développable en série entiere sur | — 1, 1[ et son développement en série

entiere est :

1 +oo
Vie]|-1,1[, — = ",
1-L1L =2
=0
On en déduit que Gy est développable en série entiere sur | — 2, 2[ et que son développement en série entiére est :

+00 +0o0
1 1 1 1 t\" th
viel-22L GO0 = 5 =37 =3 5 (3) = L gm

2. D’apresle cours, pour a € R, lafonction t — (1+t)* est développable en série entiére sur |—1, 1] et son développement

en série enticre est :
+00

n—1
veel- 11 A+0% =Y (Z)t" ol (z) - %H(a— k)
" k=0

n=0

Notamment, pour o = 1/2, la fonction t — (1+ Y2 est développable en série entiére sur | —1, 1] et son développement
en série entiere est :

to (172
v — 1/2 — n
te]l—-1,1, A +¢) E ( n)t

n=0

1/2
De plus, 0= 1 et, pour tout n € N*,

k=0

—n 2t 1
- n! klZ[o( B 5)
(=)r it 2k—1
- onl klZ[o 2
_ (—l)n n-1
= kl:[()(zk— 1)
3 (_l)n—l n
T 212n— D! g@k -b

SV
- AL
2n(2n — 1)n! Hk=1 2k

I G O ¢ )]
T 2n(2n— D! 27nl

_ _pmt fen
~4n(2n - 1)(n)
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On remarque que cette expression est encore valide pour n = 0. On en déduit que

viel-11, A +0" = Z 415(21:2” : (n>tn

3. D’apres la question précédente, on a :

vt €] -2,2[, GY(t)=2—\/_\/1—t/
=2-42 Z GO (zn)(—t/z)"

4 4n(2n—1)\ n

—2+‘/_Z 8n(2n 1 (2:)tn
=2- ‘/_J”/_Z 8n(2n (2:>tn

4. D’apres les questions précédentes,
vneN, PX=n)=

et

P(Y=0)=2-V2etVneN*, P(Y =n) = %(2’7)

5. Comme X et Y sont indépendantes,

1 1 -
Vi €] = 1,1[, Gs(f) = Gxyy(t) = Gx(t)Gy(t) = =2~ E(l —t/2)712
On sait d’une part que
1 +00 M
vel-22 o =2

D’autre part, on a vu précédemment que

+00
(_l)n—l 2n n
vt el -1,1[ (1+)V2 = nZ::O m< n )t

donc, en dérivant terme a terme,

vt e]l-1,1], —(1+t)—1/2 Z ( "'n ( )tn—1
{ 4n(2n — 1)

(-1)"(n+1)(2n+2
Z 4 Antl(2n + 1)( n+1 )t
= (-D"(n+1) @n+2)@n+1)(2n),
Z=: 4 12n+ 1) (n+1)? n

" [2n
_22(4n+)1( )

puis
n(2n
vte]l-1,1[,Q+1)"2 = Z( 1) ( )t
n
puis enfin
+oo
1 (2n
_ _ -1/2 _ - n
vt €]-2,2[,(1-1t/2) Z} 8n<n)t
Finalement,
+o0
1 1 (2n
vt €] —1,1[, Gg(t) = (— — ( )) t"
,E) 2" gno\n
On en déduit que
Vnen, PS=n=+ L (¥
n , =n)=——
2n 8"\/5
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1
6. a. XestavaleursdansNetP(X =n) = ST Pour tout n € N. Ainsi X+ 1 est a valeurs dans N* et pour tout n € N*,

PX+1=n)=PX=n—1)= zin Ainsi X ~ §(1/2).

1 1-1/2
b. D’aprés la cours, E(X + 1) = P =2etVX+1) = (1/2)/2

E(X) + E(1) = E(X) + 1 donc E(X) = 1. De plus, V(X) = V(X + 1) = 2.

¢. La fonction Gy est dérivable sur | — 2, 2[ et

= 2. Par linéarité de ’espérance, E(X + 1) =

1
2—t

Ve €] —2,2[, Gi(t) =

1 1
Notamment, Gy est dérivable en 1 et Gy(1) = 5 D’apres le cours, Y admet une espérance et E(Y) = 5

La fonction Gy est en fait deux fois dérivable sur | — 2, 2[ et

vt €] -2,2[, Gy(t) = %(2 — )32

Or
+00
vt €] =2,2[, Gy(t) = Y, P(Y = n)"
n=0
donc, par dérivation d’une série entiere :
+00
vVt €] -2,2[, GY(t) = ), n(n — DP(Y = n)t"~>
n=0

Notamment,

Y1) = 3 = 3 nln—DP(Y = n)

n=0

FNy

D’apres la formule de transfert, Y(Y — 1) admet une espérance et E(Y(Y — 1)) =

d. Comme Y? = Y(Y — 1) + Y, Y? admet également une espérance et

E(Y) = EV(Y = 1)+ EY) = 7 +3 = 2

N =

On en déduit que

V(Y) = E(Y?) — E(Y)? =

~lw
e
N

e. Par linéarité de I’espérance,
1

3
ES)=EX+Y)=EX)+EY)=1+ 5=35
Par indépendance de X et Y,

\/(S)=\/(X+Y):\/(X)+\/(Y):2+%=§
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Probleme 1

l.a Si f est positive sur [a, +oo[, les propositions (i) et (ii) sont équivalentes.
1.b Si f n’est pas positive sur [a, +oo[, la proposition (i) implique la proposition (ii) mais la réciproque peut étre fausse.
2.a On a clairement E C F(R,,R), la fonction nulle appartient & E et E est stable par combinaison linéaire car une

combinaison linéaire de fonctions continues/intégrables sur R, est continue/intégrable sur R, . Par conséquent, E est un
sous-espace vectoriel de F(R,, R).

2.b La fonction nulle appartient clairement & F et F est clairement stable par combinaison linéaire. Soient f € Fetx > 0.
Alors t = f(t)e™™! est clairement continue (par morceaux) sur R,. De plus, f()e™™' = @(e™*"). De plus, t - e~
t—>+c0

*t est intégrable sur

u

1 1 1 N .

estr positive sur R, et lim f e X' dt = lim — — — = = donc, d’apres la question|l.al ¢ - e~
u—>+00 xX—>+c0 X Xu X

R, . Par domination, t — f(t)e™*! est également intégrable sur R,. Ainsi F C E. Par conséquent, F est un sous-espace
vectoriel de E.

2.c Evident.
3.a Pour tout x > 0,
oo 1 t—+ 1
_ Xt gt — = [p=xt]t7T® _ 2
L(U)(x) —-/0 e~*t dt = p [e ]t:O =

3.b h, est continue et bornée sur R, . Ainsi h) € F C E. De plus,

1
A+ x

+00
Vx > 0, L(hy)(x) = f e~ A+t qp —
0

E Soit x > 0. Tout d’abord, g,, : t — t"f(t) est continue sur R, car f I’est.
De plus, pour tout t € R,
gn(De ™t = the—xt/2f(t)e~*!/2
Or lim t"e—xt/2 = 0donc g (e = o(f(t)e™™"/2). Orx/2 > Oet f € Edonc t — f(t)e™*/? est intégrable sur
t>+00

t—>+o00

R,. On en déduit que t — g,(t)e

~X et intégrable sur R, et donc que g, € E.

Soit x € R} . Par intégration par parties, pour tout u > 0

f (et dt = [f(t)e=**]i=H +xf f(O)e™t dt = f(u)e™™" — f(0)+xf f()e™>t dt
Comme | est bornée, lim f(u)e™* = 0. De plus, f € E donc ¢ — f(t)e™™! dt est intégrable sur R,. D’apres la
u—>+o0o

question |L.b} u +— f f(t)e=** dt admet une limite finie en +o0, a savoir £(f)(x).

On en déduit que
lim / [/~ dt = xL(f)(x) - £(0)
u—->+o0o 0

Comme f est croissante sur R, t — f(t)e™*" est positive sur R et la question garantit que cette fonction est intégrable

sur R, i.e. f' € E. Ce qui précéde montre également que
L(f)(x) = xL(f)(x) — f(0)

@ 6.a On applique le théoréme de dérivation des intégrales a parametre :
* pour tout x € R%, ¢ = f(t)e™*! est intégrable sur R, ;
* pourtoutt € Ry, x = f(t)e™! est de classe C! sur R*, de dérivée x — —g;(t)e ™" ;

* pour tout x € R%, t = —g;(t)e™™ est continue (par morceaux) sur R, ;

* pour tout a € R,
V(x,1) € [a, +oo[ xRy, | — gi1()e™| < |gi(D)]e™

ett > |g (t)|e™% est intégrable sur R, puisque g, € E.
On en déduit que £(f) est de classe C! sur R, et que

Vx> 0, £()(x) = - f (Oe di = —£(g)(%)
0
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6.b On montre par récurrence que pour tout n € N, £(f) est de classe C" sur R% et que £(f)™ = (=1)"L(g,).

Le résultat est vrai pour n = 0 (L(f) est de classe C! donc a fortiori C° sur R ).

Supposons le résultat vrai pour un certain n € N. On a donc £(f)™ de classe " sur R, et L(f)"™ = (—=1)"£L(g,,). En
appliquant la question précédente a g,, € E, £(g,,) est de classe C! sur R% et £(g,) = —L£(g,4+1). On en déduit que L(f)
est de classe €1 et que L()"+D = (=1)"1L(g,41)-

On conclut par récurrence.

7.a Comme f est bornée,

Vx>0, |£(f)(x)] s/ oo|f(t)|e—’” dr < ||f||°of et gr = %

0 0
On en déduit que lim £(f) = 0.
+00

7.b Par hypothese, f est de classe C!, croissante et bornée. On peut appliquer la question :

Vx > 0, xL(f)(x) = L(f)(x) + f(0)

Comme f' est bornée sur R, f' € F et on peut appliquer la question précédente : lim £(f’) = 0. On en déduit que
+o0

lim x£(N() = f(0)

8.a Comme f admet une limite finie en +o0, elle est bornée au voisinage de +oo : il existe A € R, tel que f est
bornée sur |A, +oo[. Par ailleurs, f est continue sur le segment [0, A] ; elle y est donc bornée.
Comme f est bornée sur [0, A] et sur |A, +oo[, elle est bornée sur R, . On en déduit que f € F.

8.b Comme a,, > 0, en effectuant le changement de variable linéaire x = a,t dans I’intégrale convergente a,£L(f)(a,) =

+o00
f a,f(t)e~9t dt, on obtient bien
0

anl(f)ar) = / o) dx
0

8.c On vérifie qu’on peut bien appliquer le théoréme de convergence dominée :

* pour tout n € N, h,, est continue (par morceaux) sur R, ;

* (h,,) converge simplement vers x — €e~* car (a,,) converge vers 0 par valeurs supérieures ;
e X — e~ est continue (par morceaux) sur R, ;

« comme f est bornée, il existe K € R, tel que |f| < K sur R, de sorte que

VneN, Vx e Ry, |h,(x)] < Ke™

et x — Ke™™ est intégrable sur R, .

On en déduit que

+o0 +oo
lim f h,(x) dx = / e dx

n—+oo 0 0

c’est-a-dire
lim_a,L(f)(a,) = €
n—+oo

8.d Le résultat de la question précédente étant valable pour toute suite (a,,) strictement positive convergeant vers 0, on en

déduit par caractérisation séquentielle de la limite que 111})1+ xL(f)(x) = €. Notamment, si € # 0, L(f)(x) ~ T
x— x—0

@ 9.a C’est du cours mais on peut détailler. Pour tout x € R,
+0o0 X
R(x) = / fQ@) dt —/ f@) at
0 0

X
Comme f est continue sur R, le théoréme fondamental de 1’analyse garantit que x — f f(©) dt est de classe C! sur R,
0

de dérivée f. Ainsi R est de classe C! sur R, etR' = —f.
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—Xt

Soit x > 0. Ainsi t - e~** et —R sont de classe C! sur R, de dérivées respectives, t = —xe™*! et f. Par intégration par

parties,
,qmw=[ fmr“m=—mmrﬂgfuxf R(D)e™" dr
0

Cette intégration par parties est 1égitime car hm R()e™! = 0. En effet, hm R() = lim e

t—>+o0

= 0. On en déduit que

L(f)(x) = R(0) — xLR)(x)

9.b On vient de voir que lim R = 0. Il existe donc A € R, tel que Vt € [A, +oo[, |[R(t)| < &.
+0oo

D’apres la question précédente,
+o00 A +00
L(f)(x) —R(0) = —x/ R(t)e ! dt = —xf R(t)e™t dt — xf R(t)e™™t dt
0 0 A
Par inégalité triangulaire,
A +00
|L(f)(x) — R(0)| < xf IR(t)|e™™t dt + xf IR()|e~>t dt
0

A

D’une part, 0 < e™*! < 1 pour tout t € R, donc

A A
f [R(t)|e™** dt < / |R(t)| dt
0 0

D’autre part, |R(t)| < € pour tout ¢t € [A, +o0[ donc

+00 +o0 +00 c
f [R()|e™™" dt < ¢ f e X dt<e f e~ dt ==
A A 0

A
wuxm—RmMSxf R()| di + ¢
0

On en déduit que

A
.¢ Pos K= R >0.P
9.c Posons x/(J [R(¢)| dt > 0. Pour x € ]0 K+1]

I£(f)(x) = R(O)| < 2¢

Par définition de la limite, 111{)1+[,( (x) = R(0) € R. Ainsi £L(f) se prolonge par continuité en 0. La valeur de ce
X—

prolongement en 0 est R(0) = f f() dt.
0

Soit x > 0. Par intégration par parties,

sint t cos £ cost CosX ¥ cos t
f f —— dt =cos(1) — —— dt
cos X cost 1 cost
D’une part, lim ——— = O car cos est bornée sur R. D’autre part, —— = O donc t — —— est intégrable sur
X—+o0 2 oy t2 t2
cost
[1,+oco et x f —— dt admet une limite finie en +co.

sint
Par conséquent, x — f e dt admet une limite finie en +oo et donc F également.

Remarquons que

1 (n+1)m 1 s 2
> —— int| dt = ———— | sin(t) dft = ———
Un = (n+ D= _/n.n |sint| (n+1)7'c_/(; sin(®) (n+ D=

+00
en utilisant la t-périodicité de | sin|. On en déduit que la série Z u,, diverge puis que / |f()] dt diverge. Ainsi f
0

n’est pas intégrable sur R,.
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Soit X > 0. On utilise un passage en complexes :

X
/ sin(t)e™t dt = intX Im(el)e™>* dt
0

X
=Im ( / eli=0)t dt)
0
=N
=Im -
1—X =0

(e(i—x)X_1>
=Im{———
1—X

= — s I () (X — 1))
=7 +1x2 (e™X(xsinX + cosX) — 1)

Tout d’abord, ¢ +— sin(t)e™*! est continue sur R,.. Puisque sin(t)e™" = @(e™!) et que t = e~*! est intégrable sur R,
t—>+o00

t > sin(t)e™™! est également intégrable sur R, ..
Par conséquent,

1
1+ x2

(e X(xsinX + cosX) — 1) =

+00 X
sin(t)e™ dt = lim sin(t)e ™ dt = lim —
/; ( ) X—>+oo£ ( ) X—>+00 14+ x2

car sin et cos sont bornées sur R et lim e X = 0.
X—=+00

sin ¢
Comme lir% —~ = 1, f est continue sur R, . De plus, pour tout x > 0, f(t)e™" = o(e™™!) donc t — f(t)e ™!
t— t—>+00

est intégrable sur R,. On en déduit que f € E.
D’aprés la question L(f) est de classe C! sur R* et

1
1+ x2

Vx>0, L(f)'(x) = —/ " sin(t)e=*t dt = —

0

On en déduit qu’il existe une constante C telle que

Vx > 0, £(f)(x) = C — arctan(x)

De plus, f € Fd’apres la question Donc, d’apres la question lim £(f) = 0. On en déduit que C = lim arctan = g
+00 +oo
D’apres le résultat admis,
€= )161_1)1}) L(fH)x) = il_r}r})% — arctan(x) = g
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