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DEVOIR SURVEILLE N°12

» La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

* Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

SiX ~ X', alors P(X = n) = P(X’ = n) pour tout n € N. On en déduit que Gx = Gx.
Réciproquement, si Gx = Gy, alors P(X = n) = P(X’ = n) pour tout n € N par unicité du développement en série
entiére et donc X ~ X'.

REMARQUE. On peut utiliser ’'unicité du développement en série entiere puisque la série entieére définissant une
fonction génératrice a un rayon de convergence non nul (supérieur ou égal a 1.)

D’aprés la question précédente, Gx = Gy,z. Soit t € [—1,1]. Alors |tY| < 1 donc t¥ € I!. D’aprés la formule de
transfert, Gy (t) = E(tY). De méme, G(t) = E(t?) et Gy, z(t) = E(tY*%) = E(tYt?). Comme Y et Z sont indépendantes,
tY et t% le sont également. Ainsi E(tY+?) = E(tY)E(t%). Finalement, Gx = Gy,z = GyGy.

Posons ¢ = 1 — p et rappelons que Gx(t) = (q + pt)".

Supposons 7 > 2. En se donnant des variables aléatoires Y et Z indépendantes telles que Y ~ B(n — 1, q) et Z ~ B(1, p),
ona Gy = GyGyz = Gy,z puis X ~ Y + Z en utilisant les questions précédentes. De plus, Y et Z sont a valeurs dans N et
ni Y ni Z ne sont constantes presque stirement. Ainsi X est décomposable.

Réciproquement, supposons que n = 1. Soient Y et Z des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles que
X ~ Y + Z. Remarquons alors que si k > 2, {Y = k} C {X > k} donc P(Y = k) < P(X > k) = 0 puis P(Y = k) = 0.
De méme, P(Y = k) = 0. Ainsi Gy et Gz sont polynomiales de degré au plus 1. Comme Gy est également polynomiale
de degré 1, I’égalité Gy = GyGy donne que Gy ou Gy est une fonction constante. Ceci signifie que Y ou Z est constante
presque sirement (en fait, nulle presque sirement). Ainsi X n’est pas décomposable.

E 4.a Remarquons que
(degU,degV) € {(0,4),(1,3),(2,2),(3,1),(4,0)}

On peut supposer sans perte de généralité que U et V sont unitaires.
Supposons que deg U = deg V = 2. Il existe alors (a, b, ¢, d) € (R,)* tel que U(T) = T?>+aT+bet V(T) = T?+¢T+d. En

a+c=0
b+d+ac=0
identifiant les coeflicients de A et UV, on obtient, d+b 5 Comme a, b, ¢, d sont positifs, on obtient a = ¢ = 0
a c =
bd=1
ce qui contredit ad + bc = 2.
a+b=0
ab+c=0
Supposons que degU = 1 et degV = 3. En écrivant U = T+ aet V = T3 + bT? + cT + d, on obtient td=2
C =
ad=1

Comme a, b, ¢, d sont positifs, on obtient a = b = 0, ce qui contredit ad = 1.
De la méme maniere, on ne peut avoir deg U = 3 etdegV = 1.
Ainsi U ou V est constant.

1 1 1 1
4.b Soit X une variable aléatoire telle que P(X = 0) = e PX=1)= 3 etPX=2)= T Autrement dit, X ~ B(2, E)
D’apres la question 3] X est décomposable.
1
Par ailleurs, on vérifie aisément que Gx2 = ZA' Soient Y et Z des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles

que X2 ~ Y + Z. Comme X? est a valeurs dans [0, 4], on prouve comme 2 la question précédente que Y et Z sont presque
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1
stirement a valeurs dans [[0,4]. Ainsi Gy et G sont polynomiales et GyGz = ZA' D’apres la question précédente, Gy

ou Gy est constante, ce qui prouve que Y ou Z est constante presque sirement (en fait, nulle presque stirement). Ainsi X?
n’est pas décomposable.

5.a Pour tout w € Q, il existe un unique couple d’entiers (Q(w), R(w)) tel que X(w) = aQ(w) + R(w) (division
euclidienne de X(w) par a). Ceci garantit I’existence et ’unicité du couple (Q, R) demandées par 1’énoncé.

5.b X est a valeurs dans [[0,n — 1] donc, puisque n = ab, (Q, R) est a valeurs dans [[0,b — 1] X [[0, a — 1]). Par unicité
du quotient et du reste d’une division euclidienne

Vgr) € [0,b-11x [0,a~ 11, P(QR) = (@.1)) = P(X = aq +71) =

caraq+r € [0,n—1].
On récupere les lois marginales a partir de la loi conjointe,

a-1

¥ae0.b-1], PQ=q =Y P(QR) =(gr) = =

r=0
b-1

Vref0,a—-1], PR=r)= ) P(QR) =(q.r) =

q=0

S =

Sl
Qlr

Autrement dit Q et R suivent des lois uniformes respectivement sur [0,b — 1] et [0,a — 1].
5.c Posons Y = aQ. Remarquons que Y suit une loi uniforme sur {ak, k € [0,b — 1]|}. De plus,
1 1

V(k,r) € [0,b—1] X [0,a — 1], [P’(Y:ak,R:r):[P’(X:ak+r)=% 2= = P(Y = aP(R = 1)

Ainsi Y et R sont indépendantes. De plus, @ > 2 et b > 2 donc Y et R ne sont pas presque siirement constantes. Ainsi X
est décomposable.
On en déduit que

1 b-1 1 a-1
Gx(T) = Gy(T)GR(T) = (B > Tak) (a %)
k=0

r=0
n—1
E On posera dans cette question W(T) = Z Tk,
k=0

6.a Supposons acquis le résultat de 1’énoncé et montrons qu’alors X est indécomposable. Soient Y et Z des variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles que X ~ Y 4+ Z. On montre comme précédemment que Y et Z sont presque
stirement a valeurs dans [[0,7 — 1] ; on en déduit notamment que Gy et Gz sont des polynomes. De plus, Gx = GyGz.
Notons a et 3 les coefficients dominants respectifs de Gy et Gz et posons U = Gx/a et V = Gx/f de sorte que Uet V

sont unitaires. Remarquons également que Gx = EW Légalité Gx = GyGy donne alors W = UV en divisant chacun

des polyndmes par son coefficient dominant respectif. Les coeflicients de Gy et Gz sont positifs en tant que probabilités ;
ceux de U et V le sont donc également. D’apres le résultat admis, U ou V est constant donc Gy ou Gz également. Ceci
signifie que Y ou Z est presque sirement constante (presque stirement nulle en fait).

™-—1 X
6.b Remarquons que W(T) = T—1 Ainsi W est simplement scindé€ sur C et ses racines sont les racines n°™* de 1’unité
distinctes de 1. Comme UV = W, il existe une partie R de U,, \ {1} de cardinal r telle que U(T) = H(T — ). Alors
weR
TrU<l> :TrH(l —co) =[[a-wD= (Hw)<H (l —T)) =CcJ] (T— l)
T T w ®
weR w€ER weR weR weR

1
= —w) = . P R — = . Ainsi
en posant C | I (—=w) =U(0). Pourw e R C U, 5 = @ Alnsi

T’U(%)zCH(T—E)

weR
Comme U est a coeflicients réels,
1
U (T) = CU(T)

De plus, |C| = H |w] = 1. Mais C = U(0) est le coefficient constant de U. C’est donc un réel positif et C = 1, puis
w€eR

U (%) = U(T).

1
On montre de la méme maniére que TV (T) = V(T).
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1
6.c Comme U(T) = TrU<T), Up = U,_j pour tout k € [[1,7 — 1]. Comme le coefficient de T" dans W(T) vaut 1,
r r
Z U,_kUr = 1, en convenant que Uy = U, = Uy = Ug = 1. Puisque u, vy = 1, et u,_j = uy, Z UL = 0. Comme les
k=0 k=1
termes de la somme sont positifs, u; v, = 0 pour tout k € [[1,r].
6.d On raisonne par récurrence. Tout d’abord, (ug, vy) = (1,1) € {0,1}2.
Supposons qu’il existe k € [[0,r — 1] tel que (w;,v;) € {0, 1}? pour tout j € [0, k]]. Comme le coefficient de T**! dans
W=UVvautl,ona:

k+1
Z Ujl—j =1
Jj=0
Puisque uy = vy = 1, on a donc
k
Ukt + Vg1 + ), Uilgq—j = 1
Jj=1
k
Par hypothese de récurrence, on peut affirmer que Z UjVy41—j € Ndonc. De plus, Uy €t Uyq sont positifs. On en déduit
Jj=1

que U1 + Ukyq € {0,1}. Mais d’apres la question précédente, 1’'un au moins des deux coefficients . et U, est nul.
On en déduit immédiatement que (U1, Vg41) € {0,112
Par récurrence, (u, vy) € {0, 1} pour tout k € [0, ].

6. On montre tout d’abord que v, € {0,1} pour tout k € [[0,s]]. C’est déja vrai pour k € [[0,r] d’aprés la question
précédente. Supposons alors qu’il existe k € [[r, s — 1] tel que v; € {0, 1} pour tout j € [[0, k]. Le coefficient de T*+1 dans
W = UV vaut 1. On a donc

;
2, Uokrj =1
j=0

ou encore .

Vkst + D Wl = 1
Jj=1
,
A nouveau, Z UL 11— j € N et Uy est positif donc v, € N. On a donc montré que vy, € {0, 1} pour tout k € [0, s].

Jj=1
r r

,
Finalement n = W(1) = U(1)V(1) et U(1) = Z u, € Net V(1) = Z Ui € N. Comme 7 est premier, U(1) = Z u =1

k=0 k=0 k=0
s

ouV(1) = Z U, = 1. Comme U et V sont a coefficients positifs et que ug = vg = 1,onadonc U =10ouV = 1. D’apres

=0
la question X est indécomposable.

Soit m € N*. D’aprés le résultat admis dans I’énoncé, il existe des variables aléatoires indépendantes Xy, 1, ..., Xy m
m
¢ s a . L. . . s
toutes constantes égales a o 11 est alors clair que X ~ Z Xin,i- Ainsi X est infiniment divisible.
i=1

8.a Remarquons que

M
Xi>7}c{X>M}c{|X|>m}=®
1
Comme les X; sont indépendantes, on en déduit que

n

~.

n
M
| |[P>(Xi>—)=0
n n
i=1

Comme les X; sont de méme loi, tous les facteurs sont égaux. Ainsi
M
Vi e [1,n], P(Xi > 7) -0

puis
. M
Vie [[l,n]], P(Xl < 7) =1
De la méme manieére,

- M
Q{Xi<—;}C{X<—M}c{|x|>m}=®
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Comme les X; sont indépendantes, on en déduit que

n

HIP(Xi<—%>=O

i=1

Comme les X; sont de méme loi, tous les facteurs sont égaux. Ainsi
M
vie[1n], [P’(Xi < —7) -0

puis
M
Vie |Il,n]], P(Xl > —7) =1

Enfin, pour tout i € [1, n], {|Xi| < ;} = {Xi < ;} N {Xi > —;} est presque s{r en tant qu’intersection d’événements
presque certains.

MZ
8.b Puisque XL2 < 7z Presque slirement,

V() = EOF) — GG < EO) < 0

Par indépendance des X;,

n M2
VX) =D V(X)) < ——

i=1

@ Par passage a la limite dans 1’inégalité précédente lorsque n — +oo, on obtient V(X) = 0. On en déduit que X est
presque sirement constante.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p).

Si p € {0, 1}, X est presque slirement constante donc infiniment divisible d’apres la sous-partie précedente.

Sinon X est bornée mais pas presque slirement constante. Donc X n’est pas infiniment divisible d’apres la sous-partie
précedente.

n n
Posons S = Z XjetA= Z A;. Alors

i=1 i=1

n n
GS(t) = H Gxi(t) = H eli(t—l) — e)»(t—l)
i=1 i=1

donc S ~ P(A).

Supposons que X ~ P(A). Soit m € N*. D’apres le résultat admis en début d’énoncé, il existe des variables aléatoires

m
X1, ... » X;,, mutuellement indépendantes suivant la méme loi P(A/m). D’apres la question précédente, Z X; ~ P(A) donc

i=1
m

X~ Z X;. On en déduit que X est infiniment divisible.

i=1
,
Posons X = Z iX;. Soit m € N*. On se donne des variables aléatoires Yy, ..., Y, mutuellement indépendantes telles
i=1
que Y; ~ P(A;/m) pour tout i € [[1,r].

REMARQUE. Ce n’est pas exactement le résultat admis dans I’énoncé mais c’est un résultat qui est tout de méme au
programme et qui, de plus, est utilisé par I’énoncé !

r

Posons Y = Z iY;. D’apres 1’énoncé, il existe des variables aléatoires Zi, ... , Z,, mutuellement indépendantes suivant la
i=1
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m
méme loi que Y. Posons Z = Z Z;. Pour tout t € [—1,1],

i=1
m
Gy(t) = H Gz,(t) car les Z; sont mutuellement indépendantes
i=1
= Gy(t)™ car Z; ~ Y pour tout i € [[1, m]

r m
= (H GiYi(t)> car les iY; sont mutuellement indépendantes
i=1
1r "
= (H [E(tiYi))
i=1
r m
(H GYi(ti)>
i=1
r ) m
([ec-m)
i=1
r .
= [
i=1
r
=T Gx@H
i=1
r
= H E(¢Xi)
i=1

=[Icx®
i=1

= Gx(t) car les iX; sont mutuellement indépendantes

m
Ainsi X ~ Z = Z Z;. On en déduit que X est infiniment divisible.

i=1
REMARQUE. On peut en fait montrer un résultat plus général. En effet, si Y est une variable aléatoire indéfiniment

divisible, alors pour tout p € N*, aY est infiniment divisible. Par ailleurs, on peut montrer qu’une somme de va-
r

riables aléatoires indépendantes infiniment divisibles est encore infiniment divisible. On en déduit alors que Z iX;
i=1
est infiniment divisible puisque les X; le sont.

142 Comme BUB = Q. A = (AN B) U (A n B) puis P(A) = P(A N B) + P(A N B). De méme, P(B) =
P(B N A)+ P(BnNA). On en déduit par inégalité triangulaire que
IP(A) — P(B)| = [P(ANB) —P(BNA)| < P(ANB) + P(BNA)
14.b D’apres la question précédente, pour tout n € N,
[P(X =n)—P(Y =n)| < +P{X =n}n{Y #n}) + P{Y = n}n{X #n})

Soit t € [—1, 1]. Par inégalité trianglaire a nouveau,

IGx(£) = Gy(®)] = | D (PX =n) —P(Y = m))t"| < D [P(X = n) = P(Y = n)|[t|" < D |[P(X = n) — P(Y = n)|
n=0 n=0 n=0

On en déduit avec notre remarque initiale que

+00 oo
IGx() = Gy() < D, PEX =n}n{Y #n) + D, P{Y = n}n{X # n})
n=0 n=0

Or
£V = | [X=nny#n= | Ji¥=nnx+#n

neN neN
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donc
+00 too
PX#Y) =Y P(X=njn{Y#nD) = 3 PAY = n}n{X # n})
n=0 n=0

et finalement
|Gx(£) = Gy(B)] < 2P(X #Y)

15.a Soitn € N. Remarquons que Z,, = U{Ui # 0}. Tout d’abord, les {U; # 0} sont bien des événements car les U;

i>n
sont des variables aléatoires. On en déduit que Z,, est bien un événement en tant que réunion dénombrable d’événements.
De plus, pour toutn € N, Z,, = Z,,,, U {U, # 0} C Z,, donc (Z,,) est bien décroissante pour 1’inclusion.

Enfin, par sous-additivité,
+00

0 <P(Zy) < ). P(U; #0)
i=n
+0o0
Or la série Z P(U; # 0) converge donc la suite de ses restes converge vers 0. Ainsi lim Z P(U; # 0) = 0 puis
1=n

n—oo

lim P(Z,) = 0 par encadrement. B
n—>+oo

15.b Notons F I’événement {i € N* | U; # 0} est fini. Alors F = ﬂ Z,. Par continuité décroissante, P(F) =

neN
lim P(Z,) = 0 puis P(F) = 1.
n—>+oo

15.¢c Notons D I’événement «S est définie». Alors F C D donc P(F) = P(D) = 1.
Par ailleurs, pour tout n € N, on obtient avec la question précédente :
vVt e [_1’ 1]’ |GS(t) - GSn(t)l < ZP(S # Sn)

puis, en notant || - ||, la norme uniforme sur [—1,1] :

IGs,, — Gslleo < 2P(S # Sy)

Comme les Uj sont a valeurs dans N, elles sont positives de sorte que
S#S}=1{5-8,#0 = J{U; # 0} =2,
i>n
Ainsi
”GSn - GS”oo < ZP(Zn)
Par encadrement, ||Gs, — Gsllqc — Oi.e. (Gg,) converge uniformément vers Gg.
n—+co

16.a Tout d’abord, P(X; = 0) = e~ donc P(X; # 0) = 1 — e~%. Comme Z}\.i converge, A; — 0 donc

i=»+o00

PX;#£0)=1—e¢h ~~ A;. Puisque 2 A; est un série a termes positifs convergente, Z P(X; # 0) converge également.

1—=>+00

16.b Comme les X; sont mutuellement indépendantes a valeurs dans N, la question(15.c/montre que Z X; converge presque
i>1

siirement. Si on note S sa somme et S,, sa somme partielle de rang n, la méme question montre que (Gg,) converge
uniformément vers Gg sur [—1, 1]. Or pour tout t € [—1,1],

n n n
Gs, () =[] Gx,() = [ D = exp ((t -1, )Li) — =D
i=1 i=1 i=1

n—+oo

Comme la convergence uniforme implique la convergence simple, on obtient par unicité de la limite,
vt € [-1,1], Gg(t) = D

Ainsi S ~ P(0).

16.c Pour tout i € N*, {iX; # 0} = {X; # 0}. On en déduit comme a la question précédente que Z iX; converge presque

ieN*
r

stirement et que la suite (H G,-Xi> converge uniformément et donc simplement vers Gy sur [—1, 1]. Soient m € N* et
i=1 reN*
(Y;);en+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que Y; ~ P(4;/m). Pour les mémes raisons, la
r

série Z [Y; converge presque slirement. On note Y sa somme. A nouveau, la suite | | Giyi) converge uniformément
ieN* i=1 reN#
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et donc simplement vers Gy sur [—1,1].
m

On se donne ensuite Zy, ... , Z,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi que Y. Posons Z = Z Z;.
i=1
Pour tout t € [—1,1],

m
Gyz(t) = H Gz, (1) car les Z; sont mutuellement indépendantes

= Gy(t)™ car Z; ~ Y pour tout i € [1,m]

( lim H Giy, (t))

r—+co

lim <H Gy, (t))

r—+o0

lim <H [E(tlYl)>

r—+00

lim <H Gy, (ﬂ))

r—>+oo

m
lim (H ehi (t‘—l)/m)

r—+00

lim H hi(t=1)

r—+oo

lim H Gx; (tH

r—->+oo

lim H E(tXi)

r->+o0o

lim H Gix, (1)

r—+o0

= Gx(t)

m
Ainsi X ~ Z = Z Z;. On en déduit que X est infiniment divisible.
i=1

La suite (A4 ) est définie de maniére unique par A; = % et la relation de récurrence
k-1
V> 2 A= —m kPX=k)— D) jAPX =k - j)
=2 T kP(X =0) F=h
Par définitiion des Ay,
k-1
kiyP(X = 0) = kP(X =k) = . jAP(X =k — j)
j=1
Par inégalité triangulaire et positivité des probabilités,
k-1 k-1
kA P(X = 0) <kP(X = k) + Y, jINIPX =k — j) SkPX =k) + k D, [§|IPX =k — )
j=1 j=1
puis
k-1
MIP(X =0) < PX =k)+ D, [N|P(X =k — j)
Jj=1

Remarquons ensuite que pour € # 0, P(X = ¢€) <1 — P(X = 0). Ainsi

k-1 k-1
PX=k)+ ), |AJ-|P(X=k—j)s(l—P(X=0))<1+ > Mjl)

j=1 j=1
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L’inégalité précédente peut se réécrire

k k-1
(1+Z|Aj|)um(x:0)31+2 ||
j:l j:l

k
En posant u, =1 + Z |A;], on adonc 0 < uy <
Jj=1

1 i 4
muk_l. Comme 1 = 1, on montre aisément par récurrence que

u, < ———— pour tout k € N, ce qui est le résultat attendu.
k=px=ox" d

D’apres la question précédente, pour tout k € N,

k

1
A <1+ Y [yl <
j=1

P(X = 0)F

donc
A [P(X =0)k <1

La suite (A P(X = 0)¥) est donc bornée et p(X) > P(X = 0) par définition du rayon de convergence.

Par dérivation terme & terme d’une série entiere sur son intervalle ouvert de convergence,

+00 +00
Vi €] — p(X), p(X)[, Hx(t) = D" khieth™ = 37 (k + Dy 6
k=1 k=0
Par ailleurs,
+00
Vi € [-1,1], Gx(1) = D] P(X = k)t*
k=0

Puisque o(X) = min(1, p(X)), on obtient par produit de Cauchy de deux séries entiéres :

4+ k
vt €] - o(X), o(X)[, Hyx())Gx(t) = ), (Z(j + DA PX =k — j)) tk

k=0 \j=0

Mais, par changement d’indice,

k k+1
DU+ DG PX=k—j)= ) jAPX=k+1—j)=(k+D)PX=k+1)
j=0 j=1
Ainsi oo oo
vt €] - o(X),o(X)[, Hy()Gx(1) = D (k + DAy PX = k + Dtk = D7 ket = G (1)
k=0 k=0

par dérivation terme a terme de la série entiere définissant Gy.
Comme Gy est solution de I’équation différentielle, y’ = Hyy, il existe C € R tel que

vt €] — o(X),as(X)[, Gx(t) = Cexp(Hx(1))
Comme Gy (0) = P(X = 0) et Hy(0) = In(P(X = 0)), on obtient C = 1.
Comme X et Y sont indépendantes, pour tout ¢ tel que |t| < min(a(X), o(Y)),
exp(Hx,y(1)) = Gx4y(t) = Gx()Gy (1) = exp(Hx(t)) exp(Hy(#)) = exp(Hx(t) + Hy(t))

puis, par passage au logarithme,
Hx,y(¢) = Hx(¢) + Hy(¢)

Soit k € N*. ALors

k
kP(X =k) = ) jAP(X =k — j) > k) P(X = 0)
Jj=1
car tous les termes de la somme sont positifs. Ainsi

P(X =k)
0< kk < ERSZ::BS

Comme la série Z P(X = k) converge, il en est de méme de la série Z Ay par comparaison de séries a termes positifs.
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Puisque Z Ay converge, p(X) > 1. Avec la question
vt e] -1 1[’ GX(t) = eXP(HX(t))

Mais puisque les séries Z P(X = k) et Z Ay convergent, les séries entieres Z P(X = k)t et Z Akt convergent nor-
malement sur [—1,1]. On en déduit que Gx et Hx sont continues sur [—1, 1]. I’égalité précédente se prolonge alors sur
[-1,1]:

vt € [_1’ 1]» GX(t) = eXP(HX(t))

En évaluant en 1, on obtient :
+00
1 = Gx(1) = exp(Hx(1)) = exp (ln(P(X =0))+ Z lk)
k=1
Ainsi

+o0
D A = —In(P(X = 0))
k=1

D’apres la question précédente,

Vt € [-1,1], Gx(t) = exp (f Atk — 1))

k=1

+o0o0

Or en posant S = Z iX;, on a prouvé a la question (16.c|que
i=1

.
vt € [-1,1], Gs(t) = lim JT Gix, ()
k=1

+0o0
= 1 At —1
Jim TTexp (e - 1)
.
= 1 Atk —1
lim exp (;;1 Kk ))

+o0
= exp (Z Atk — 1)) par continuité de I’expontentielle
k=1

= Gx(1)
+00

On en déduit que X ~ S = Z iX;.
i=1

n n
26.a Posons S = Z Xy, k- Alors m{Xnk < 0} C {S < 0} donc
k=1 k=1

P(ﬂ{xn,k < o}) <P{S<o0)=0

k=1

car S est a valeurs dans N. Comme les X,, ;. sont indépendants et de méme loi, on a donc P(X,,; < 0)" = 0 puis P(X,,; <
0) = O etenfin P(X,,; > 0) = 1.
n
26.b Notons P = ﬂ{Xn,k > 0}. Alors P(P) = P(X,,; > 0)" = 1. De plus,
k=1

P(S=0)=P{S=0}nP)+P{S=0nP)

Comme {S =0}nP C P,
0<PUS=0}nP)<P(P)=0

de sorte que P(S = 0) = P{S =0} nP). Or

S=01nP=()Xux =0}
k=1
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donc, comme les X, , sont indépendants et de loi,

P{S =0}nP) = [ [ P(Xpk = 0) = P(X,,,; = O)"
k=1

Or S ~ X donc P(S = 0) = P(X = 0) > 0. On en déduit que P(X,,; = 0) > 0.
26.c Soitx € R\ N. Alors
n
{Xn1 =210 (ﬂ{Xn,k = 0}> c{S=x}

k=2
Ainsi, par indépendance des X, i,

0<PXpy =) [[PEni=0)<PS=x)=PX=x)=0
k=2

puis

PXp1 = X) [ [ PKpc = 0)
k=2

Comme les X, ; sont de méme loi, la question précédente montre que P(X,,x = 0) > 0 pour tout k € [[2,n] donc
P(X,,1 = x) = 0. Ainsi X,, ; est presque stirement a valeurs dans N.
Comme les X, x sont de méme loi, elles sont toutes presque slirement a valeurs dans N.

27.a On a montré précédemment que P(X = 0) = P(X,,; = 0)". Comme P(X = 0) > 0,
(X, = 0) = exp (% In(P(X = o))) 1
n—>+oo

27.b Soiti € N*. Alors, {X,,; = i} C {X,,; = 0} donc
0 < P(Xpy =10) < 1—P(Xyy = 0)
On conclut avec le théoreme des gendarmes que

I]:D(Xn’I = l) — 0

n—+oo

28.a Comme les X, ; sont mutuellement indépendantes et de méme loi, on peut généraliser la question [22| pour
affirmer que
n
Hy = ), Hy,, = nH,
k=1
+o0

28.b Notons H,(¢) = In(P(X,,; = 0)) + Z W tX. Par unicité du développement en série entiére, la question précédente

k=1
montre que Ay = 1y pour tout k € N*. Par définition des i, et A,

k k
knP(Xp,1 = k) = 3 njiPXpy = k= j) = Y jAPXpy = k—j)
j=1 j=1
Soit k € N*.D’apres la question
k

lim szlﬂ»jP(xn,l =k—J)=kh

On en déduit avec la question précédente, nP(X,,; = k) — Ay. Pour tout n € N*, nlP(X,,; = k) > 0 donc A > 0 par
n—+oo

passage a la limite. Ceci signifie que X est A-positive.

30.a Les questions précédentes montrent que si X est infiniment divisible, alors elle est A-positive, autrement dit

i) = ().

La questionmontre que si X est A-positive, alors il existe une suite (X;);en+ de variables de Poisson indépendantes telle
+0oo

que X ~ Z iX;, autrement dit (ii) = (iii).
i=1

Enfin, la question [16.cj montre I"implication (iii) = (i).
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30.b Vu la question suivante, je pense qu’il faut traiter le cas d’une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que
P(X = 1) > 0. On remarque alors que Y = X — 1 est a valeurs dans N et que P(Y = 0) = P(X = 1) > 0 de sorte qu'on
peut appliquer a Y le résultat de la question précédente.

Il est alors clair que X est infiniment divisible si et seulement si Y 1’est. En effet, la variable aléatoire constante égale & 1
est indépendante de toute variable aléatoire.

p

30.c Posons Y = X —1 de sorte que Y est a valeurs dans N et P(Y = 0) = P(X = 1) = p > 0. On calcule Gy(t) = =gt

en posant ¢ = 1 — p puis .

Hy(®) = (G (1)) = In(p) ~ In(1 — q1) = In(p) + 3} "

k
Avec les notations de I’énoncé, on a donc Ay = % > 0 pour tout k € N*. On en déduit que Y est A-positive. Ainsi Y est

infiniment divisible et X également.

http://1garcin.github.io 11


http://lgarcin.github.io

