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DEVOIR SURVEILLE N°12

 La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1

1.a Premiere méthode. Pour tout entier n > 2,

an =5~ + -1 =t(1-3)+ = = o)

n—+oco

Comme Z pY) est une série a termes positifs convergente, la série Z a,, converge.
Deuxiéme méthode. Comme ¢ — 1/t est décroissante sur R7, pour tout entier n > 2 et tout t € [n — 1, n],

1 1 1
-<-<
n-t " n-1
puis, par croissance de I’intégrale,
1 "ode 1
< fnd
n- t " n-1
n-1
et enfin
0L —a, < ! 1
= """ n-1 n
. PRI | . A i . 1 1 L
Comme la suite de terme général -, converge, il en est de méme de la série télescopique Z 1w Par critere de
comparaison pour les séries a termes positifs, Z —a, converge et donc Z a, aussi.
+oo
1.b Ennotant S = Z a,,
n=2
lim > a, =S+ o0(1)
n—>+oo
k=2
ou encore
" dt
Hn—l—f — = S+0(1)
1 t n—+oco
ou enfin
H, = Inn+A+o0(1)
n—>+oo
avec A =1+ S. A fortiori, H, = Inn+o(lnn)ie. H, ~ Inn.

n—-+o0o n—+oco

H Inn
Posons u,, = m Remarquons tout d’abord que u,, ot

e Sir=0,u, — +oo donc Z u, diverge grossicrement.

n—+oo
. 1 . ( 1 . . )
e Sir=1,—- = o(u,) par croissances comparées. Or Z —— diverge et (u,,) est positive donc Z u,, diverge.
N n-+oco n1/2

1

—; estune série convergente a termes
n

. 1 . c
* Enfin, sir > 2, alorsu,, = o (%) par croissances comparées et z
n

n—+co

positifs donc Z u, converge.
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3.a Le rayon de convergence de la série entiere Z t" vaut 1 et pour tout t €] — 1,1],

tl’l
Le rayon de convergence de la série entiere Z - vaut 1 et pour tout t €] — 1, 1],

+oo
Inl1—-t)=—

n=0

tn

n

1

3.b Par produit de Cauchy, la série enticre Z (Z 1- E) t" posséde un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 et
k=1

In(1— 1) teo s n g +00
prme_T_=z<zaW=sz
n=1 \k=1 n=1

E 4.a Soit (p,q) € N2. La fonction t — tP(Int)? est continue (par morceaux) sur ]0,1]. De plus, par croissances

1
comparées, tP(Int)? =0 (—) et 1/2 < 1 donc t + tP(Int)? est intégrable sur ]0, 1]. On en déduit que I, ; existe.
t

-0 t1/2
tp+1
4.b Soit (p,q,€) € N x N*x]0, 1[. Les applications ¢t — pF1 et t — (Int)? sont de classe C! sur [g, 1], de dérivées
Int)d!
respectives t — tP et t — u Par intégration par parties,
1
1 1 q eP*l(Ing)? q

E,=——[P"(nt)?] — —— | tP(Int)?~ ! dt = — - ¢

P4 p+1[ ()], p+1J (Int) p+1 p+1Pat
4.c Par convergence des intégrales I, , et I g1,

: — s € —
El_l)%h_ Iz,q - Ip,q et El_l)%lJr Ip,q—l - Ip,q—l

Par ailleurs, par croissances comparées,
lim e*(lng)? =0
-0+

En passant a la limite dans 1’égalité de la question précédente, on obtient donc

_ q
Ipq=- D+ 1Ip,q—1

4.d On montre alors par récurrence sur q que

_(=Dig' . (-1)q!
T (p+ 14 P (p+1)att

V(p,q) eN?, T,

Pour tout ¢t €]0, 1],
gt) = (Ine)y71f(t) = ) gn(0)
n=0

ollg, : t = a,(Int)"~1t". On applique alors le théoréme d’intégration terme a terme.

* Pour tout n € N, g,, est continue par morceaux sur |0, 1[.
* Pour tout n € N, g,, est intégrable sur |0, 1[ comme vu a la question
* g est continue par morceaux sur 0, 1[.

* Pour tout n € N, comme g,, est de signe constant sur ]0, 1],

1 1
fmwm=f&mw
0 0

1
converge absolument donc Z / |g,(t)] dt converge.
0

_ _ la,|(r=1)!
= |aply -l = N

Par hypothése Z ﬁ
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D’apres le théoreme d’intégration terme a terme,

folg(r) dt = ffolgna) d

n=0

ou encore

1
/(; (hl l’)r_lf(t) dt = Z an nr—1 — ( l)r l(r_ 1)' Z (I’l + 1)r

E 6.a D’apres la question a fonction f: t —% est développable en série entiere sur | — 1, 1] et

Vi €] - 1,1, f(t) = f H 1"
n=1

De plus, d’apres la questlon la série Z C converge car r > 2. Comme elle est a termes positifs, elle converge

1)r
donc aussi absolument et on peut utiliser la question précédente.

./. (1 t)r 1111(1 ) dt—( 1)r 1(}’ 1) Z (nI;I_ 1)r

ou encore

H, (-1 r— ln(l )
Z<n+1>r‘ wf“ o

1
6.b On procede 2 une intégration par parties. Les applications t = (Int) et t — —i(ln(l — 1))? sont de classe C! sur

Int)"~2 In(1 —t¢

10, 1[, de dérivées respectives t +— (r — 1)% ett ¥ Ainsi
! In(1—1) 1 1 r=1 1 (Inty~(In(1 — 1))
f (In)y'———= dt = —= [(In )" 1(In(1 — ))*] + f dt
b 1—t 2 0 2 t
Cette intégration par parties est 1égitime puisque, par croissances comparées,
e (Int)"Y(In(1 —))> ~ (nt) ! — 0;
t—>0t t—>0F
e (Int)"~'(In(1 —1))*> ~ (t—1)"'(In(1 —1t))> — 0.
t—>1" t—1"
On peut alors affirmer que
1
11 -1 Int)"2(In(1 — 1))?
- 2 t
0

puis que

_ Y [P0

T2(r—-2) Y, t
6.c Notamment,
1 (' (In(1 = 1))
5 — dt
0
Par le changement de variable u = 1 — ¢, on obtient
1 (" (nwy?
223 f Tou
0
1 +o0
Or == Z u" pour tout u €] —1,1[ et Z — donc, d’apres la questionappliquée a la suite (a,) constante
n>0

egalealetar—3

(lnu)2 _
fo 22( +1)3 = 2(3)

On en déduit alors que S, = {(3).
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7.a Lafonction t — t*~le~* est continue (par morceaux) sur ]0, +oo[. De plus, t* le™t ~ avec 1—x < 1donc

o+ t1=X

—t

1
t = t*"le~! est intégrable en 0%. Enfin, t*"le™* = o (t_2> par croissances comparées donc t — t*~le~! est intégrable

t—ot
en +o0. La fonction ¢ — t*~le~! est intégrable sur ]0, +oo].
7.b On effectue le changement de variable u = at. Alors

+o00 1 +o00 1
Pl df = — uwle % du = —I'(x)
0 @ Jo ax

+00
Les deux intégrales sont de méme nature, ce qui justifie a posteriori la convergence de [ t*~le=t dt,
0

8.a Soit (x,y) € (R*)2. La fonction ¢ — t*~1(1 — t)”~! est continue (par morceaux) sur ]0, 1[. De plus, *~1(1 —
1 1

P~ —ett* 1 -t ~ ———avecl—x<letl—y<1ldonctr t*1(1 —t)¥~!estintégrable en

) t—-ot tl_x ( ) t—>17 (1 - t)l_y y ( ) g

0% eten 1. La fonction t — t*~1(1 — £)¥~! est donc intégrable sur 0, 1[, ce qui justifie ’existence de B(x, y).

8.b 1l suffit d’effectuer le changement de variable u =1 — t.

8.c Par intégration par parties (Iégitime car le crochet «converge») :
1
Blx+1,y)= f (1 — )Y~ de
0

1
1 1 X
=—=[*A =], + —/ 1 =) dt
y ° "y

1
= )—Cf A =)y A —t) dt
Y Jo

1 1
X X
==z tx—ll—ty—ldt——f (1 -y de
y/o ) S ra-o
X X
= —p(x,y) — —p(x +1,
yﬁ( ») yﬁ( y)

On en déduit bien que
x
Blx+1,y)= mﬁ(X,y)

8.d D’apres les questions précédentes,

x
mﬁ(&y +1)

X
TSR A

- x Y
Tx+y+1 y+x6(y’x)

_ Xy
T+ y)(x+y+ 1)B(x,y)

Blx+1,y+1)

@ 9.a Supposons que la relation (R) soit vrai pour x > 1 ety > 1. Soient alors x > Oety > 0. Alors x +1 > let
y+1 > 1donc
I(x+1DI'(y +1)

Blx+Ly+1)= Fx+y+2)

En vertu des relations fonctionnelles vérifiées par les fonctions 3 et T, ceci équivaut a :

xy _ xI()yI(y)
x+y)(x+y+ l)ﬁ(x,y) T (x+y+ D+ I(x+y)
et donc FOrG)
X
B(x,y) = m
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u 1
9.b Sionposep: um— =1 , alors @ est une bijection de classe ! strictement croissante de [0, +co[ sur

1+u T 1+u
[0,1[ et ' (u) = Par changement de variable,

1 +u2

+o x—1 y-1 +oo x—1
u u 1 u
ﬁ(x,y)—/o (1+u) (1_1+u> "1+ u)? du_l (1 + w)y*+y dy

9.c Par positvité de I’intégrande,

t +00
vVt € Ry, / e =1 du < / e Uu¥ty=1 du
0 0
c’est-a-dire
Vt e R+, Fx,y(t) < F(-x +y)

x—1

u
I +u)x+y
sur R, en tant que primitive.

9.d Posons ¢ : (a,u) — E; (1 + w)a). Remarquons de E ,, est continue (et a fortiori continue par morceaux)

* Pour tout a € R, u — ¢(a, u) est continue (par morceaux) sur R .
* Pourtoutu € R, a — ¢@(a, u) est continue sur R, .

* Pour tout (a,u) € (R,)?,
x—1

u
1+ u)x+y
x-1

1+ u)x+y

lo(x, y)| < L(x+y)

d’apres la question précédente. De plus, u +—
variable effectu€ a la question
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, G est continue (et a fortiori définie) sur R, .
9.e Soitu € R,. Par définition de F ), et T,

[(x + y) est intégrable sur R, d’apres le changement de

ux-1 (1+uwa , ) ux-1 +oo . . w1
au)= — eyl — ————— eyl gt = ———T(x +
o) = G5y /0 amree (14 Uy fo Arwpy )

Les hypotheses de la question précédente permettent également d’appliquer le théoréme de convergence dominée. Ainsi

+0oo xX—
Jim G(a) = fo ﬁﬂx +y) du =T'(x,y)B(x,y)

9.f Soit (c,d) € R%tel que 0 < ¢ < d.
* D’apres I’hypothése de domination de la question précédente, pour tout a € [c, d], u — @(a, u) est intégrable sur R .
* Pour toutu € R, a = ¢(a,u) est de classe C! sur R, car E, , l'est en tant que primitive d’une fonction continue.
e Pourtouta € [c,d] ettoutu € R,

x—1 x-1

(1 +wE,((1+u)a) = ufw

— —(1 -1 _ -1 —-1,—(1
— m 1+ ue ( +u)a((1 + u)a)¥ty1 = yx-lgx+y—le (1+w)a

¢
—(a,u
34 & W
¢ .
donc pour tout a € [c,d], u — E(a, u) est continue par morceaux sur R
* Pour tout a € [c,d] ettoutu € R,

‘Z_z(a’ u)‘ < uX—1gx+y—lo—co—cu — .q)(u)

De plus, comme ¢ > 0, Pp(u) = o(1/u?) par croissances comparées donc ¥ est intégrable sur R.
u oo

=+
On en déduit que G est de classe C! sur tout segment [c, d] inclus dans R*% donc de classe ! sur R%.

9.g La question précédente montre également que

+o0 +o0 +o0

d

Va € R¥, G’(a) — / %(a’ u) du = f pX—1gx+y-lo—(+wa q; — ax+y—le—a/ uX—le—au qy
0 0 0

D’apres la question [7.h] X
G'(a) = ¥ te™T'(x)
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a
9.h En notant H(a) = f tY~le~t dt pour a € R,, la relation de la question précédente s’écrit en vertu du théoréme

0
fondamental de 1’analyse :
Va >0, G'(a) = H(a)I'(x)

Il existe donc une constante C telle que
VYa > 0, G(a) = H(a)T'(x) + C

Mais les fonctions G et H sont continues en 0 donc C = G(0) — H(0)I'(x) = 0. Ainsi
Va € R,, G(a) = H(a)T'(x)

On vu d’une part que lim G(a) = I'(x + y)B(x, y). De plus,
a—+oo

a—+oo

+0o0
lim H(a) = f t~le~t dt = T(y)
0

Un passage a la limite donne donc
I'(x + y)B(x,y) = T(I(x)

ce qui est bien la relation R.
On sait que T est de classe C* et que pour tout x € R%, I'(x + 1) = xI'(x). En dérivant cette relation on obtient
Vx € RY, T'(x+ 1) =T'(x) + xI"(x)

En divisant par ['(x + 1) = xI'(x), on obtient

Vx € RY, P(x+1)= = +¢(x)

FeOr(y)
T(x+y)

3
est dérivable sur R} car I I’est. La relation R montre alors que —B est définie

11.a Pourtoutx € R},y — dy

sur (R*)? et que

V() € @37 Ly = 1 TN =)

_ TIrG) <F’(y) NS y))
Fx+y) \I'(y) Tx+y)

= B0x Y)®K) —B(x + )

11.b Soit (31, y,) € (R%)? tel que y; < ,. Pour tout ¢ €]0,1[, 1 — ¢t €]0, 1[ de sorte que (1 — £)*~1 > (1 — £)”>~! puis
711 = )17 > *71(1 — t)¥27L, Par croissance de ’intégrale, B(x, y;)) > B(y,). Ainsi y - B(x, y) est décroissante sur
R3.

9B

11.c La question précédente montre que —(x y) < 0 pour tout (x,y) € (R*)2. Comme f est strictement positive sur

(R%)? (stricte positivité de I’intégrale), la quesuon-montre que P(y) < P(x+y) pour tout (x,y) € (R%)?. La fonction
P est donc croissante sur R} .

12.a Soit n € N. Par télescopage, avec la question ,

?T‘I'—‘

P(n+1)—p@1) = Z¢(k+1) P(k) =Z

Soit x > —1. On a de méme

Pt x+ 1) =pa+ 1) = 3 Pk +x+ D)=k +0) = 3 o
k=1 k=1

On en déduit immédiatement la relation demandée.
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12.b Comme x > —1, n+ x + 1 > n et donc, par croissance de P, P(n + x + 1) — P(n) > 0. Par définition de la partie
entiere, x < E(x) + 1 = p. Par croissance de ¥,

n+p n+p
1
P(n+x+1)—Pp(n) =Pp(n+p+1) —h(n) = Z Pk +1) — (k) = =Hpyp — Hpy
k=n
n+p 1
Enfin, la somme Z % comporte p + 1 termes tous inférieurs ou égaux a - donc

k=n

n+p

1 p+1
Hpip = Hpoq = P k < n
=n

12.c Soit x > —1. D’aprés la question [12.a]

21 1
vheN, (1 +x)—91) =Ppn+x+1)—P(n+1) + ==
" X nx " kZ::l<k k+x>

D’apres la question précédente et le théoreme des gendarmes,

hm Y(n+x+1)—Pn) =

n—-+

1
On en déduit que la série Z (— —

) converge et que
o k k+x

Zm(k ) =901+ 1) = 91

13.a Posons g, : x — 1_

n n+x
De plus, la suite (1/n) converge donc la série télescopique Z g,(—1) converge. Ainsi Z g, converge simplement sur
[-1, +o0[.

. Lasérie Z gy converge simplement sur |—1, +oo[ d’aprés la question précédente.

1 k+1 k!
Pour tout n > 2, g, est de classe €% sur [—1,+oo[. Soient n > 2 et k € N*. Alors g(k)(x) (('*‘)W pour tout
n
x € [—1,+oo[. Notamment, gglk)} IS S ! Comme k + 1 > 2, la série Zg converge
oo,[—1,+oo[ (n - 1)k+1 n—+oo nk

normalement et donc uniformément sur [—1, +oco].
+00

On en déduit que g = z gy, est de classe C® sur [—1, +oo[ et que

n=2

. ( 1)k+1
Vk € N*, g®(x) = Z g(k)(x) Z = (—1)kk! Z —(n T

L (n+ x)k+t
Notamment, .
31
g1(0) = (-Dfk! 3, —— = (-1l + 1) = 1)
n=2

13.b Soientn € Net x €] — 1, 1[. Par inégalité de Taylor-Lagrange,

g (0) +k (n+1) |x["+!
x < ma C—
g(x) - Z max g0 o
Mais d’apres la question prédédente,

1

_ (1)) = L S 1
vt € [-1,1], g+ (t)|_(n+1)!JZ=2(j+X)”+2 S(n+1)!JZ=2(j—1)2 =(n+1)%(2)

On en déduit I’inégalité demandée.

13.c Comme lim |x|™*! = 0 pour x €] —1,1[, la question précédente montre que

n—+oo|
+o0 (n) 0
vxel-1,1[ gx) = > & n,( ) yn
n=0
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On sait également que g(0) = 0 donc, avec la question [13.a]
+0o
Vx €] - 1L1[, g(x) = Y, (-D)"1(¢n +1) — Dx"
n=1
Or la série Z(—l)”x” converge pour X €] — 1, 1[, ce qui nous autorise & écrire

vx €] -1,1[, glx) = Z( 1)"x" +Z( DM + 1)x" = 1 1+Z( D Y(n + 1)x"

Par conséquent,

n+x 1+x

< 1 1 1 < n+l1 n
YA+ =9+ ), (= =) =1 15 + 80 = b+ X (<D™ + D
n=1 n=1

r()r
Pour tout x € R, ’application y — fB(x,y) = F(())Cc)—-i—(;)))) est de classe 2 sur R¥ car I' I’est également. Notamment,
: *B s .
B: x— a—yz(x, 1) est définie sur R} .

On a établi a la question[T1.a|que

9B

V(x,y) € (R})?, @(x, ¥) = B ) —$(x +y))

L application 1 est de classe C! sur R car I est de classe €2 sur R*. On peut donc dériver par rapport a y la relation
précédente :

B 9B

V(x,y) € R3)? 3 y(x, VG = blx + ) + B, y)@'() — '(x + )

(x )=

puis en évaluanteny = 1:

Vx € RY, B(x) = Z—ﬁ(x, D) — G + 1) + e DA A) — (1 + x))

Mais toujours d’apres la question [T1.a]

Vx € Ry, S 1) = BOn D) - 91 + )
donc
Vx € R}, B(x) = B(x, D) — b(x + 1))* + B, DE'(1) —9'(1 + x))
Enfin )
Vx € R%, B(x,1) =/ ldr ==
0
donc

1 1, ., ,
Vx € RY, B(Y) = Z((1) = $(x + DP + —@/ (1) = ¥'(1 + )
Comme T est de classe C* sur R%, ¥ I’est également de méme que B.

15.a Fixons x € R%. Posons ¢@(y,t) = t*71(1 — ¢)»~1.

* Pour tout t €]0,1[, y = @(y, t) est de classe C? sur R%.
3 92
« Pourtout y € R%, t > (1, 1), t > %(y, £) = In(1 — O)F 11—t Lett - g‘s(y, £) = In(1 — 2511 — 1)
sont continues par morceaux sur |0, 1[.

d
* On a déja vu que pour tout y € R%, t = @(y,t) était intégrable sur 0, 1[. De plus, pour y € R}, %(y, t) ~.
t—0
d
—t* donc t — —z(y, t) est intégrable en 0% (elle y est prolongeable par continuité). De plus, en se donnant z €

d
10, y[, cp(y’ t) ((1 - Z) par croissances comparées. On en déduit que ¢t — %(y, t) est intégrable en 1™,

Finalement, t — a(y, t) est intégrable sur ]0, 1[.
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* Soit a € R. Pour tout t €]0,1[ et tout y € [a, +oo],

In(1 — 0?71 A = 7Y < [In(@ = OPFHA - ) = §0)

A nouveau, & est intégrable sur ]0, 1] car g(t) ~ t**let §(t) ) on0<z<a.
-0t

((1 1t)1 —z

On en déduit que y — B(x, y) est de classe C? sur IR’jr (ce que I’on savait déja) mais surtout que

1 1
V(x,y) € (R%)? —(x y) = f ?—f(y, t) dt :f In(1 —)?* 11— dt
0 y 0

Notamment, en évaluanteny = 1,

1
Vx € R, B(x) = f In(1 — £)?t*1 dt
0

15.b En employant a nouveau le théoréme de dérivation d’une intégrale a parametre, on montrerait que
1
Vp €N, Vx € R¥, BP)(x) = / In(1 — £)? In(t)Pt*~1 dt
0

15.c Soit un entier r > 2. On va appliquer le théoréme de convergence dominée.
In(1 — £)?In()" 2

* Pour tout ¢ €]0, 1], hm In(1 — £)?In(t) —2t*"! = ;

* Pour tout t €]0, 1] et tout x e R},

In(1 — £)?|In(t)|"2
t

[In(1 — £)? In() 2%} < = &(t)

De plus, E(t) ~ t|In(t)|"~2 donc *g’(t) = 0(1/t"?) par croissances comparées et £ est intégrable en 0*. De plus,
—ot -0t
E&t) ~ ln(l —1)>(1 — t)"2 donc ’g’(t) = 0(1/(1 — t)/2) par croissances comparées et £ est intégrable en 1~
—17 ->17
Fma]ement € est intégrable sur [0, 1[.

D’apres le théoreme de convergence dominée et la question précédente,

1 2 r—2
lim BT2)(x) = f In1 — 7 In(O™"
0

x—0+ t

On conclut avec la question [6.b]

1
15.d Notamment, S, = 5 lirél+ B(x). D’apres la question pour tout x > 0,
X—

A+x)—-%1)  9'A+x)—-9'A1)
X

X

B(x) = (1 + x) — p(1) ¥

On sait que P est de classe €* sur R’} donc

, (A +x) —9@1) YA +x)-9'Q@)
1 1 -9P1)=0 | — T =91 1 — T =9"(1
Jim (1 +x) — (1) Jim, p” P'() Jim, p $"(1)
. o ) SN S . . ") _
Ainsi 11[}’)1+ B(x) = —"(1). Le développement en série entiere obtenu a la question(13.¢/nous informe de plus que > =
X—

(=1)?*1(2 + 1) = —¢(3). On retrouve alors S, = (3).

16.a On a déja vu que VP était de classe C* sur R%. On en déduit que ¢ est bien de classe C* sur | — 1, +o0].
Soit un entier n > 2. Posons §(x) = P(1 + x) — P(1). D’apres la formule de Leibniz,

n n-1
P(0) = - + (Z)E<")(0)§<"-k><0) == + Y (Z)u)(")(l)w("-")(l)
k=0 k=1

16.b Soit un entier r > 3. Comme ¢@(x) = xB(x) pour tout x > 0, on a a nouveau d’aprés la formule de Leibiniz :

Vx >0, (p(r_l)(x) = xB(V—l)(x) + (r _ l)B(r—Z)(x)

http://1garcin.github.io 9


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

On montre comme a la question que B admet une limite finie en 07, ce qui permet alors d’affirmer que

(r-1)
lim BT2)(x) = il O

x—=0+ r—1

D’apres la question et la question précédente,

-1y -1
28, = %Cp(r—l)(o) — (( 11)' ( lb(")(l) + Z ( )¢(k)(1)¢(r—1—k)(1))

¢k(1)

Or la question [13.c|montre que = (=1)**¢(k + 1) pour tout k € N*. Ainsi

(="
(r—=1)

28, =

r—=2

=rir+1)— ) Yk +1)¢r—k)
k=1
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r—2
(—(—1)r+1r!g(r ++ Y (r ; 1)(—1)k+1k!<(k + 1)(=1) K — 1= k) — k))
k=1
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