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Devoir surveillé n°14

• La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

• On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

• Les calculatrices sont interdites.

Problème 1
1

χM = det(XI𝑛 −M) = det((XI𝑛 −M)⊤) = det(XI𝑛 −M⊤) = χM⊤

Comme le spectre d’une matrice est l’ensemble des racines du polynôme caractéristique, Sp(M) = Sp(M⊤).

2 Supposons que M est diagonalisable. Alors il existe une matrice diagonale D ∈ ℳ𝑛(𝕂) et P ∈ GL𝑛(𝕂) telles que
M = PDP−1. Ainsi

M⊤ = (P−1)⊤D⊤P⊤ = (P⊤)−1DP⊤

Ainsi M⊤ est diagonalisable. Par involuitivité de la transposition, la réciproque est également vraie.
Par conséquent, M est diagonalisable si et seulement si M⊤ est diagonalisable.

3 On note L0,… , L𝑛−1 les lignes des déterminants suivants.

χCQ =

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

X 0 ⋯ ⋯ 0 𝑎0
−1 X 0 ⋯ 0 𝑎1
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
0 ⋯ 0 −1 X 𝑎𝑛−2
0 ⋯ ⋯ 0 −1 X + 𝑎𝑛−1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

=

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0 0 ⋯ ⋯ 0 Q(X)
−1 X 0 ⋯ 0 𝑎1
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
0 ⋯ 0 −1 X 𝑎𝑛−2
0 ⋯ ⋯ 0 −1 X + 𝑎𝑛−1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

L0 ← L0 +
𝑛−1
∑
𝑘=1

X𝑘L𝑘

= (−1)𝑛+1Q(X)

|
|
|
|
|
|
|
|
|

−1 X 0 ⋯ 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 −1 X
0 ⋯ ⋯ 0 −1

|
|
|
|
|
|
|
|
|

en développant par rapport à la première ligne

= (−1)𝑛+1(−1)𝑛−1Q(X) = Q(X) car le déterminant est triangulaire

4 Soit X = (𝑥0,… , 𝑥𝑛−1)⊤ ∈ Ker(C⊤Q − λI𝑛). Les coordonnées de X vérifient 𝑥𝑘+1 = λ𝑥𝑘 pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 2⟧.
On en déduit que 𝑥𝑘 = λ𝑘𝑥0 pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. En posant Vλ = (1, λ,… , λ𝑛−1)⊤, on a donc X ∈ vect(Vλ). Ainsi
Eλ(C⊤Q) ⊂ vect(Vλ). Comme λ est valeur propre de C⊤Q, dimEλ(C⊤Q) = 1 et Eλ(C⊤Q) = vect(Vλ). Ainsi Vλ est un vecteur
directeur de Eλ(C⊤Q).
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5 Supposons que 𝑓 est cyclique. Il existe donc 𝑥0 ∈ E tel que (𝑥0,… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)) est une base de E. Notamment, il existe

(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) ∈ 𝕂𝑛 tel que 𝑓𝑛(𝑥0) = −
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑓𝑘−1(𝑥0). Dans la base (𝑥0,… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)), la matrice de 𝑓 est CQ.

Réciproquement, supposons que la matrice de 𝑓 est de la forme CQ dans une base (𝑒0,… , 𝑒𝑛−1) de E. On a donc 𝑓(𝑒𝑘) =
𝑒𝑘+1 pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 2⟧. On en déduit que 𝑒𝑘 = 𝑓𝑘(𝑒0) pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. Ainsi (𝑒0, 𝑓(𝑒0),… , 𝑓𝑛−1(𝑒0)) est
une base de E. On en déduit que 𝑓 est cyclique.

6 Supposons que 𝑓 est diagonalisable. A fortiori, 𝑓 est trigonalisable donc χ𝑓 est scindé. On sait que la matrice de 𝑓 est
de la forme CQ dans une base adaptée. Il suffit donc de montrer que χ𝑓 = χCQ = χC⊤

Q
est scindé à racines simples. Comme

𝑓 est diagonalisable, CQ l’est aussi et donc CQ⊤ l’est également d’après la question 2. Soit donc λ une racine de CQ⊤ i.e.
λ ∈ Sp(Q⊤). D’après la question 4, dimEλ(C⊤Q) = 1. Mais comme C⊤Q est diagonalisable, 𝑚λ(C⊤Q) = dimEλ(C⊤Q) = 1.
Ainsi χC⊤

Q
= χ𝑓 est scindé à racines simples.

Réciproquement, si χ𝑓 est scindé à racines simples, 𝑓 est diagonalisable.

7 Supposons 𝑓 cyclique. Il existe donc 𝑥0 ∈ E tel que (𝑥0, 𝑓(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)) est une base de E. Soit (λ0,… , λ𝑛−1) ∈

𝕂𝑛 tel que
𝑛
∑
𝑘=0

λ𝑘𝑓𝑘 = 0. En évaluant en 𝑥0 et en utilisant la liberté de (𝑥0, 𝑓(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)), on obtient λ𝑘 = 0 pour

tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. Ainsi (IdE, 𝑓,… , 𝑓𝑛−1) est libre.
Notons 𝑑 = degπ𝑓. On sait déjà que 𝑑 ≤ 𝑛 car π𝑓 divise χ𝑓. De plus, π𝑓 annule 𝑓 donc la famille (IdE, 𝑓,… , 𝑓𝑑) est liée.
On ne peut avoir 𝑑 < 𝑛 sinon cette famille serait une sous-famille de la famille libre (IdE, 𝑓,… , 𝑓𝑛−1) et serait donc libre.
Ainsi degπ𝑓 = 𝑑 = 𝑛.

8 Première méthode. Considérons l’ensemble

A = {𝑘 ∈ ℕ∗, (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑘−1(𝑥)) est libre}

L’ensembleA est non vide puisque 1 ∈ A (𝑥 ≠ 0E). De plus,A est majorée par 𝑛+1 parce que dimE = 𝑛. AinsiA possède
un maximum que l’on note 𝑝. On en déduit que (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝−1(𝑥)) est libre mais que (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝(𝑥)) est liée. Il

existe donc (β0,… , β𝑝) ∈ 𝕂𝑝 non nul tel que
𝑝
∑
𝑘=0

β𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0. On ne peut avoir β𝑝 = 0 puisqu’alors
𝑝−1
∑
𝑘=0

β𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0 avec

(β0,… , β𝑝−1) non num, ce qui contredirait la liberté de (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝−1(𝑥)). Ainsi β𝑝 = 0 et 𝑓𝑝(𝑥) +
𝑝−1
∑
𝑘=0

α𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0E

avec α𝑘 =
β𝑘
β𝑝

pour 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑝 − 1⟧.

Deuxième méthode. On vérifie que I𝑥 = {P ∈ 𝕂[X], P(𝑓)(𝑥) = 0E} est un idéal de 𝕂[X]. De plus, cet idéal est non nul
puisqu’il contient π𝑓. Comme tous les idéaux de 𝕂[X] sont principaux, cet idéal est engendré par un polynôme unitaire
π𝑓,𝑥. Notons 𝑝 = degπ𝑓,𝑥.

Soit (λ0,… , λ𝑝−1) ∈ 𝕂𝑝 tel que
𝑝−1
∑
𝑘=0

λ𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0. On a donc P =
𝑝−1
∑
𝑘=0

λ𝑘X𝑘 ∈ I𝑥 et donc π𝑓,𝑥 divise P. Puisque degP <

𝑑 = degπ𝑓,𝑥, P = 0 i.e. λ𝑘 = 0 pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑝 − 1⟧. Ainsi la famille (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝−1(𝑥)) est libre.

De plus, en posant π𝑓,𝑥 = X𝑝 +
𝑝−1
∑
𝑘=0

α𝑘X𝑘, on a bien 𝑓𝑝(𝑥) +
𝑝−1
∑
𝑘=0

α𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0E.

9 Posons F = vect(𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝−1(𝑥)). Il est clair que 𝑓(𝑓𝑘(𝑥)) = 𝑓𝑘+1(𝑥) ∈ F pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑝 − 2⟧ et d’après

la question précédente, on a également 𝑓(𝑓𝑝−1(𝑥)) = 𝑓𝑝(𝑥) = −
𝑝−1
∑
𝑘=0

α𝑘𝑓𝑘(𝑥) ∈ F. Ainsi, par linéarité de 𝑓,

𝑓(F) = 𝑓 (vect(𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝−1(𝑥))) = vect (𝑓(𝑥), 𝑓2(𝑥),… , 𝑓𝑝(𝑥)) ⊂ F

10 Notons 𝑓F l’endomorphisme de F induit par 𝑓. La matrice de 𝑓F dans la base vect(𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑝−1(𝑥)) est Cπ𝑓,𝑥. On

en déduit que χ𝑓F = π𝑓,𝑥 d’après la question 3. Or on sait que χ𝑓F divise χ𝑓. Donc π𝑓,𝑥 = X𝑝 +
𝑝−1
∑
𝑘=0

α𝑘X𝑘 divise χ𝑓.

11 D’après la question précédente, il existe Q ∈ 𝕂[X] tel que χ𝑓 = Qπ𝑓,𝑥. Ainsi χ𝑓(𝑓)(𝑥) = Q(𝑓) ∘ π𝑓,𝑥(𝑓)(𝑥) =
Q(𝑓)(0E) = 0E. Ceci est valable pour tout vecteur 𝑥 non nul de E et aussi pour 𝑥 = 0E donc χ𝑓(𝑓) = 0.

12 Remarquons déjà que π𝑓 = X𝑟.
Supposons que 𝑓 est cyclique. D’après la question 7, 𝑟 = degπ𝑓 = 𝑛.
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Supposons que 𝑟 = 𝑛. Par définition de l’indice de nilpotence, il existe 𝑥 ∈ E non nul tel que 𝑓𝑛−1(𝑥) ≠ 0E. Montrons
que la famille (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑛−1(𝑥)) est une base de E. Comme dimE = 𝑛, il suffit de montrer qu’elle est libre. Soit donc

(λ0,… , λ𝑛−1) ∈ 𝕂𝑛 tel que
𝑛−1
∑
𝑘=0

λ𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0E. Supposons que les λ𝑘 ne soient pas tous nuls et notons 𝑗 = min{𝑘 ∈

⟦0, 𝑛 − 1⟧ , λ𝑘 ≠ 0}. Alors
𝑛−1
∑
𝑘=𝑗

λ𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0E et en appliquant 𝑓𝑛−1−𝑗, on trouve λ𝑗𝑓𝑛−1(𝑥) = 0E et donc λ𝑗 = 0, ce qui

est contradictoire. Les λ𝑘 sont donc tous nuls. La famille (𝑥, 𝑓(𝑥),… , 𝑓𝑛−1(𝑥)) est donc une base de E et 𝑓 est cyclique.
La matrice de 𝑓 dans cette base est alors CX𝑛.

13 (𝑓 − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘 ∈ ℂ[𝑓]. Or ℂ[𝑓] est une algèbre commutative donc 𝑓 et (𝑓 − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘 commutent. En particulier,
F𝑘 = Ker(𝑓 − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘 est stable par 𝑓.
De plus, les λ𝑘 sont distincts deux à deux donc les polynômes P𝑘 = (X − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘 sont premiers entre eux deux à deux.
D’après le lemme des noyaux,

Ker χ𝑓(𝑓) =
𝑝

⨁
𝑘=1

Ker(𝑓 − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘

Or χ𝑓(𝑓) = 0 d’après le théorème de Cayley-Hamilton donc

E =
𝑝

⨁
𝑘=1

F𝑘

14 Comme F𝑘 = Ker(𝑓 − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘, φ𝑚𝑘
𝑘 (𝑥) = (𝑓 − λ𝑘 IdE)𝑚𝑘(𝑥) = 0 pour tout 𝑥 ∈ F𝑘. Ainsi φ𝑚𝑘

𝑘 = 0 et φ𝑘 est
nilpotent.

15 D’après le cours, l’indice de nilpotence de φ𝑘 est inférieur ou égal à la dimension de F𝑘 i.e. ν𝑘 ≤ dim(F𝑘).

16 Puisque (IdE, 𝑓,… , 𝑓𝑛−1) est libre, degπ𝑓 = 𝑛. Posons P =
𝑝
∏
𝑘=1

(X − λ𝑘)ν𝑘 ainsi que Q𝑘 = ∏
𝑗≠𝑘

(X − λ𝑗)ν𝑗 pour

𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧. Soit 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧.

∀𝑥 ∈ F𝑘, P(𝑓)(𝑥) = Q𝑘(𝑓) ∘ (𝑓 − λ𝑘 IdE)ν𝑘(𝑥) = Q𝑘(𝑓) ∘ φ
ν𝑘
𝑘 (𝑥) = Q𝑘(𝑓)(0E) = 0E

Comme E =
𝑝

⨁
𝑘=1

F𝑘, P(𝑓) = 0. Par conséquent, π𝑓 divise P et donc degπ𝑓 ≤ degP i.e.
𝑛
∑
𝑘=1

ν𝑘 ≥ 𝑛. De plus,
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚𝑘 =

deg χ𝑓 = 𝑛 donc
𝑝
∑
𝑘=1

𝑚𝑘 − ν𝑘 ≤ 0. Enfin, φ𝑚𝑘
𝑘 = 0 donc, par définition de l’indice de nilpotence ν𝑘 ≤ 𝑚𝑘. Ainsi

𝑝
∑
𝑘=1

𝑚𝑘 − ν𝑘 = 0 et les termes sont nuls puisqu’ils sont positifs. Ainsi ν𝑘 = 𝑚𝑘 pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧.

17 On a également
𝑝
∑
𝑘=1

dimF𝑘 = 𝑛 puisque E =
𝑝

⨁
𝑘=1

F𝑘. A nouveau,
𝑝
∑
𝑘=1

dim(F𝑘) − ν𝑘 = 0 et les termes de cette somme

sont positifs. Ainsi dim(F𝑘) = ν𝑘 = 𝑚𝑘 pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧. D’après la question 12, les φ𝑘 sont cycliques et il existe une

baseℬ𝑘 de F𝑘 dans laquelle la matrice de φ𝑘 est

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 ⋯ ⋯ 0
1 0 ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0 0
0 ⋯ 0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. L’endomorphisme 𝑓𝑘 de F𝑘 induit par 𝑓 est λ𝑘 IdE+φ𝑘

et sa matrice dans la base ℬ𝑘 est donc

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ𝑘 0 ⋯ ⋯ 0
1 λ𝑘 ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ λ𝑘 0
0 ⋯ 0 1 λ𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. La matrice de 𝑓 dans la base ℬ obtenue par concaténation

des base ℬ1,… ,ℬ𝑝 est bien de la forme voulue.

18 Posons 𝑒𝑘 = 𝑢1+∑𝑘−1
𝑖=1 𝑚𝑖

de sorte que 𝑥0 =
𝑝
∑
𝑘=1

𝑒𝑘. On vérifie que 𝑒𝑘 ∈ F𝑘 par définition de la base ℬ. Faisons alors

quelques remarques préliminaires.
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• Pour tout Q ∈ ℂ[X], Q(𝑓)(𝑒𝑘) ∈ F𝑘 car F𝑘 est stable par 𝑓.
• Par définition de ℬ, (𝑒𝑘, φ𝑘(𝑒𝑘),… , φ𝑚𝑘−1

𝑘 (𝑒𝑘)) est une base de F𝑘.

Q(𝑓)(𝑥0) = 0

⟺
𝑝
∑
𝑘=1

Q(𝑓𝑘)(𝑒𝑘) = 0E

⟺∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , Q(𝑓)(𝑒𝑘) = 0E car les F𝑘 sont en somme directe

⟺∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , ∀𝑗 ∈ ⟦0,𝑚𝑘 − 1⟧ , Q(𝑓𝑘)(φ
𝑗
𝑘(𝑒𝑘)) = 0E car Q(𝑓𝑘) et φ𝑘 = 𝑓𝑘 − λ𝑘 IdF𝑘 commutent

⟺∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , Q(𝑓𝑘) = 0 car (𝑒𝑘, φ(𝑒𝑘),… , φ𝑚𝑘−1
𝑘 (𝑒𝑘)) est une base de F𝑘

⟺∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , Q(φ𝑘 + λ𝑘 IdF𝑘) = 0
⟺ ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , πφ𝑘 ∣ Q(X + λ𝑘)
⟺ ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , X𝑚𝑘 ∣ Q(X + λ𝑘)
⟺ ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ , (X − λ𝑘)𝑚𝑘 ∣ Q

⟺
𝑝
∏
𝑘=1

(X − λ𝑘)𝑚𝑘 ∣ Q car les λ𝑘 sont deux à deux distincts

⟺χ𝑓 ∣ Q

19 Il suffit pour cela de montrer que (𝑥0, 𝑓(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)) est une base de E et donc que cette famille est libre.

Soit donc (λ0,… , λ𝑛−1) ∈ ℂ𝑛 tel que
𝑛−1
∑
𝑘=0

λ𝑘𝑓𝑘(𝑥0). En posant Q =
𝑛−1
∑
𝑘=0

λ𝑘X𝑘, on a donc Q(𝑓)(𝑥0) = 0. D’après la

question précédente, χ𝑓 divise Q. Or deg χ𝑓 = 𝑛 et degQ < 𝑛 donc Q = 0 puis (λ0,… , λ𝑛−1) = (0,… , 0). Ainsi
(𝑥0, 𝑓(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)) est bien libre et c’est une base de E. 𝑓 est bien cyclique.

20 C(𝑓) est le noyau de l’endomorphisme 𝑔 ∈ ℒ(E) ↦ 𝑓 ∘ 𝑔 − 𝑔 ∘ 𝑓 donc c’est un sous-espace vectoriel de ℒ(E). C(𝑓)
contient évidemment IdE et on montre aisément qu’il est stable par ∘. C’est donc une sous-algèbre de ℒ(E).

21 Question triviale : il suffit de dire que (𝑥0, 𝑓(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)) est une base de E.

22 Posons P =
𝑛−1
∑
𝑘=0

λ𝑘X𝑘. La question précédente montre que 𝑔(𝑥0) = P(𝑓)(𝑥0). Comme 𝑔 commute avec 𝑓, on montre

par récurrence que 𝑔 commute avec 𝑓𝑘 pour tout 𝑘 ∈ ℕ. Notamment, pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧,

𝑔(𝑓𝑘(𝑥0)) = 𝑓𝑘(𝑔(𝑥0)) = 𝑓𝑘 ∘ P(𝑓)(𝑥0) = P(𝑓) ∘ 𝑓𝑘(𝑥0) = P(𝑓)(𝑓𝑘(𝑥0))

Les endomorphismes 𝑔 et P(𝑓) coïncident sur la base (𝑥0, 𝑓(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0)) de E donc ils sont égaux. Ainsi 𝑔 = P(𝑓) ∈
𝕂[𝑓].

23 Soit 𝑔 ∈ C(𝑓). En reprenant la question précédente, il existe bien R ∈ 𝕂𝑛−1[X] tel que 𝑔 = R(𝑓). Réciproquement,
s’il existe R ∈ 𝕂𝑛−1[X] tel que 𝑔 = R(𝑓), 𝑓 commute avec 𝑔 car l’algèbre 𝕂[𝑓] est commutative.

24 Si 𝑟 = 1, il n’y a rien à montrer. Supposons donc 𝑟 ≥ 2 et supposons que F =
𝑟

⋃
𝑚=1

F𝑚 soit un sous-espace vectoriel

de E. On raisonne par l’absurde. Supposons qu’aucun des F𝑖 ne contienne tous les autres. Alors pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑟⟧, il
existe 𝑥𝑖 ∈ F𝑖 tel que 𝑥𝑖 ∉ ⋃

𝑗≠𝑖
F𝑗. Soit alors (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑟⟧2 tel que 𝑖 ≠ 𝑗. La droite affine D = {λ𝑥𝑖 + (1 − λ)𝑥𝑗, λ ∈ 𝕂}

contient une infinité d’éléments et est à valeurs dans F =
𝑟

⋃
𝑚=1

F𝑚 car F est un sous-espace vectoriel de E. Comme les F𝑚

sont en nombre fini, il existe 𝑚 ∈ ⟦1, 𝑟⟧ tel que F𝑚 contienne deux éléments de D (et même une infinité). Comme F𝑚 est
un sous-espace vectoriel de E et contient deux éléments de la droite D, F𝑚 contient D en entier et notamment 𝑥𝑖 et 𝑥𝑗, ce
qui est contradictoire.

25 On vérifie que pour tout 𝑥 ∈ E, I𝑥 est bien un idéal de 𝕂[X]. Il est donc engendré par un unique polynôme unitaire
π𝑓,𝑥. De plus, en notant I = π𝑓𝕂[X] l’idéal annulateur de 𝑓, on a clairement I ⊂ I𝑥 et donc π𝑓,𝑥 divise π𝑓. Remarquons que
l’ensemble des diviseurs unitaires de π𝑓 est fini. Il existe donc 𝑥1,… , 𝑥𝑟 dans E tel que {π𝑓,𝑥, 𝑥 ∈ E} = {π𝑓,𝑥1,… , π𝑓,𝑥𝑟}.
De manière évidente, pour tout 𝑥 ∈ E, 𝑥 ∈ Kerπ𝑓,𝑥(𝑓). Alors

E = ⋃
𝑥∈E

Kerπ𝑓,𝑥(𝑓) =
𝑟

⋃
𝑖=1

Kerπ𝑓,𝑥𝑖(𝑓)
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D’après la question précédente,E est égal à l’un des noyaux. Sans perte de généralité, on peut supposer queE = Kerπ𝑓,𝑥1(𝑓).
Ainsi π𝑓,𝑥1 est un polynôme annulateur de 𝑓 de sorte que π𝑓 divise π𝑓,𝑥1. Mais on a déjà vu que π𝑓,𝑥1 divisait π𝑓 donc

π𝑓 = π𝑓,𝑥1. Notamment degπ𝑓,𝑥1 = 𝑑. Soit alors (λ0,… , λ𝑑−1) ∈ 𝕂𝑑 tel que
𝑑−1
∑
𝑘=0

λ𝑘𝑓𝑘(𝑥1) = 0E. Alors P =
𝑑−1
∑
𝑘=0

λ𝑘X𝑘 ∈

I𝑥1 donc π𝑓,𝑥1 divise P. Mais degπ𝑓,𝑥1 = 𝑑 et degP < 𝑑 donc P = 0 puis (λ0,… , λ𝑑−1) = (0,… , 0). La famille
(𝑥1, 𝑓(𝑥1),… , 𝑓𝑑−1(𝑥1)) est bien libre.

26 Pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑑 − 1⟧, 𝑓(𝑒𝑘) = 𝑒𝑘+1 ∈ E1. De plus, comme degπ𝑓 = 𝑑, 𝑓𝑑 ∈ vect(IdE, 𝑓,… , 𝑓𝑑−1) et donc
𝑓(𝑒𝑑) = 𝑓𝑑(𝑥1) ∈ vect(𝑥1, 𝑓(𝑥1),… , 𝑓𝑑−1(𝑥1)) = E1. On en déduit que E1 est stable par 𝑓.
Comme degπ𝑓 = 𝑑, 𝕂[𝑓] = 𝕂𝑑−1[𝑓]. Ainsi

{P(𝑓)(𝑥1), P ∈ 𝕂[X]} = {𝑢(𝑥1), 𝑢 ∈ 𝕂[𝑓]}
= {𝑢(𝑥1), 𝑢 ∈ 𝕂𝑑−1[𝑓]}
= {P(𝑓)(𝑥1), P ∈ 𝕂𝑑−1[X]}
= vect(𝑥1, 𝑓(𝑥1),… , 𝑓𝑑−1(𝑥1)) = E1

27 Une base de E1 est (𝑥1, 𝑓(𝑥1),… , 𝑓𝑑−1(𝑥1)) = (𝑥1, ψ1(𝑥1),… , ψ𝑑−11 (𝑥1)) donc ψ1 est cyclique.

28 Soit 𝑥 ∈ F. Pour tout 𝑖 ∈ ℕ, Φ(𝑓𝑖(𝑓(𝑥))) = Φ(𝑓𝑖+1(𝑥)) = 0 donc 𝑓(𝑥) ∈ F. Ainsi F est stable par 𝑓.

Soit 𝑥 ∈ E1 ∩ F. Comme 𝑥 ∈ E1, il existe (λ1,… , λ𝑑) ∈ 𝕂𝑑 tel que 𝑥 =
𝑑
∑
𝑘=1

λ𝑘𝑒𝑘. Comme 𝑥 ∈ F, λ𝑑 = 0. Puis en

appliquant successivement 𝑓, 𝑓2, …, 𝑓𝑑−1 à l’égalité précédente, on obtient λ𝑑−1 = 0, λ𝑑−2 = 0, …, λ1 = 0 (rédiger une
récurrence). Ainsi 𝑥 = 0E puis E1 ∩ F = {0E}.

29 On va montrer que KerΨ = F. L’inclusion F ⊂ KerΨ est évidente. Comme degπ𝑓 = 𝑑, 𝕂[𝑓] = 𝕂𝑑−1[𝑓]. On en
déduit que KerΨ ⊂ F. Ainsi E1 est un supplémentaire de KerΨ dans E. On en déduit que Ψ induit un isomorphisme de
E1 sur ImΨ. Mais comme dimE1 = dim𝕂𝑑 = 𝑑, ImΨ = 𝕂𝑑. Finalement, Ψ induit un isomorphisme de E1 sur 𝕂𝑑.

30 D’après le théorème du rang, dimF = dim KerΨ = dimE − rgΨ = 𝑛 − 𝑑. Ainsi dimF + dimE1 = 𝑛. Comme
E1 ∩ F = {0E}, E = E1 ⊕ F.

31 On peut raisonner par récurrence forte sur la dimension de E.

Initialisation Si dimE = 1, il suffit de prendre 𝑟 = 1 et E1 = E.
Hérédité Supposons le résultat acquis pour tout espace vectoriel E de dimension comprise entre 1 et 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ∗) et tout

endomorphisme de E. D’après ce qui précède, E = E1⊕F où la restriction de 𝑓 à E1 est cyclique et F est stable par
F.
On applique alors l’hypothèse de récurrence à F et l’endomorphisme 𝑓F de F induit par F. On peut alors écrire
F = E2 ⊕ ⋯ ⊕ E𝑟 où les endomorphismes des E𝑖 induits par 𝑓F sont cyliques et, pour tout 𝑖 ∈ ⟦2, 𝑟 − 1⟧, le
polynôme minimal de l’endomorphisme de E𝑖+1 induit par 𝑓F divise celui de l’endomorphisme de E𝑖 induit par F.
Mais, de manière générale, l’endomorphisme de E𝑖 induit par 𝑓F est également l’endomorphisme de E𝑖 induit par 𝑓.
Ainsi, avec les notations de l’énoncé, ψ𝑖 est cylique pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑟⟧ et P𝑖+1 divise P𝑖 pour tout 𝑖 ∈ ⟦2, 𝑟 − 1⟧.
Il reste seulement à prouver que P1 divise P2. D’après ce qui précède, P1 = π𝑓,𝑥1 = π𝑓. Mais comme P2 est le
polynôme minimal d’un endomorphisme induit par 𝑓, P2 divise π𝑓 = P1.

Conclusion Le résultat est vrai quelle que soit la dimension de E et l’endomorphisme 𝑓 de E.

32 Notons 𝑓1,… , 𝑓𝑟 les endomorphismes de E1,… , E𝑟 induits par 𝑓. L’application qui à (𝑔1,… , 𝑔𝑟) ∈
𝑟
∏
𝑖=1

C(𝑓𝑖) associe

l’unique 𝑔 ∈ ℒ(E) tel que 𝑔|E𝑖 = 𝑔𝑖 est bien définie, linéaire, injective et à valeurs dans C(𝑓).

Ainsi dimC(𝑓) ≥
𝑟
∑
𝑖=1

dimC(𝑓𝑖). Mais comme les𝑓𝑖 sont cycliques, dimC(𝑓𝑖) = dimE𝑖. Finalement, dimC(𝑓) ≥
𝑟
∑
𝑖=1

dimE𝑖 =

dimE = 𝑛.

33 Si on note 𝑑 = degπ𝑓. Alors 𝑑 = dim𝕂[𝑓] = dimC(𝑓) ≥ 𝑛. Mais 𝑑 ≤ 𝑛 donc 𝑑 = 𝑛. Notamment, (IdE, 𝑓,… , 𝑓𝑛−1)
est libre. On en déduit d’après la partie II.B que 𝑓 est cyclique.

34 Posons R(θ) = (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) pour θ ∈ ℝ.

D’après le théorème de réduction des isométries vectorielles, il existe une base orthonormale ℬ de E dans laquelle la
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matrice de 𝑓 est diagonale par blocs, avec pour blocs diagonaux I𝑝, −I𝑞 et 𝑟 blocs diagonaux R(θ𝑖) (θ𝑖 ∈]0, π[). On a alors

χ𝑓 = (X − 1)𝑝(X + 1)𝑞
𝑟
∏
𝑖=1

(X − 2X cos θ𝑖 + 1).

De la même manière, il existe une base ℬ′ de E dans laquelle la matrice de 𝑓 est diagonale par blocs, avec pour blocs

diagonaux I𝑝′, −I𝑞′ et 𝑟′ blocs diagonaux R(θ′𝑖) (θ′𝑖 ∈]0, π[). On a alors χ𝑓 = (X − 1)𝑝′(X + 1)𝑞′
𝑟′

∏
𝑖=1

(X − 2X cos θ′𝑖 + 1).

Comme χ𝑓 = χ𝑓′, l’unicité de la décomposition en facteurs irréductibles de ℝ[X] nous apprend que 𝑝 = 𝑝′, 𝑞 = 𝑞′, 𝑟 = 𝑟′
et, quitte à réordonner les θ′𝑖 (i.e. réordonner les vecteurs de la baseℬ′), cos θ𝑖 = cos θ′𝑖 i.e. θ𝑖 = θ′𝑖 (puisque θ𝑖, θ′𝑖 ∈]0, π[).
Ainsi 𝑓 et 𝑓’ ont la même matrice dans les bases respectives ℬ et ℬ′.

35 Supposons que 𝑓 est orthocyclique. Il existe donc une base orthonormale ℬ de E dans laquelle la matrice de 𝑓 est de

la forme CQ. Mais comme 𝑓 ∈ 𝒪(E) et ℬ est orthonormale, CQ est orthogonale. Posons Q = X𝑛 +
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘X𝑘. La dernière

colonne de CQ est orthogonale aux précédentes, ce qui donne 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛−1 = 0. La dernière colonne de CQ est

unitaire, ce qui donne
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎2𝑘 = 1 i.e. 𝑎20 = 1 i.e. 𝑎0 = ±1. On en déduit que χ𝑓 = Q = X𝑛 + 𝑎0 = X𝑛 ± 1.

Réciproquement supposons que χ𝑓 = X𝑛±1. Soitℬ0 une base orthonormale deE. Soit 𝑓′ ∈ ℒ(E) dont la matrice dans cette
base estCQ avecQ = X𝑛±1. On vérifie queCQ est bien orthogonale : la famille des colonnes deCQ est bien orthonormale.
Comme ℬ0 est une base orthonormale, 𝑓′ ∈ O(E). Par ailleurs, χ𝑓′ = X𝑛 ± 1 = χ𝑓. D’après la question précédente, il
existe des bases orthonormalesℬ etℬ′ de E dans lesquelles 𝑓 et 𝑓′ ont même matrice. NotonsA = matℬ′ (𝑓′) = matℬ(𝑓).
Comme ℬ et ℬ′ sont deux bases orthormées, la formule de changement de base donne l’existence de P ∈ O𝑛(ℝ) telle que
A = P⊤CQP. Par conséquent, matℬ(𝑓) = P⊤CQP. Notons ℬ1 la famille de vecteurs de E dont la matrice dans la base ℬ
est P⊤. Comme P⊤ est orthogonale,ℬ1 est une base orthonormale et, par formule de changement de base, matℬ1 (𝑓) = CQ.
Ceci prouve que 𝑓 est orthocyclique.

36 Comme 𝑓 est nilpotent, il existe une base (𝑒1,… , 𝑒𝑛) de E dans laquelle 𝑓 est triangulaire supérieure stricte. En
notant F𝑖 = vect(𝑒1,… , 𝑒𝑖), on a donc 𝑓(F𝑖) ⊂ F𝑖−1 pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ (on peut convenir que F0 = {0}). On applique
l’algorithme de Gram-Schmidt à cette base (𝑒1,… , 𝑒𝑛) et on obtient une base orthonormale (𝑢1,… , 𝑢𝑛) de E telle que
vect(𝑢1,… , 𝑢𝑖) = vect(𝑒1,… , 𝑒𝑖) = F𝑖 pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. Ainsi 𝑓(𝑢𝑖) ∈ 𝑓(F𝑖) ⊂ F𝑖−1 = vect(𝑢1,… , 𝑢𝑖−1) pour tout
𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. La matrice de 𝑓 dans la base (𝑢𝑛,… , 𝑢1) est alors triangulaire inférieure stricte.

37 Supposons que 𝑓 est orthocyclique. Il existe donc une base orthonormale (𝑒1,… , 𝑒𝑛) de E dans laquelle la matrice
de 𝑓 est de la forme CQ. Comme 𝑓 est nilpotent, χ𝑓 = X𝑛 = Q. La dernièr colonne de CQ est donc nulle de sorte que
rg𝑓 = rgCQ = 𝑛−1. Par ailleurs, Ker𝑓 = vect(𝑒𝑛) et comme (𝑒1,… , 𝑒𝑛) est orthonormale, (Ker𝑓)⟂ = vect(𝑒1,… , 𝑒𝑛−1).
Ainsi (𝑒1,… , 𝑒𝑛−1) est une base orthonormée de (Ker𝑓)⟂. Soit (𝑥, 𝑦) ∈ ((Ker𝑓)⟂)2. Alors

𝑥 =
𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖 𝑦 =
𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑦, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖

puis

𝑓(𝑥) =
𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑓(𝑒𝑖) =
𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖+1 𝑓(𝑦) =
𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑦, 𝑒𝑖⟩𝑓(𝑒𝑖) =
𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑦, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖+1

Comme (𝑒1,… , 𝑒𝑛−1) et (𝑒2,… , 𝑒𝑛) sont toutes deux orthonormées

(𝑥 ∣ 𝑦) =
𝑛−1
∑
𝑖=1

(𝑥 ∣ 𝑒𝑖)(𝑦 ∣ 𝑒𝑖) = (𝑓(𝑥) ∣ 𝑓(𝑦))

Inversement, supposons que 𝑓 est de rang 𝑛−1 et que ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ((Ker𝑓)⟂)2, (𝑥 ∣ 𝑦) = (𝑓(𝑥) ∣ 𝑓(𝑦)). D’après la question
précédente, il existe une base orthonormale (𝑒1,… , 𝑒𝑛) de E dans laquelle la matrice de 𝑓 est triangulaire inférieure stricte.
On a notamment 𝑓(𝑒𝑛) = 0E et comme rg(𝑓) = 𝑛−1, Ker𝑓 = vect(𝑒𝑛) en vertu du théorème du rang. Comme (𝑒1,… , 𝑒𝑛)
est orthonormale, (Ker𝑓)⟂ = vect(𝑒1,… , 𝑒𝑛−1).
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