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DEVOIR SURVEILLE N°15

 La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Probleme 1
On pose @(x, t) = e~ !0~ Pour tout (x,t) € R2,

Ig(x, O] = [e~t - %] = ¢t

Comme ¢ — e~ ! est intégrable sur R, on en déduit que ¢ — @(x, t) est intégrable sur R, pour tout x € R. En particulier,

f est vbien définie sur R.

t = e712 Ortr e /2 est intégrable sur

t—>+o00

Quel que soit p € N, t > tPe~" est continue par morceaux sur R et tPe~

R, donc t ~ tPe~" également. Ainsi T, est bien définie.
Par intégration par parties
+00
+
Doy =— [tp“e“]ooo +(p+ l)f tPe~t dt
0

Le crochet est nul par croissances comparées donc I, = (p + D)I,.
Comme I = 1, on montre par récurrence que I, = p! pour tout p € N (rédiger la récurrence).

E On applique un théoréeme de dérivation d’une intégrale a parametre.

* Pourtoutt € R, x = @(x,t) est de classe C* sur R.
dPo
3xP
* Soit p € N. Pour tout (x,t) € R X R,

* Pourtoutx € R, t — (x,t) = (it?>)Pep(x, t) est continue par morceaux sur R,

dPo )
— 2p,—t
%P (x, t)’ = t*Pe

eton a vu que ¢ — t?Pe~! était intégrable sur R,.

On en déduit que f est de classe C* sur R et que

(p) e P . e 2p ,—t(1—itx)
VpeN, Vx eR, fP(x)= ﬁ(x,t) dt =iP t“Pe dt
0 0

F®)(0)
Notamment, pour tout p € N, fP)(0) = iPT,, = (2p)!iP. En posant a, = o on a donc
%l _@p+2)t  p! _@Cp+1Cp+2)
lapl — (p+1!  (2p)! p+1 p—+oo

Le rayon de convergence de la série enticre Z apxP est donc nul en vertu de la régle de d’Alembert.
On sait que si f est développable en série entiere, alors elle est la somme de sa série de Taylor sur son intervalle ouvert de
convergence (non vide). Ce n’est pas le cas d’apres ce qui précede. Ainsi f n’est pas développable en série entiere.

http://1lgarcin.github.io 1


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

E Posons fi : x + e K1=KX) pour k € N. Pour tout k € N, f; est de classe G sur R. Fixons p € N.
Vx € R, fk(p)(x) = (ik?)Pek(1~ikx)

1
_ 1.2p .-k . £ 20—k 2 DI ..
donc || fplle = k“Pe™*. Par croissance comparée, k“Pe = 0(1/k*). Comme Z @ est une série a termes positifs

k—+c0
convergente, Z I f,‘f P)lls converge i.e. Z fk(p ) converge normalement et donc uniformément sur R. On en déduit que g est
de classe C* sur R et que

+00 +00
VpeN, Vx eR, gP(x)= )] fk(p)(x) =P k2Pekeik®x
k=0 k=0
+00
Notamment, gP)(0) = iP Z k?Pe=*_ Comme les termes de la somme sont positifs,
k=0

+0o0
1gP(0)] = Z k2Pe~k > p2Pe=p
k=0

puisque la somme est supérieure a chacun de ses termes et notamment a celui d’indice p.

D’apres la question précédente,

®)(0 2D =P
vpen, |8 ()‘Zp e
p! p!
Zpe_p
Posons a, = . Alors
p!
a 1\%
o] _ (B2) e+ vz (e
lap| p
a
On en déduit que lim | |Z+|1| = +o0. En vertu de la reégle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere
p—+oo p

g(p)(O)
!

Z a,xP est nul. Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere Z xP est nul également.
p=0
A nouveau, si g était développable en série entiere, alors elle serait la somme de sa série de Taylor sur son intervalle ouvert

de convergence (non vide). Ce n’est pas le cas d’apres ce qui précede. Ainsi g n’est pas développable en série entiere.

@ On vérifie que

1 1 1 1
weem, L o1(L 1)
1+x2 2i\x—i x+i

Récurrence laissée au lecteur.

D’apres les deux questions précédentes,

vx e R, o (x) = (=1)"p! < 1 1 )_ (=1Pp! (x4 P = (x — P+

20 \(x—ip+1 (x+0ptt) 2 (1 + x2)p+1
Soient p € R et x € R. Par propriétés de la conjugaison,

—  p#1
(x+iptl = x + i = (x — i)pHt

On en déduit que
(x + PP — (x — )PF! = 2i Im ((x + D)P*T)

Ainsi
|(x + D)PF — (x — i)PF!| = 2 |Im ((x + i)P+1)]

Or on montre classiquement que | Im(z)| < |z| pour tout z € C donc

p+1
|(x + DPFE — (x —D)PH < 2|(x + )PP =2]x + i[PT  =2(x2 + 1) 2
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D’apres la question précédente

() ' 2 ptl p'
1”0 < s 2D 7 = g
2(14x2) 1+x2)5
Or pour tout x € R*, 1 + x? > x? > 0 donc
| o® p!
Vp €N, Vx € R*, |cp (x)| < P
Remarquons que ¢4 (x) = ¢@;(ox) pour tout x € R. Ainsi
Vp eN, Vx € R, <p(p)(x) = ocpcp(p)(ocx)
D’apres la question précédente,
x ® loP*tp! _ p!
Vp €N, Vx € R¥, ‘cp (x)( < |Ofx|p+1 = X

Posons gy, : x = x™. Ainsi u, = a,q,Py,. D’apres la formule de Leibniz (valide car g, et Py, sont C= sur R),

p 14
p . P\ n
vp<nvxeR, uPx)=a, (k)q;")(x)q)égl Yo =a,), ( ) = o kod 0 (x0)
k=0

k=0 k (I’l

Si p €< [0,n—1], n—k > 0 pour tout k € [0, p]l. En évaluant 1’égalité précédente en x = 0, on obtient donc bien

(P)(O)
Pour les mémes raisons,

n
ugzn)(o) = an(n)"!CPc(xOn)(O) = n!anCPotn(O) = nla,

Fixons n € N* et p € [0, n — 1]).Par inégalité triangulaire,

& (p n— p n-
Vx ER, 1u<")(x))3|an|kZ=}o(k) e k)(x)’_v_—“() e el [P o)

puis en utilisant la question[13]

Vx € R*,

: (@ =K!  plxln—p+1 & (n
=V Z() o e = Z(k)

k=0
(1)< 2 ()
< =2"
2"plixln—p+1

Vn!

Les deux membres de I’inégalité définissant des fonctions continues de R, 1’inégalité est encore valide pour x = 0 (on peut
aussi invoquer le fait que les deux membres de I’inégalité sont nuls pour x = 0 en vertu de la question précédente).

Or0<p<n-—1donc

Ainsi
Vx € R*, |u51p)(x)( <

Fixons p € N. Soit a € R,. D’apres la question précédente,

2np!|a|n—p+1

oo,[—a,a]l \/ﬁ

2np!|a|n—p—1

NP

Posons k,, = . Alors

onsr _ 2lal
|kn| ‘/l’l+1 n—+o0o

Ainsi Z k, converge en vertu de la régle de d’Alembert. On en déduit que Z u(p ) converge normalement et donc

n>p+1
+00
uniformément sur [—a, a]. Ainsi Z u, est de classe CP sur U [—a,a] = R. Comme Z u, est également de classe
n=p+1 aeR, n=0

CP sur R en tant que somme finie de telles fonctions, U est de classe CP sur R.
Ceci étant valide pour tout p € N, U est de classe C*® sur R.
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I est clair que u,(0) = a,8 , pour tout n € N. Ainsi

+o0

U0) = ) un(0) = aq

n=0
De plus,
+00
U@ = 3 u(0)
n=0

Or on a vu a la question [15|que uslp)(O) =0pourn > pet ul(,p)(O) = pla,. Ainsi

p—1
U®(0) = pla, + >, uP(0)
n=0

(e . ‘ . . < a
On définit une suite de réels (a,,) et une suite de fonctions (u,,) par récurrence. On pose ay = by ety : X — 1—022
+ agx
puis, supposant ay, ..., ap_y €t Uy, ..., Up_; d€ja construits, on pose
p—1
1 ®)
ap = E(bl’_zu” (0)
: n=0
a,xP
Up: X > —————
1+ plapx?
+o00
On pose ensuite U = Z u,,. D apres les deux questions précédentes, U est C* sur R, U(0) = ag = b puis, pour p > 1,
n=0

p—-1
U®(0) = pla, + . u(0) = b,
n=0
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Probléeme 2
11 suffit de considerer la i*™ ligne dans 1’égalité AX = AX.
D’apres la question précédente,
n
Axiy = D @iy %
j=1
Par inégalité triangulaire
n
[Af]x, | < Z i, ;11
=1
puis par définition de i,
n
[Af]xg, | < (Z |ai0,j|) |, |
=1
Or x # 0 donc |x;)| = ||X[lo > 0. On en déduit que

n
[A] < Z |, jl
Jj=1

n
En notant S; = Z |a;, j|, on a donc
Jj=1
Al <S;, < max §;
1<i<n

ce qui est le résultat voulu.

A, (a, B) est une matrice symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans R d’apres le théoréme spectrale : toutes
ses valeurs propres sont donc réelles.

E Avec les notations de la question S; =S, =|a|l+|B| etS; = |a| + 2|B| pouri € [[2,n — 1]. On en déduit avec cette
méme question que |A| < |a| + 2|8].

Soit A une valeur propre de A, (0, 1). D’aprés la question précédente, A € [—2,2]i.e. A/2 € [—1, 1]. Or cos est continue
sur [0, 7], cos 0 = 1 et cos T = —1. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 6 € [0, 7] tel que A/2 = cos ©
i.e. A= 2cosb.

E Soit un entier n > 3. En développant par rapport a la premiere ligne :

X -1 0 0 X -1 0 0 -1 -1 0 0

-1 X -1 : -1 X -1 : X -1 :
Xa0) =] 0 -1 X 0 =X| 0 -1 X 0 -1 0

: —1 : -1 : -1

0 0 -1 X . 0 0 -1 X - 0 0 -1 X -

Le premier déterminant est a,_,(0,1) tandis qu’en développant le second par rapport a sa premiére colonne, on obtient
_XAn_z(O,l)' Ainsi
XAn(01) = XXAp_1(0,1) = XAp_5(0,1)

On en déduit que
Xan(0,1)(2X) = 2XXa,_10,0(2X) — XA,_,(0,1)(2X)

ou encore
U, = 2XU,_; —

n—2
Soit © €]0, 7t[. Il est clair que X, (o,1y = X donc U; = 2X puis

sin(0)U;(cos(0)) = 2 cos(6) sin(0) = sin(20)
donc

sin(20)

Uy (cos(8)) = Sin(o)
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X -1

1 = X? — 1 donc U, = 4X? — 1 puis

De méme, xa,(0,1) =

sin(0)U,(cos(8)) = 4 cos?(8) sin(0) — sin(B)
Par ailleurs

sin(36) = sin(2640) = sin(28) cos(8)+sin(8) cos(20) = 2 sin(8) cos?(8)+sin(8)(2 cos?(8)—1) = 4 cos?(8) sin(8)—sin(8) = sin(8)U,(cc

Ainsi in(36)
sin
Us(eos(®) = 5525
Supposons qu’il existe un entier n > 3 tel que
_ sin(n0) _ sin((n—1)0)
Up—1(cos(D)) = Sin(0) et Up—2(cos(8)) = ~sin(@)
Alors
sin(0)U,(cos(0)) = 2 cos(B) sin(6)U,,_; (cos(0)) — sin(0)U,,_,(cos(0))
= 2 cos(0) sin(n®) — sin((n — 1)0)
= 2 cos(0) sin(n®) — (sin(nd) cos(8) — sin(B) cos(no))
= cos(0) sin(nO) + sin(0) cos(no)
= sin((n + 1)0)
puis
_sin((n + 1)0)
Up(cos(9)) = @)
On a donc montré par récurrence double que
. _ sin((n 4+ 1)0)
Vn eN s Un(COS(e)) = Sln—@

D’apres la question précédente,

Jn jm sin(jm)
XAn(0,1 (2 COS( )) =U (cos( )) = KA
©n n+1 " n+1 Sin(]ﬂ)

n+1

On en déduit que

{2 cos (n]_-:—-cl)’ j€E |[1,n]]} C Sp(A,(0,1))

Par ailleurs, JT
n+1

deux a deux distincts. Comme A, (0, 1) posséde au plus n valeurs propres, on a donc

) . o jm
€10, 7t[ pour tout j € [[1,n] et cos est strictement décroissante sur 0, 7t[ donc les cos o) sont

{2 cos (njfl)’ jeln, n]]} = Sp(A,,(0,1))

@ 1 suffit de regarder les différentes lignes de I’égalité A,,(0, 1)x — 2 cos(8;)x = 0.

Le polyndme caractéristique associé a cette relation de récurrence linéaire homogene d’ordre 2 est
X2 —2cos(BPX + 1 = (X — %) (X — ™)

Puisque 6; €]0, [, les deux racines de ce polyndme sont distinctes. On sait de plus que

E = vect ((cos(k8))ken, (sin(k8))ken)

On en déduit que E est un R-espace vectoriel de dimension 2.
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Soit u € E telle que uy = u,; = 0. Il existe (A, B) € R? tel que
Vk € N, uy = Acos(kd;) + Bsin(kg;)

La condition uy = 0 donc A = 0.
Réciproquement, si u = Bsin(k6;) pour tout k € N. Alors u € E, ug = 0 et u,y; = sin(jm) = 0.
L ensemble recherché est donc vect ((sin(k8;))en)-

Quitte a poser X = x,,1; =0, la question@donne
Vk € [1,n], xi_1 —2cos(8)xy + X1 =0

Ainsi Xy, ..., X,41 sont les n + 2 premiers termes d’une des suites déterminées a la question précédente. Il existe donc
B € R tel que
Vk € [1,n], x; = Bsin(k6))

sm(ej)

o sin(20;)
Ainsi, en posant U = . s

sin(ng;)
Ejcos(6))(An(0, 1)) C vect(w)

Comme un sous-espace propre n’est jamais nul, on a en fait

EZ cos(ej)(An(Oa 1)) = Vect(u)

Si B =0, alors A,(a,0) = al,, donc Sp(A,(, 0)) = {a} et Eq(An(a, 0)) = M, 1 (R).
Si B # 0, on remarque que A, (a, ) = al,, + A, (0, 1). On en déduit donc que

Sp(An(a, B)) = {a + 2B cos 6}, j € [1,n]}

et que pour tout j € [[1,n],
Ea+26 cos ej(An(aa B) = VeCt(uj)

Un calcul par blocs donne
A B D 0, _ AD—-BC B _ AD—-BC B
cp/\-c1,/] \cbp-pcpD/ 0, D

Supposons D inversible. D’apres la question précédente et par propriété du déterminant :

car C et D commutent.

Cc D| |-C 1,

A B
0, D

_‘AD—BC B

Or le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des blocs diagonaux donc

D 0,
—C I,

AD-BC B

. = det(AD — BC) det(D)
n

= det(D) det(I,,) = det(D) et }

Ainsi

A B
b ‘ - det(D) = det(AD — BC) det(D)

Mais comme D est inversible, det(D) # 0 de sorte que

A B
CD

i = det(AD — BC)
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Remarquons que

det (D + %1,1) =(-1)" det<—D - %In) = (=1)"xp(=1/p)

Comme xp posséde un nombre fini de racines, il existe un nombre fini de p € N* tels que xp(—1/p) # 0. On en déduit

qu'il existe p, € N* tel que xp(—1/p) # 0 pour tout p > pyi.e. D + %In est inversible pour tout p > py.

1
Pour tout p > py. D + Eln est inversible donc on peut appliquer le résultat de la question :

A B 1
det 1 = det <A (D + —In) - BC)
C D+ -1, p
p
A B A B
1 e
C D+ EIn p~+o \ C D

Comme le déterminant est polynomial en les coefficients de la matrice, il est continu. Ainsi

De plus

Par continuité du produit matriciel

A<D+%In)—BC — AD - BC

p—>+oo

puis par continuité du déterminant

det (A (D + %In> - BC) — det(AD — BC)

p—+oo

Par unicité de la limite

A B
det = det(AD — BC)
CD
Soit u € C. Alors
_ ulh, —I,
xn(w) = M ul,

Comme —M et ul,, commutent, on peut appliquer le résultat de la question précédente :

n() = det(u?I, — M) = xm(u?)

Ainsi
HESPN) = xn(W) =0 = xu(?) =0 < u*> € Sp(M)

On en déduit que
Sp(N) = {u € C, p? € Sp(M)}

M) =)= ()=o)

X x
De plus, x # 0 car x est un vecteur propre donc ( ) # 0. Ainsi ( ) est bien un vecteur propre de N associé a la
ux ux

Un calcul par blocs donne

valeur propre W.
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Supposons M diagonalisable et inversible.

La question précédente montre que si @ € Sp(N), alors I’application x +— ( ) est une application linéaire de E2(M)

ux
dans E,(N). Cette application est clairement injective (considérer le noyau). On en déduit que dim(E,2(M)) < dim(E,(N)).
De plus, d’apres la question [I8]
> dimE,(N) = > dim E,,(N)
neSp(N) HeC, u2esp(M)
On en déduit que
>, dimEy(N) > > dim E,2(M)
nesp(N) HeC, p2esSp(M)
Mais comme M est inversible les valeurs propres de M sont non nulles. Ainsi pour tout A € Sp(M), il existe exactement
deux complexes u € C tels que u? = A. On en déduit que

D> dimE,N)>2 > dimE;(M)
uesp(N) AeSp(M)

Or M est diagonalisable donc Z dim E; (M) = n de sorte que

AeSp(M)
>, dimE,(N) > 2n
nesp(N)
Mais comme N € M, ;(C),
>, dimEy(N) <2n
nesp(N)
Finalement z dimE(N) = 2n et N est diagonalisable.

neSp(N)
A nouveau, 0 & Sp(M) et Sp(M) = {u € C, u? € Sp(M)} donc 0 & Sp(N) et N est inversible.

X, 1 0 0 10
1 ,
' X2

A , 0 001

X = = X5 = 51 00 X = BX

x —
/1, —2x1+x2 1 200
x —
2 X1 — 2x,

0, L
avec B = .
Ay(—2,1) 0,

Le théoreme de Cauchy linéaire stipule que 1’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 4.

On a xa,(0,1) = X% +4X + 3 = (X 4+ 1)(X + 3). On en déduit que Sp(A,(0,1)) = {—1, —3}. La question |18/ montre
que Sp(B) = {i, —i, i3, —iv/3}.

Comme A,(0, 1) est inversible et diagonalisable, B est également inversible et diagonalisable en vertu de la question pré-
cédente (on peut aussi remarquer que B possede 4 valeurs propres distinctes).

1 1
On vérifie que ( 1 ) et ( ) ) sont des vecteurs propres de A,(—2, 1) associés respectivement aux valeurs propres —3

1 1 1 1

-1 -1 1 1
et —1. D’apres la question |19} ) g , _|et] . |sontdes vecteurs propres de B associés respectivement
—l\/g l\/g —i i

w3 )\ -iv3 )\ =i i
aux valeurs propres —i\/g, iV 3, —i et i. Ces quatre valeurs propres étant distinctes, la famille de ces vecteurs propres est
libre : c’est donc une base de M ;(C). On peut donc poser

1 1 1

S B T

b= —i3 W3 —ii
W3 -3 —ii

_
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Le systeme Y’ = DY équivaut a

% =-iV3y

Y3 =—iy;
Ya=1ys
On en déduit que les solutions sont les fonctions
ae~ V3t
beiV3t
t it , (a,b,c,d) e C*
ce”
deit

En posant X = P71Y, le systtme X’ = BX équivaut 2 Y’ = DY. La question précédente montre alors que les solutions
sont les fonctions

qe~ V3t ae~ V3t pelV3t | comit 4 geit

be!V3t —ae~ V3t _ peiV3t 4 cemit 4 it
e P ce it || —iav3e= V3t + ib[3elV3t — ice~it + idelt
deit iay3e~ V3t — ip\/3eV3t — jeemit 4 jdelt

1l existe donc (a, b, c,d) € R* tel que

X, () = ae~ V3t 4 peiV3t 4 ce~it 4 det

x,(t) = —ae~ V3t — peiV3t 4 ceit 4 deit

X)) = —iaV3e~ V3t 4 ib[3e!V3t — jcemit + idelt
xXy(t) = ia\/3e= V3t — ib\/3eV3t — jce—it 4 idelt

Vt € R,

Les conditions initiales (x;(0), x,(0), x1(0), x5(0)) = (1,0, 0, 0) donnent

a+b+c+d=1
—a—-b+c+d=0

—ia\3+ib\V3—ic+id=0
ia\/3 —ib\/3 —ic+id =0

En additionnant les deux premieres lignes et les deux derniéres lignes, on obtient 2¢ + 2d = 1 et —2ic + 2id = 0 de

sorte que ¢ = d = vh En soustrayant les deux premiéres lignes et les deux dernieres lignes, on obtient 2a + 2b = 1 et

1
—2ia\/§ + 2ib\/_ =0desortequea=>b = T Finalement

x(t) = % cos(\/gt) + % cos(t)

Vt e R, 1 1
x,(t) = -3 cos(\/gt) + > cos(t)

http://1lgarcin.github.io 10


http://lgarcin.github.io

