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DEVOIR SURVEILLE N°16

 La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.

* On prendra le temps de vérifier les résultats dans la mesure du possible.

e Les calculatrices sont interdites.

Solution 1

BX
1. On montre par récurrence que AB¥ = BXA commutent pour tout k € N. En posant S,, Z R AS,, = S, A pour

tout n € N. Les applications X € M, (K) — AX et X € M,(K) » AX sont linéaires et Mn([K) est de dimension finie
donc ces applications sont continues. Ainsi lim AS, = A( l1m Sp) = AeB et hm SpA = ( lim S,A = eBA.On

n—+oo n— n—+oo

en déduit que Ae® = ePA.

2. Lapplication (X,Y) € M,(K)?> — XY est bilinéaire et M, (IK) est de dimension finie. De plus, les applications fy g
et f_g sont de classe C! sur R. On en déduit que g = f),pf_p est de classe C! sur R et que

Vi ER, g'(t) = farp(Df B + fasn()f () = (A + B)e!A+Ble~B — ol (A+BIBo=(B

Comme A et B commutent, t(A + B) et B commutent pour tout ¢ € R et, d’apres la question précédente, e (A+B) ot B
commutent également. Ainsi

Vt € R, g/(t) — (A + B)et(A+B)e—tB _ Bet(A+B)e—tB — Ag(t)
X' =AX
De plus, g(0) = I,, = fa(0) donc f et g sont solutions du méme probléme de Cauchy linéaire { . Par unicité

X(0) =1,

de la solution d’un probléme de Cauchy, g = f5. Ainsi,
Vit € R, et(A+B)e—tB — otA

En choisissant A = 0 qui commute avec toute matrice B, on obtient elBe—tB — I,,. Ainsi e~ !B est inversible d’inverse
‘B En multipliant 1’égalité e!(A+B)e—tB = oA 3 droite par e'B, on obtient bien e!(AtB) = etAe!B,

3. On suppose que fa,p(t) = fa(t)fg(t) pour tout t € R. Pour les mémes raisons qu’a la question précédente, fy fg est de
classe C! sur R et on obtient en dérivant :

Vt € R, (A + B)e!(AtB) = AptAptB | otAB!B

Pour M € M, (K), I'application X € M, (IK) — MX est linéaire donc si f: R = M,(K) est de classe C!, Mf I’est
également et sa dérivée est Mf”. Les applications (A + B)fa,g. Afa et Bfg sont donc de classe C! et en dérivant la
derniére relation, on obtient :

Vi € R, (A+B)2et(A+B) — AZetAetB +AetABetB +AetABetB +etABZetB — AZetA +2AetABetB +B2etB

En évaluant en 0, on obtient :
(A+B)? = A2 +2AB + B?

ou encore
A%+ AB + BA + B2 = A2 + 2AB + B?

ou encore BA = ABi.e. A et Bcommutent.
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4. Soit A € M, (K). Par inégalité triangulaire et homogénéité de la norme

Z IIAk [

A T’aide des propriétés ?? et 2?2, on prouve aisément par récurrence que ||A¥|| < ||A[¥ pour tout k € N. Ainsi

+o00

A” - k'

lle

k_

+00 k
et < 3, 1 = et
k=0 '

5. Comme A est trigonalisable dans M, (C), il existe P € GL,(C) et T € M, (C) triangulaire supérieure telles que
A = PTPL. D’aprés un résultat admis dans 1’énoncé, e = PeTP~1. Comme le déterminant est un invariant de
similitude, det(e®) = det(eT). En notant 44, ..., A,, les coefficients diagonaux de T, e? est encore triangulaire supérieure
et ses coeflicients diagonaux sont eM, ... et Ainsi

n n
det(e™) = [ et = exp (Z Ai) = ¢t(T)
i=1 i=1

Comme la trace est également un invariant de similitude, tr(T) = tr(A), ce qui permet de conclure.

it = oo ()] o ()]

Xkl < exp < ”A”>exp <@) = exp ( Al -]: ||B||>

A+B
Vil < exp (1221)

Par inégalité triangulaire et croissance de I’exponentielle, on obtient

Al +|IB
1Yl < exp(Lk””>

6. D’apres la propriété ??,
puis avec la question[d]

La question ] donne aussi

7. Pour A € M, (K), fa est de classe C? sur R donc, par opérations h = fy fz — fa4p est de classe €2 sur R. D’apres la
formule de Taylor-Young

h(t) = h(0) + 1'(0) + O(t?)

De plus, h(0) = 0, et pour tout t € R, h'(t) = Ae!Ae!B + e!ABe!B — (A + B)e!A+B) donc h'(0) = 0,. Ainsi
h(t) = o(t?).
On en déduit que X, — Y = h(1/k) = O1/k>).

—+00

8. Par télescopage,

k-1 k-1
S X%~ Y1 = XY syt = xfvp - vk = X v
i=0 i=0

On en déduit que

k-1
I = YE < Y [XE Rk — Y vE
i=0

par inégalité triangulaire

k-1
< 20 Il I = il
i=0
k-1 i+k—i
A B
<Xk — Yl Z exp (LZ””) d’apres la question [6]
i=0

= klIX)c — Yill exp([| All + [[BI)
D’apres la question précédente, Xﬁ — Y,’g = ©O(1/k). Notamment, lim Xk Y,’(‘ = 0. Or pour tout k € N*,
k—+oo k—+o
Y,’f = exp(A + B) donc
lim exp (%A) exp <%B> = exp(A + B)

k—+o
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9.

10.

11.

12.

13.

D’apres la question 5]

Asr,m®) = {M € M, (R) | Vi € R, det(exp(tM)) = 1}
={M € M,(R) | Vt € R, "™ =1}
={M e M,(R) |Vt € R, ttr(M) = 0}
= {M € M,(R) | (M) = 0}

n k

M
Montrons d’abord que pour M € M,(R), (eM)T = eM'. Posons S, = > = o de sorte que lim S, eM. La
k=0 n—->+oo
transposition est linéaire sur M, (R) donc continue sur M, (R) puisque M,,(R) est de dimension finie. Ainsi lim S =

n—-+oo
(eM)T par caractérisation séquentielle de la continuité. Mais par propriétés de la transposition,

kKT Tk
Z 09T _ $2 D
k! n—+oco

L . T
Par unicité de la limite, (eM)T = eM .

Soit maitenant M € A,(R). Alors, pour tout t € R,

.
eM(etMYT — otMotMT _ otMo—tM _ [

donc e™ € 0,(R) de sorte que M € Ag, ().
Réciproquement, soit M € Aq_ (r)- Alors, pour tout ¢ € R, eM e 0,(R)ie.

vVt € R, eM(eM)T =1,

et donc, comme précédemment
Vi € R, eMeMT =,

Pra bilinéarité de la multiplication matricielle, t +— etMetM est de classe Gl et on obtient en dérivant la relation
précédente :

Vt € R, MeMeM' 4 oMMTM' —
En évaluantent =0,onaM +MT =0ie. M € A,(R).
Par double inclusion, Ag, r) = A, (R).

Pour tout t € R, !® =1,, € G donc 0 € Ag.
Soient (A, B) € A% et (A, t) € R3. Par définition de Ag, pour tout k € N*, e*A’k € G et e'*B/* € G. Comme G est
un sous-groupe de GL,(R), (e*A/kettB/kYk e G pour tout k € N*. D’apres la partie précédente

exp(tAA + tuB) = knm (etAA/kgtuB/kyk
—>+00

Comme G est fermé, exp(tAA + tpuB) € G par caractérisation séquentielle des fermés. On en déduit que AA+uB € Ag.
En conclusion, Ag est bien un sous-espace vectoriel de M, (R).

Soit t € R. Alors e7*A = (e!A)~! et, d’aprés un résultat admis dans 1’énoncé,

Vs € R, exp(su(t)) = exp(e!A(sB)etA) = elAesBetA

sB —tA

Comme A et B appartiennent a Ag, eA, B et e

es*(t) e G pour tout s € Rie. u(t) € Ag.

appartiennent a G. Puisque G est un sous-groupe de GL,(R),

Par opérations, u est de classe C! sur R et notamment dérivable en 0. Comme u est 4 valeurs dans le sous-espace

vectoriel Ag,
vt € R*, u(®) — uo) _[ u© €A

De plus, Ag est fermé en tant que sous-espace vectoriel de dimension finie donc

u'(0) = lim un) —u© eA

t—>0 t

Or pout tout t € R,
u'(t) = Ae!ABe ™A — e!ABAe ™A

donc u’'(0) = AB — BA = [A, B]. Finalement, [A, B] € Ag.
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14.

15.

16.

17.

18.

Soit M € Ag. Posons y: t € R + e™. Alors y est a valeurs dans G, dérivable, y(0) = I, et y'(0) = M donc
M € % (G).

M est trigonalisable dans M,(C). 1l existe donc P € GL,(C) et T € M,,(C) triangulaire telles que M = PTP~!. Par
conséquent
Vt € R, Sp(t) = det(P(I,, + tT)P~!) = det(I,, + T)

Notons Ay, ..., A, les coefficients diagonaux de T. Alors
n
Vt € R, %ﬂﬂ_IIO+¢A) +1) 4 +o(t)
Jj=1 J=1

Ainsi &y est dérivable en 0 et

M) =>4 = tr(T) = tr(M)
Jj=1

Notons vy : ¢t € R = I, + tM de sorte que dy; = detoyy. D aprés I’énoncé, det est différentiable en tout point et y
est évidemment derlvable sur R donc on peut écrire par composition

(M) = 8, (0) = ddet(yy(0)) - Yi(0) = ddet(T,)) - M
Ceci signifie que ddet(I,,) est bien I’application «trace».

On a toujours Ag C %, (G) d’apres la question

Soit M € J, (SL,(R)). Il existe alors ¢ > 0 et y] — €,e[— SL,(R) dérivable telle que y(0) = I, et y'(0) =
Notamment, pour tout t € R, det(y(¢)) = 1. L’application det oy est dérivable puisque det est différentiable en tout
point et y est dérivable sur R. Notamment, (detoy)'(0) = 0 ou encore ddet(y(0)) - y'(0) = 0 i.e. tr(M) = 0. On en
déduit avec la questionE]que I, (SL,(R)) C Agy,, (r)- Par double inclusion, % (SL,(R)) = Asgy, (r)-

Soit M € J, 0,(R)). Il existe alors € > 0 et Y] —¢, e[~ O,(R) dérivable telle que y(0) = I,, et y'(0) = M. Notamment,
pour tout t € R, y(t)y(t)" = I,,. La multiplication matricielle est bilinéaire, la transposition est linéaire et M, (R) est
de dimension finie, ce qui permet d’affirmer que ¢ : t = y(t)y(t)" est dérivable sur R. De plus,

VtER, ¢'() =YY +y(®)Y'()T =0

Notamment

YOO +y(0)y'(0)" =0
ouencore M+M T = 0.On en déduit avec la questionque I, (0,(R)) C Asgy,, (r)- Par double inclusion, J, (0,(R)) =
Ao, ®)-

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé 2 A. On a donc ¥, = xa = (X — a)(X — B)?. Puisque o # B, (X —
o) A(X — B)? = 1 donc, d’apres le lemme des noyaux

Kerx,(u) = Ker(u — aIdgs) @ Ker(u — o Id¢s)?

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, X, (1) = 0 donc C3 = F@G avec F = Ker(u—alId¢s) et G = Ker(u—o Ides)?.
On sait que la dimension d’un sous-espace propre est inférieure ou égale a la multiplicité de la valeur propre associée
donc dim F = 1 puis dim G = 2. On se donne un vecteur non nul e¢; de F. Comme G est stable par u, on peut considérer
I’endomorphisme ug de G induit par u. Comme C est algébriquement clos, ug est trigonalisable. Il existe une base
(ey,e3) de G dans laquelle la matrice S de ug est triangulaire. De plus, (X — 8)? annule ug donc {8 est I’unique valeur
propre de ug. Les coefficients diagonaux de S sont donc égaux a . Comme C3 = F @ G, (e, e,, e3) est une base de C3
et la matrice de u dans cette base est bien de la forme voulue.

fa 01
0

00
B"1, + naf" !N pour n > 1. Finalement, T® = I, et, pour n > 1,

On adonc S = = BI, + aN avec N = ( ) Comme N? = 0, la formule du bindme donne S" =

a® 0 0
™ = 0 6}1 naﬁn—l
0o 0 p"
Or
+00 +00 too
o man ngn—1 e
— = el® E; =elf Z na 6 at . ate'f
n=0 n n=0 n n=0
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19.

20.

21.

22,

On en déduit que

ef* 0 0

o T B roth
e =Z l =| 0 e'P ate
n=0 0 0 eff

Il est alors clair que lim e‘T = 0 si et seulement si Re(cr) < 0 et Re() < 0.
t—>+o0

Il existe P € GL;(C) telle que A = PTP~L. On a alors e = Pe!TP! et ¢!/T = P~1e!AP. Comme M;(C) est de
dimension finie, les endomorphismes X € M;(C) — PXP~! et X € M;(C) ~ P~XP sont continus. On en déduit que

e'A — 0siet seulement si e!T — 0.
t—>+o00 t—>+o00
Finalement, lim e = 0 si et seulement si Re(at) < 0 et Re(B) < 0.
t—>+o00

Soit W une valeur propre de A de partie réelle maximale i.e. Re(u) = o. On montre facilement par récurrence que
AMu = u"u pour n € N puis que fy()u = e'Au = e*u pour tout t € R. Puisque lim fy(t) = 0, lim e*u = 0.
t—>+oo t—>+o0
Comme u # 0, lim e* = 0etdonc a = Re(u) < 0.
t—+0o

Comme x4 est scindé sur C, xp = H (X — 1), Les polyndmes (X — A)™* sont premiers entre eux deux a deux

AeSp(A)
donc, d’apres le lemme des noyaux

Kerxa(d) = @ Ker(aA-a1)™ = P B

AeSp(A) AeSp(A)
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x5 (A) = 0 donc Kerxs(A) = C™.

Soit A € Sp(A). Comme u commute avec (u — AIdg)™* (Clu] est une algeébre commutative), E, est stable par u.
Notons u, I’endomorphisme de B, induit par u. Comme (X — 1)™* annule u;,, A est I’'unique valeur propre de u;,. u; est
trigonalisable car C est algébriquement clos donc il existe une base B, de F, dans laquelle la matrice de u est Al, + N,
out dj = dimE, et N, est triangulaire stricte.

Comme E = @ E,, la concaténation des bases B, forme une base B de E. La matrice de u dans cette base est D+ N

AeSp(A)
ou D est la matrice diagonale par blocs avec pour blocs diagonaux Alg, et N est la matrice diagonale par blocs avec

pour blocs diagonaux N, . La matrice A est donc semblable a D + N, d’ou I’existence de la matrice P de 1’énononcé.
La matrice D est bien diagonale et la matrice N est nilpotente car triangulaire stricte. Chaque bloc Alz, commute
évidemment avec le bloc N, donc D et N commutent. Enfin, comme les N, sont triangulaires strictes,

XA = XD+N = H XAIdA+N;L = H XMdA = XD

A€Sp(A) A€Sp(A)
REMARQUE. On a donc H X -Am = H (X — )%, ce qui permet de retrouver le résultat connu
AESp(A) AeSp(A)

dlIIlEL = d)L =m,.

Notons q I’indice de nilpotence de N. Comme D et N commutent,

Vit € R, et(D+N) — ptDptN

D’une part,
etD = diag(eM?, ..., eMnt)
ot A, ..., A, sont les coefficients diagonaux de D i.e. les valeurs propres de A. Donc e!® = ©(e™).
t—>+00
D’autre part,
q-1 kengk
oS N
!
= k!
donc eN = ©(t971). Puisque
t—>+00
D+N D D1 otN
le! PN = [jePeN|| < [P
On en déduit que e!®P+N) = (9(¢a-1eat),
t—+4o00

Enfin, etA = Pe!(P+N)p-1 qonc
le“A]l < [[PIIP~Y||[le" P+
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23.

24,

25.

26.

A _

tA”00 —

de sorte que e O(t91e*). Toutes les normes sur M, (C) étant équivalentes, on a également ||e

Ot 1e*) donc

t—>+o00

v(@i, j) € [[Ln]]z, v () = Ot 1e%t)
t—>+o0o
11 suffit alors de poser p = q — 1.

REMARQUE. On rappelle que pour une application f : R — E ol E est un K-espace vectoriel normé de dimension
finie et une applicationg: R — R, f (t) = (g(t)) signifie qu’il existe une constante C tel que || f(¢)|| < C|g(®)|
—+00

pour ¢ au voisinage de +oo. Les normes sur E étant équivalentes, cette définition ne dépend pas de la norme
considérée.

Sia < 0,alors lim tPe* = 0 par croissance comparées. On en déduit que
t—>+oo

V(i j) € [1,n]?, lim v, () =0
t—+o0
Ainsilim f, =0
+0o0

REMARQUE. Il est en fait inutile de raisonner sur les coefficients puisqu’on a montré a la question précédente que
fa) = o(tPe™).
t—>+o0

SiX =0, e "X = 0 pour tout t € R donc lim e!AX = 0.

t—>+o00

Réciproquement, supposons que lim eAX = 0ie. lim Pe!TP~!X = 0 en posant T = D + N. Par continuité de
—>+oo t—=>+00

la multiplication & gauche par P~1, on a donc lim e!TY = 0 avec Y = P~1X. Supposons que Y # 0 et posons
t—>+oo
k = max{j € [1,n] | Y; # 0}. Alors (e'TY), = ehk‘yk > Ocequiest absurde puisque e RO |y | > [y]

pour t > 0. Ainsi Y = 0 puis X = PY = 0.

My | = e

Les polyndmes Py, P; et P, sont premiers entre eux deux a deux (pas de racines communes). De plus, xo = P;P,P,, donc,
d’apres le lemme des noyaux et le théoreme de Cayley-Hamilton

E = Kerxa(A) = KerP(A) @ KerP(A) @ KerP,(A) =E;®E, DE,

E; est stable par u; notons v I’endomorphisme de Eg induit par u. De méme, E; @ E,, est stable par u; notons w
I’endomorphisme de E; @ E,, induit par u. Soit X € E. Il existe alors (Y,Z) € Eg X (E; @ E,,) tel que X = Y + Z. Pour
toutt € R,

e'AX = ef(X) = e!V(Y) + e'(Z)
Comme P, annule v, v n’a que des valeurs propres de parties réelles strictement négatives donc lim ef’(Y) = 0

t—>+00
Comme w n’a que des valeurs propres de parties réelles positives,

lim eAX =0

t—>+o00
< lim e%(Z)=0

t—>+o0
—Z=0 d’apres la question précédente
— X €eE;

On a donc bien
ES={XeE| lim efAX=0}
t—=>+o0
On notera ug, u; et u, les endomorphismes respectifs de Eg, E; et E,, induits par u.
Soit X € E. Il existe alors (X, X;, X;) € Eg X E; X E,, tel que X = X + X; + X,.
Supposons que X € E,,. Alors Xy = X; = 0 puis

e!AX = ef*(X) = ef¥n(X,,)

On reprend les calculs de la question 22]: on écrit u, = v, + w, ol v, et w, sont respectivement diagonalisable et
nilpotent et commutent (interprétation en termes d’endomorphismes de la question21). Les valeurs propres de d,, sont
toutes imaginaires pures donc e/ = (9(1). w, est nilpotent donc e!¥n = A(tP) ot p+1 est I'indice de nilpotence

t—>+o00 [—+oo0
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de w,. Ainsi ef#n = efVne!Wn = O(tP) puis e!AX = e¥n(X,)) = ©O(tP). On en déduit aisément 1’existence d’une
t—>+o0 t—*o0

constante C telle que
Vi € R, [[eAX]|g < C(1 + |t])P

Réciproquement, supposons qu’il existe p € N et C € R} tels que
Vt € R, [eAX|g < C(1 + |t])P

A nouveau,
etAX = e¥(X) = e'¥s(Xy) + e™i(X;) + ef#n(X,,)

Puisque Py annule ug, Sp(u,) C {A € Sp(A), Re(d) < 0}. De méme, Sp(y;) C {A € Sp(A), Re(A) > 0} et Sp(u,) C
{A € Sp(A), Re(A) = 0}.

REMARQUE. On pourrait méme prouver les égalités mais ce n’est pas nécessaire pour la suite. Il s’agit essentiel-
lement de remarquer que les valeurs propres de ug sont toutes de parties réelles strictement négatives, celles de u;
de parties réelles strictement positives et celles de u,, de parties réelles nulles.

Si E; = {0}, alors X; = 0. Sinon, E; posséde au moins une valeur propre et on note alors a = N mi(n )Re(?») > 0. Pour
€Sp(u;
tout t € R,

e~ %e'AX = exp(t(us — aldg))(X;) + exp(t(w; — aldg))(X) + exp(t(u, — aldg, )(X,)

Par croissances comparées, lim e~%e!AX = 0. De plus,
t—+o00

Sp(us — aIdEs) ={A—a, A € Sp(uy)}
donc ug — aldg, ne possede que des valeurs propres de parties réelles strictement négatives. On en déduit que
lim exp(t(us — aldg))(X;) =0
t—+00
De méme, u,, — aldg, ne possede que des valeurs propres de parties réelles strictement négatives donc
lim exp(t(u, —aldg,))(X,) =0
t—+o0

On en déduit que
lim exp(t(y; — aldg))(X;) =0
t—>+o00 !

Comme u; — aldg; ne possede que des valeurs propres de parties réelles positives, X; = 0.

De la méme maniére, si Eg = {0}, alors X = 0. Sinon, on pose b = N rrsla(x )Re(?u) < 0 et on remarque que
e5p(uUg

eP'e™AX = exp(t(b1dg, —uy))(X;) + exp(t(b Idg, —u))(X;) + exp(t(b1dg, —u,))(X,)

b

A nouveau, lim eP’e™'AX = 0 par croissances comparéees et b Idg, —u; et b1dg, —uy, ne possédent que des valeurs

t—>+
propres de partigg réelles strictement négatives donc
lim exp(t(bldg, —u;))(X;) = lim exp(t(bldg —u,))(X,) =0
t=+00 ! t—>+00 "

On en déduit que
lim exp(¢(bIdg, —us))(X,) = 0
t—+o0

Comme b Idg, —ug ne possede que des valeurs propres de parties réelles positives, X = 0.

Finalement, X; = X; =0donc X =X,, € E,,.
On a donc le résultat souhaité par double inclusion.
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