INTERROGATION ECRITE N°07

NOM : Prénom : Note :

1. Montrer qu’une boule ouverte d’un espace vectoriel normé (E, || - ||) est un ouvert.

Considérons la boule ouverte B(a,r) o a € E et r € R%. Soit x € B(a, r). Posons € = r — || x — al|. Soit y € B(x, €). Alors
ly—al <lly=xll+lx—al <e+lx—al=r

Ainsi y € B(a,r). On en déduit que B(x,€) C B(a,r), ce qui prouve que B(a,r) est un ouvert. |

+o00 (_1)n
2. SoitS: x - Z . Montrer que S est de classe C! sur R%.
n+x

n=0
Posons f, . x — iy Soit x € R%. Alors la suite (f,,(x)) est décroissante de limite nulle. D’aprés le critére spécial des séries

alternées, Z(—l)”fn(x) converge. Ainsi Z(—l)"fn converge simplement sur R;..
Pour tout n € N*, f,, est de classe C* sur R’ et

1

Vx € Ry, folx) = Ttx2

Pour tout n € N*,
, 1
D" fillo = po)

donc la série Z (=) f,, converge normalement et, a fortiori, uniformément sur R.
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On en déduit que x — z (-D"f.(x) = S(x) — p est de classe C! sur R%. Enfin, comme x — p est de classe C' sur R, S I’est
n=1
également. B



3. Montrer que Q est dense dans R.

[nx|

Soit x € R. Posons u, = =, pourn € N*. Par encadrement de la partie entiére,

vn e N*, nx —1 < |nx| < nx

puis
1
VneN*,x—E<un§x

Par théoréme des gendarmes, lim u, = x. On en déduit que Q est dense dans R. [ |
n—>+oo
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4. Soitl: x Z — . Déterminer la limite de { en +oo.
n=1 nx

1 1
Posons f,,: x — e Alors || fullco,[2,400[ = P On en déduit que Z fn converge normalement et donc uniformément sur [2,+o0].

1 sin=1
De plus, pour tout n € N*, lim f,, = { ) .Par théoréeme d’interversion série/limite,
+00 0 sinon
+o00
lim¢ = limf, =1
+00 C nz=:l +oo fn
|
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5. On munit R[X] de la norme || - ||, définie par Z a, X" = max |a,|. Montrer que I’endomorphisme D : P € R[X] — P’ n’est
= ne
pas continu. a
T i - ek — g oai e IPEe _ o ,
Pour tout k € N, |[X|| = 1 et [ DX")||eo = |kX* o = k. Ainsi W =k — +00. On en déduit que D n’est pas un
00 k—+0c0

endomorphisme continu de (R[X], | - [l1)- |



