
Interrogation écrite n°08

NOM : Prénom : Note :

1. Montrer que GL𝑛(ℝ) est un ouvert de ℳ𝑛(ℝ).
L’application M ∈ ℳ𝑛(ℝ) ↦ det(M) est continue car det(M) est polynomial en les coefficients de M.
Or GL𝑛(ℝ) est l’image réciproque de l’ouvert ℝ∗ par l’application continue det donc GL𝑛(ℝ) est ouvert. ∎

2. Montrer que 𝕌 est connexe par arcs.
Comme ℝ est un intervalle, il est connexe par arcs. Ainsi 𝕌 est connexe par arcs en tant qu’image de ℝ par l’application continue
θ ∈ ℝ ↦ 𝑒𝑖θ. ∎

3. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit 𝑓 ∈ ℒ(E). Montrer que l’application φ∶ 𝑥 ∈ E ↦ ‖𝑓(𝑥)‖ admet un
maximum sur B = {𝑥 ∈ E, ‖𝑥‖ ≤ 1}.
Comme E est de dimension finie, l’endomophisme 𝑓 est continu. Par inégalité triangulaire, la norme est 1-lipschitzienne et donc
continue sur E. Ainsi φ est continue par composition. Enfin, B est une boule fermée donc elle est fermée et bornée. Comme E est
de dimension finie, B est compacte. On en déduit que l’application continue φ admet un maximum sur le compact B. ∎



4. On admet que l’application (P, Q) ∈ ℝ[X]2 ↦ ⟨P,Q⟩ = ∫
1

−1
P(𝑡)Q(𝑡) d𝑡 définit un produit scalaire sur ℝ[X]. Déterminer un base

orthonormée de ℝ2[X].
On va utiliser le procédé de Gram-Schmidt pour orthonormaliser la base canonique (1, X, X2) en un base orthonormée (P0, P1, P2)
de ℝ2[X].
On pose tout d’abord P0 =

1
‖1‖ =

1
√2

. Il est clair que ⟨1, X⟩ = 0 donc il suffit de poser

P1 =
X
‖X‖ = X√3/2 = X√6

2

Enfin, on pose
Q = X2 − ⟨X2, P0⟩P0 − ⟨X2, P1⟩P1 = X2 − ⟨X2, P0⟩P0 = X2 − 1

3
et

P2 =
Q
‖Q‖ =

√45/8 (X2 − 1
3) =

3√10
4 (X2 − 1

3)

∎

5. On munit ℝ3 de son produit scalaire usuel. On considère le projecteur orthogonal de ℝ3 sur le plan F d’équation 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0.
Calculer la matrice M de 𝑝 dans la base canonique de ℝ3.
Remarquons que 𝑢 = vect(1, 1, 1) est un vecteur directeur de F⟂. Ainsi le projeté orthogonal d’un vecteur 𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) sur F⟂ est

𝑤 = 1
‖𝑢‖2 ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑢 =

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
3 (1, 1, 1)

On en déduit que
𝑝(𝑣) = 𝑣 − 𝑤 = 1

3(2𝑥 − 𝑦 − 𝑧,−𝑥 + 2𝑦 − 𝑧,−𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)

puis que

M = 1
3
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