
Interrogation écrite n°09

NOM : Prénom : Note :

1. Montrer que SO2(ℝ) est connexe par arcs.

Notons R∶ θ ∈ ℝ ↦ (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

). L’application R est continue car cos et sin le sont. Ainsi SO2(ℝ) est connexe par arcs en

tant qu’image du connexe par arcs ℝ par l’application continue R. ∎

2. Soient ℬ une base orthonormée d’un espace euclidien E de dimension 3 ainsi que 𝑢 ∈ ℒ(E) tel que matℬ(𝑢) =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Montrer que 𝑢 est une rotation. On ne demande ni son axe, ni son angle.
Posons A = matℬ(𝑢). On vérifie que A⊤A = I3 et det(A) = 1. Ainsi A ∈ SO(3) puis 𝑢 ∈ SO(E) car ℬ est une base orthonormée
de E. Comme dimE = 3, 𝑢 est une rotation. ∎



3. Soit A ∈ ℳ𝑛,𝑝(ℝ). Montrer que A⊤A est une matrice symétrique positive.

Tout d’abord, (A⊤A)⊤ = A⊤(A⊤)⊤ = A⊤A donc A⊤A ∈ 𝒮𝑝(ℝ). De plus, pour tout X ∈ ℳ𝑝,1(ℝ), X⊤(A⊤A)X = (AX)⊤(AX) =
‖AX‖2 ≥ 0 en notant ‖ ⋅ ‖ la norme euclidienne usuelle sur ℳ𝑝,1(ℝ). Ainsi A⊤A ∈ 𝒮+𝑝 (ℝ). ∎

4. On pose 𝑎𝑛 =
𝑛
3 − ⌊𝑛3 ⌋. Déterminer le rayon de convergence R de la série entière ∑𝑎𝑛𝑧𝑛.

On sait que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, ⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥 < ⌊𝑥⌋+ 1 donc (𝑎𝑛) est à valeurs dans [0, 1[. Notamment (𝑎𝑛) est bornée et R ≥ 1. De plus,
𝑎3𝑛+1 =

1
3 pour tout 𝑛 ∈ ℕ donc (𝑎𝑛) ne converge pas vers 0 de sorte que R ≤ 1. Finalement, R = 1. ∎

5. Déterminer le rayon de convergence de la série entière ∑(
2𝑛
𝑛
)𝑧2𝑛.

On applique la règle de d’Alembert. Pour tout 𝑧 ∈ ℂ∗,

||(
2(𝑛+1)
𝑛+1 )𝑧

2(𝑛+1)||
||(2𝑛𝑛 )𝑧2𝑛||

= (2𝑛 + 2)(2𝑛 + 1)
(𝑛 + 1)2

|𝑧|2 ⟶
𝑛→+∞

4|𝑧|2

Si |𝑧| < 1
2 , alors 4|𝑧|2 < 1 et ∑(

2𝑛
𝑛
)𝑧2𝑛 converge. Si |𝑧| > 1

2 , alors 4|𝑧|2 > 1 et ∑(
2𝑛
𝑛
)𝑧2𝑛 diverge. Le rayon de convergence

recherché est donc 12 . ∎


