
Interrogation écrite n°11

NOM : Prénom : Note :

1. On pose I𝑛 = ∫
+∞

0

d𝑡
𝑡𝑛 + 𝑒𝑡 . Déterminer la limite de la suite (I𝑛).

Posons 𝑓𝑛∶ 𝑡 ↦
1

𝑡𝑛 + 𝑒𝑡 .

• Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛 est continue (par morceaux) sur ℝ+.

• La suite (𝑓𝑛) converge simplement sur ℝ+ vers la fonction 𝑓∶ 𝑡 ↦
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑒−𝑡 si 0 ≤ 𝑡 < 1
1

1 + 𝑒 si 𝑡 = 1

0 si 𝑡 > 1

.

• La fonction 𝑓 est continue par morceaux sur ℝ+.
• Pour tout 𝑡 ∈ ℝ+ et pour tout 𝑛 ∈ ℕ, |𝑓𝑛(𝑡)| = 𝑓𝑛(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡 et 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡 est intégrable sur ℝ+.

D’après le théorème de convergence dominée,

lim
𝑛→+∞

I𝑛 = ∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡 = ∫

1

0
𝑒−𝑡 d𝑡 = 1 − 𝑒−1

∎

2. Résoudre le système différentiel {
𝑥′ = 2𝑥 + 𝑦
𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦

.

En posant X = (
𝑥
𝑦
) et A = (

2 1
1 2

), on a X′ = AX. On calcule χA = X2−4X+3 = (X−1)(X− 3) de sorte que Sp(A) = {1, 3}.

On obtient facilement E1(A) = vect ((
1
−1

)) et E3(A) = vect ((
1
1
)). On en déduit que l’ensemble des solutions du système

X′ = AX est

vect (𝑡 ↦ 𝑒𝑡 (
1
−1

) , 𝑡 ↦ 𝑒3𝑡 (
1
1
))

Autrement dit, (𝑥, 𝑦) est solution du système initial si et seulement si

∃(λ, μ) ∈ ℝ2, ∀𝑡 ∈ ℝ, {
𝑥(𝑡) = λ𝑒𝑡 + μ𝑒3𝑡

𝑦(𝑡) = −λ𝑒𝑡 + μ𝑒3𝑡

∎



3. Justifier que l’application F∶ 𝑥 ↦ ∫
+∞

0

𝑒−𝑥𝑡
𝑡 + 1 d𝑡 est de classe 𝒞1 sur ℝ∗

+ et exprimer sa dérivée sous la forme d’une intégrale.

Posons 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝑥
𝑡 + 1 pour (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ∗

+ × ℝ.

• Pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗
+, 𝑓(𝑥, 𝑡) =

𝑡→+∞
𝑜(1/𝑡2) donc 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est intégrable sur ℝ+.

• Pour tout 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝒞1 sur ℝ∗
+ et

∂𝑓
∂𝑥(𝑥, 𝑡) = −𝑡𝑒

−𝑡𝑥

𝑡 + 1 .

• Pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗
+, 𝑡 ↦

∂𝑓
∂𝑥(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur ℝ+.

• Donnons-nous 𝑎 ∈ ℝ∗
+.

∀(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, +∞[×ℝ+,
|||
∂𝑓
∂𝑥(𝑥, 𝑡)

||| ≤ 𝑒−𝑡𝑎

et 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡𝑎 est intégrable sur ℝ+.

Ainsi F est de classe 𝒞1 sur ⋃
𝑎>0

[𝑎, +∞[= ℝ∗
+ et

∀𝑥 ∈ ℝ∗
+, F′(𝑥) = −∫

+∞

0

𝑡𝑒−𝑡𝑥
𝑡 + 1 d𝑡

∎

4. Justifier que ∫
+∞

0

𝑡
𝑒𝑡 − 1 d𝑡 =

+∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2 .

Remarquons que pour tout 𝑡 ∈ ℝ∗
+, 0 < 𝑒−𝑡 < 1 de sorte que

𝑓(𝑡) = 𝑡
𝑒𝑡 − 1 =

𝑡𝑒−𝑡
1 − 𝑒−𝑡 = 𝑡𝑒−𝑡

+∞
∑
𝑛=0

𝑒−𝑛𝑡 =
+∞
∑
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑡)

avec 𝑓𝑛∶ 𝑡 ↦ 𝑡𝑒−𝑛𝑡.

• Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓𝑛 est continue par morceaux sur ℝ∗
+.

• Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓𝑛(𝑡) =
𝑡→+∞

𝑜(1/𝑡2) de sorte que 𝑓𝑛 est intégrable sur ℝ∗
+.

• ∑
𝑛∈ℕ∗

𝑓𝑛 converge simplement vers 𝑓 sur ℝ∗
+.

• 𝑓 est continue par morceaux sur ℝ∗
+.

D’après le théorème d’intégration terme à terme positif,

∫
+∞

0

𝑡
𝑒𝑡 − 1 d𝑡 =

+∞
∑
𝑛=1

∫
+∞

0
𝑓𝑛(𝑡) d𝑡

Par intégration par parties,

∫
+∞

0
𝑓𝑛(𝑡) d𝑡 = −1𝑛 [𝑡𝑒

−𝑛𝑡]+∞0 + 1
𝑛 ∫

+∞

0
𝑒−𝑛𝑡 d𝑡

Par coissances comparées, lim
𝑡→+∞

𝑡𝑒−𝑛𝑡 = 0 donc

∫
+∞

0
𝑓𝑛(𝑡) d𝑡 = 1

𝑛 ∫
+∞

0
𝑒−𝑛𝑡 d𝑡 = 1

𝑛2

Par conséquent,

∫
+∞

0

𝑡
𝑒𝑡 − 1 d𝑡 =

+∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2

∎


