INTERROGATION ECRITE N°11

NOM : Prénom : Note :
+00
1. On pose I, = /0‘ e Déterminer la limite de la suite (I,,).
. 1
Posons f,,: t — e

* Pour tout n € N, f,, est continue (par morceaux) sur R,.

et sio<t<1
* La suite (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f . t — li-i-e sit=1

0 sit>1
* La fonction f est continue par morceaux sur R.

e Pourtoutt € R et pour tout n € N, |f, ()| = f(t) < e lett — e~ est intégrable sur R,.

D’aprés le théoréme de convergence dominée,
1 1
lim I, =/ §i3) dt:/ etdt=1—e¢7!
n—->+oo 0 0

x' =2x+y

!/

2. Résoudre le systeme différentiel .
y =x+2y

X 21
Enposant X = ( ) et A = ( L 2 ), onaX' = AX. On calcule x5 = X*> —4X +3 = (X — 1)(X — 3) de sorte que Sp(A) = {1, 3}.
y
, . 1 1 P . .
On obtient facilement E{(A) = vect (( ) )) et E3(A) = vect (( ) )) On en déduit que I’ensemble des solutions du systéme

1 1
vect| t — et ,t > et
-1 1

Autrement dit, (x,Y) est solution du systéme initial si et seulement si

X' = AX est

x(t) = Aet + uet

A, p) € R?, Vi € R,
oL {y(t) = —2ef + ue¥t



e—xt

t+1

+oo
3. Justifier que I’application F : x — / dt est de classe C! sur R et exprimer sa dérivée sous la forme d’une intégrale.
0

—tXx

Posons f(x,t) = te+ ] pour (x,t) e Ri XR.

* Pour tout x € R, f(x,t) = 0(1/t?) donc x — f(x,t) est intégrable sur R,.

-+
1 . . of te=tx
* Pourtoutt € R, x = f(x,t) est de classe C* sur R} et a(x, t)=— T

d
e Pourtout x € R%, t — a—f:(x, t) est continue par morceaux sur R,.
* Donnons-nous a € R.

V(x,t) € [a, +oo[XR,, g(x, t)‘ <et@

t

ett — e~ '% est intégrable sur R,.

Ainsi F est de classe G sur U [a, +oo[= R} et

a>0
+00 te_tx
Vx € R, F'(x) = — dt
o t+1
+00 ¢ +00 1
4. Justifier quef p— dt = Z 7
0 n=1
Remarquons que pour tout t € R%, 0 < e~* < 1 de sorte que
+00 +o0
t te~t _ _
f(t):et_lzl_e_t:tetZent: fn(t)

n=0 n=1

avec f, . t = te M,

* Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur RY.

* Pour tout n € N*, f.(t) = 0(1/t%) de sorte que f, est intégrable sur R%.

>+

. Z Jn converge simplement vers f sur R}.
neN*
. . *
* f est continue par morceaux sur R%.

D’apres le théoréeme d’intégration terme a terme positif,

+oo ¢ +oo +0o0
‘/0‘ e‘Tl dt = Z L‘ fn(t) dt

n=1

Par intégration par parties,
oo 1 too 1 [T
f fu(®) dt = ——[te™ ]~ + —f et dt
0 n 0 nJo

= 0 donc

— —nt —
'l fu() dt = " fo et dt )

+o00 t +o0 1
dt = —

n=1

Par coissances comparées, lim te™"

t—>+o0

Par conséquent,




