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PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

1 Notion d’expérience aléatoire

Définition 1.1 Expérience aléatoire

* On appelle expérience aléatoire toute expérience dont le résultat dépend du hasard, c’est-a-dire tout expérience
qui, renouvelée dans les mémes conditions, ne donne pas a chaque essai les mémes résultats.

* On appelle issue ou réalisation d’une expérience aléatoire tout résultat possible de cette expérience.

» L’ensemble des issues d’une expérience aléatoire est appelé univers de cette expérience.

Exemple 1.1

Le lancer d’un dé est une expérience aléatoire.

Il existe six issues possibles : «tirer un 1», «tirer un 2», «tirer un 3», «tirer un 4», «tirer un 5», «tirer un 6». Pour simplifier
on notera ces issues 1, 2, 3,4, 5, 6.

L'univers de cette expérience aléatoire est alors Q = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

REMARQUE. Cette année, nous n’étudierons que les expériences aléatoires possédant un univers fini.
11 existe bien entendu des expériences aléatoires a univers infini (par exemple, jouer a pile ou face jusqu’a ce qu’un pile sorte).

Définition 1.2 Evénement

* On appelle événement toute partie de ’univers d’une expérience aléatoire.

» Un événement est dit élémentaire si c’est un singleton.

« On appelle événement contraire d’un événement A le complémentaire A de cet événement dans 1’univers.
* Si A et B sont deux événements, on appelle événement A ET B la partie A N B.

* Si A et B sont deux événements, on appelle événement A ou B la partie A U B.

» L’ensemble vide est appelé événement impossible.

* Q est appelé I’événement certain.

* On dit que deux événements A et B sont incompatibles si I’événement A ET B est impossible.

* On appelle systeme complet d’événements toute partition de I’univers.

REMARQUE. Un événement et son événement contraire sont incompatibles.
Si A est un événement possible, alors {A, A} est un systéme complet d’événements.
Si Q désigne "univers, {{w}, w € Q} est un systtme complet d’événements.
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Exemple 1.2

On consideére a nouveau 1’expérience aléatoire consistant a lancer un dé et observer le résultat.

«Tirer un entier pair» est un événement.

L’événement «tirer un 1» est un événement élémentaire.

L’événement contraire de «tirer un entier pair» est «tirer un entier impair».

Si A est I’événement «tirer un entier pair» et B est I’événement «tirer un entier inférieur ou égal a 4», I’événement A ET B
est «tirer un 2 ou un 4» tandis que I’événement A ou B est «tirer un 1, un 2, un 3, un 4 ou un 6».

L’événement «tirer un 7» est impossible.

Les événements «tirer un entier pair» et «tirer un 5» sont incompatibles.

Notons A 1’événement «tirer un 1 ou un 3», B I’événement «tirer un entier pair» et C I’événement «tirer un 5». {A, B, C}
est un systeme complet d’événements.

— Lien entre vocabulaires ensembliste et probabiliste

(" Vocabulaire probabiliste Vocabulaire ensembliste
Issue Elément
Evénement Partie
Evénement élémentaire Singleton
Evénement contraire Complémentaire
AETB ANnB
AouB AUB
Evénement impossible Ensemble vide
Evénements incompatibles Parties disjointes
L |_Systeme complet d’événements Partition ) )

—— Modélisation

Dans un premier temps, il est essentiel de modéliser correctement I’expérience aléatoire comme le montre les exemples
suivants.

Successif/simultané Supposons que 1’on tire deux cartes dans un jeu de 52 cartes. On s’intéresse aux valeurs et aux
couleurs de ces deux cartes. Combien y a-t-il d’issues possibles ?
Si 'on tire successivement les deux cartes, il y a 52 choix possibles pour la premiere carte et 51 choix possibles
pour la seconde donc en tout 52 X 51 = 2652 issues possibles. Notamment les issues (7Q, V@) et (Va, 7Q) sont
deux issues distinctes.
Si ’on tire simultanément les deux cartes, il n’y a aucune raison de distinguer les issues (70, V@) et (V@, 7Q). Le

52
nombre d’issues possibles est ( 5 ) = 1326.

Avec remise/sans remise Supposons que 1’on tire successivement 2 boules dans une urne contenant 10 boules numéro-
tées de 1 a 10. On s’intéresse aux valeurs affichées par ces deux boules. Combien y a-t-il d’issues possibles ?
S’il s’agit d’un tirage avec remise i.e. si I’on remet la premiere boule dans I’urne apres I’avoir tirée, il y a 10 choix
possibles pour la premiere boule et & nouveau 10 choix possibles pour la seconde boule donc 10 X 10 = 100 issues
possibles.
S’il s’agit d’un tirage sans remise, alors il y a 10 choix possibles pour la premiére boule mais plus que 9 choix
possibles our la seconde donc 10 X 9 = 90 issues possibles (on n’a plus acces aux issues du type (n, n)).

N

REMARQUE. On remarquera que le nombre d’issues possibles s’exprime souvent a 1’aide de nombre d’arrangements ou de
nombre de combinaisons.

2 Probabilité sur un univers fini

2.1 Définition
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Définition 2.1 Probabilité

On appelle probabilité sur un univers fini Q toute application P : P(Q) — R, telle que

e P(Q)=1;

* si A et B sont deux événements incompatibles, P(A LI B) = P(A) + P(B).

Définition 2.2 Espace probabilisé fini

On appelle espace probabilisé fini tout couple (Q, P) ot Q est un univers fini et [® une probabilité sur Q.

Proposition 2.1 Propriétés des probabilités

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini.
» Soit A € P(Q). Alors P(A) € [0,1].
« P(@) =0.
Soit (A, B) € P(Q)?. Alors P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Soit A € P(Q). Alors P(A) = 1 — P(A).

Soit (A, B) € P(Q)%. Si A C B, alors P(A) < P(B).

* Soit 8 un systeme complet d’événements. Alors Z P(A) =1.
Aes

Une probabilité sur un univers fini est entierement caractérisée par les images des événements élémentaires.

Proposition 2.2

Soit Q un univers fini.

* Soit P une probabilité sur Q. Alors Z P({w}) = 1.
weQ

* Soit (py)weq une famille de réels positifs telle que Z Do, = 1. Alors il existe une unique probabilité P sur Q telle

weQ
que P({w}) = p,, pour tout w € Q.

— Modélisation

Il ne faut pas croire qu’une probabilité liée a une expérience aléatoire est intrinséque a cette expérience. Généralement, on
modélise une expérience aléatoire en choisissant la probabilité de chaque issue (ou bien, c’est I’énoncé qui s’en charge).
Bien entendu le choix de la probabilité est déterminée par le bon sens ou par 1’observation de la réalité. Par exemple,
en langant une piece un grand nombre de fois, on constate qu’on obtient autant de «pile» que de «face». Il semble donc

raisonnable de supposer que la probabilité de chaque issue «pile» ou «face» est =.
Un autre exemple consisterait a tirer une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes. La encore, il semble raisonnable
de supposer que chaque carte a la méme probabilité d’étre tirée (a savoir 5). Mais une étude statistique montrerait

probablement que les cartes du milieu du paquet ont plus de chances d’étre tirées que les autres, ce qui tient sans doute a
la psychologie humaine. On peut néanmoins admettre que chaque carte a la méme chance d’étre tirée en considérant que
les cartes sont tirées par une personne «idéale» dans le sens ot elle ne serait pas soumise aux phénomenes psychologiques.
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REMARQUE. Un événement peut étre de probabilité nulle sans qu’il soit impossible. De méme, un événement de probabilité 1
n’est pas nécessairement certain.

11 suffit de prendre par exemple Q = {a, b} et de définir une probabilité P sur Q en posant P({a}) = 0 et P({b}) = 1.
Néanmoins, lorsque I’on traite de probabilité sur des univers finis, c’est trés rarement le cas en pratique.

Systéeme quasi-complet d’événements

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini. On appelle systéme quasi-complet d’événements toute partie S de P(Q) formée
d’événements deux & deux incompatibles telle que Z P(A) =1.

Ae$
Un systeme complet d’événements est un systeéme quasi-complet d’événements.

2.2 Probabilité uniforme

Définition 2.3 Probabilité uniforme

Soit Q un univers fini non vide. On appelle probabilité uniforme sur Q I’'unique probabilité sur Q telle que P({w}) =

our tout w € Q.
card Q p

REMARQUE. Si Q est muni de la probabilité uniforme, on dit alors que toutes les issues sont équiprobables.

REMARQUE. Sil’énoncé ne précise pas la probabilité, c’est qu’il s’agit sans doute de la probabilité uniforme.

Proposition 2.3

card A

Soit P 1a probabilité uniforme sur un univers fini Q. Pour tout événement A, P(A) = ad O

REMARQUE. Dans le cas de la probabilité uniforme, tout calcul de probabilité se résume donc a un probléme de dénombrement.

Exemple 2.1

On considere 1’expérience aléatoire consistant a tirer une carte d’un jeu de 52 cartes. On considere que toutes les issues
sont équiprobables.

4
Soit A I’événement «tirer un roi». Alors P(A) = 213
13 1
Soit B I’événement «tirer un coeur». Alors P(B) = 2=

2.3 Probabilité conditionnelle

Définition 2.4 Probabilité conditionnelle

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et (A, B) € P(Q)? tel que P(B) # 0. On appelle probabilité de A sachant B
P(A
notée P(A | B) ou Pg(A) le quotient
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Exemple 2.2

Un test sanguin est effectué sur 100 personnes que 1’on classe suivant leur groupe sangin et leur facteur rhésus. On résume
les résultats de ce test dans le tableau suivant.

Groupe
anguin | A | B| AB | O
Rhésus
Positif 30 | 7 3 135
Négatif 8 | 2 1 9

On tire une personne au hasard sur ces 100 personnes. On s’intéresse a I’événement B* : «la personne est du groupe

7
sanguin B*». On a clairement P(B*) = ST
Notons A I’événement «la personne est du groupe sanguin B» et Rt I’événement «la personne est de facteur rhésus

7+2 9 30+7+3+35 75

100 ~ 100 € etP(R+) = 100 0
Intuitivement, la probabilité qu’ une personne soit du groupe sanguin B sachant qu’elle est de facteur rhésus positif est

7

+) = - +) = +) = + +

P(B|R") = 3T 7137135 75.Onadoncblen[lj’(B ) =P(BNRY) =PRY)P(B | R").

De méme, intuitivement, la probabilité qu'une personne soit de facteur rhésus positif sachant qu’elle est du groupe sanguin
Best P(RT | B) = 7—3_2 = g On a encore bien P(B*) = P(BN RY) = P(B)P(R" | B).

positifs. On a clairement P(B) =

Proposition 2.4

Soient (Q,P) un espace probabilisé fini et B € P(Q) tel que P(B) # 0. Alors Pg: A € P(Q) — Pg(A) est une
probabilité sur Q.

Proposition 2.5 Formule des probabilités composées
Soient (€, P) un espace probabilisé fini et (Ay, ..., A;,,) € P(Q)" tel que P(A; N ---NA,_;) # 0. Alors

P(A;N--NA,) =PADPA; | ADPA3 | A1 NAY)...PAA, A N--NA,_4)

Exemple 2.3

Une urne contient initialement 7 boules noires et 3 boules blanches. On tire successivement 3 boules : si on tire une boule
noire, on la retire de I’'urne ; si on tire une boule blanche, on la retire de I’urne et on ajoute une boule noire a la place. On
considere raisonnablement que chaque boule de 1’'urne a la méme probabilité d’étre tirée. Quelle est la probabilité de tirer
3 boules blanches a la suite ?

On note B; 1’événement «La i®™ boule tirée est blanche». La probabilité recherchée est P(B; N B, N B3).

3
e Clai t, P(By) = —.
airement, P(B;) 0
* Maintenant, si B; est réalisé, avant le PEme tirage, I’urne est constituée de 8 boules noires et 2 boules blanches. On
2
donc, P(B, | B;) = —.
a donc, P(B, | By) 10

» Si B et B, sont réalisés, avant le 3¢me tirage, I’urne est constituée de 9 boules noires et 1 blanche. On en déduit

[FD(B3 I BI n Bz) - 1_0

Finalement :

3 2 1
X=X — = ——

P(B; N B, N Bs) = P(B)P(B, | B)P(B; | B,NBy) = 0 °71 10 ~ 500
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Proposition 2.6 Formule des probabilités totales

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, 8§ un syst¢tme complet d’événements et A un événement. Alors

P(A) = ) P(A| B)P(B)

Bes

ReEMARQUE. SiP(B) = 0, P(A | B) n’est pas définie mais on convient que P(A | B)P(B) = 0.
REMARQUE. La propriété reste vraie si § est uns systeme-quasi complet d’événements.

REMARQUE. En particulier, P(A) = P(A | B)P(B) + P(A | B)P(B) car B et B forment un systéme complet d’événements.

Exemple 2.4

On dipose d’un test permettant de dépister une maladie. Il y a 95% de chances que le test soit positif si la personne est
malade et 2% de chances que le test soit positif si la personne n’est pas malade. On considére un population atteinte a 7%
par cette maladie. Quelle est la probabilité pour qu’une personne choisie au hasard réponde positivement au test ?

On note T I’événement «la personne répond positivement au test» et M 1’événement «la personne est malade». L’ énon-
7 95 — 2
cé siginifie que P(M) = 100" P(T|M)= — etP(T | M) = —. On a donc

100 100
— = 95 7 2 7 851
P(T) = P(T | MP(M) + P(T | PGV = = X = + == % (1 _ W) ==

Proposition 2.7 Formule de Bayes

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini.
Soient A et B deux événements tels que P(A) # 0 et P(B) # 0. Alors

P(B | A)P(A)

P(A|B) = —F )

Soient 8 un systéme complet d’événements et A et B deux événements tels que P(B) # 0. Alors

P(B | A)P(A)

S NS EC)
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Exemple 2.5

On considere une urne A contenant deux boules rouges et trois boules vertes et une urne B contenant trois boules rouges
et deux boules vertes. On tire au hasard une boule dans I’urne A que 1’on place dans I’urne B. On tire ensuite une boule
dans I'urne B. Quelle est la probabilité que la boul€ tirée dans 1’'urne A soit verte sachant que la boule tirée dans I’urne B
est rouge ?

Onnotera AV, AR, BV, BR les événements «la boule tirée dans 1’urne A est verte», etc... On cherche donc P(AV | BR).
D’apres la formule de Bayes

P(BR | AV)P(AV)
P(BR | AV)P(AV) + P(BR | AR)P(AR)

P(AV | BR) =

2 4
Or P(AV) = % P(AR) = £, P(BR | AV) = % P(BR | AR) = ¢ done

X

P(AV | BR) =
X

W
v lwloy I w
[ N I [V, I V)
X
vl N

2.4 Evénements indépendants

Définition 2.5 Evénements indépendants

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini. On dit que deux événements A et B sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).

Proposition 2.8

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini. Soient A et B deux événements avec P(B) > 0. Alors A et B sont indépendants si
et seulement si P(A | B) = P(A)

Exemple 2.6

Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement deux boules avec remise. On s’intéresse
aux événements suivants :

* B; : «la premiere boule tirée est blanche» ;
* B, : «la seconde boule tirée est blanche».

Les événements B; et B, sont indépendants.
On effectue la méme expérience mais sans remise. Les événements B; et B, ne sont pas indépendants.

AtTENTION! Dire que deux événements sont indépendants ne signifient pas qu’ils sont incompatibles.
Au contraire, deux événements incompatibles ne sont généralement pas indépendants a moins que 1’un d’entre eux soit
de probabilité nulle.

Proposition 2.9 Indépendance et événement contraire

Soit (©Q, P) un espace probabilisé fini. Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B sont également des
événements indépendants.
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REMARQUE. On en déduit aisément que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A et B sont indépendants;
(ii) A et B sont indépendants;
(iii) A et B sont indépendants ;

(iv) A et B sont indépendants.

Définition 2.6 Famille d’événements indépendants

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et (A;);e1 une famille d’événements. On dit que (A;);e1 est une famille d’événe-
ments mutuellement indépendants si, pour toute partie finie J de I

P(ﬂf»)=HP(Aj>

jey JEl

REMARQUE. Il découle directement de la définition que toute sous-famille d’une famille d’événements mutuellement indé-
pendants est encore une famille d’événements mutuellement indépendants.

ATTENTION! Si (A;);e1 est une famille finie d’événements mutuellement indépendants alors les A; sont indépendants
deux a deux. Cependant, la réciproque est fausse.

Exemple 2.7

On lance deux dés discernables et on s’intéresse aux résultats affichés par ces deux dés. On note
* A; I’événement «le résultat du dé n°1 est pair»;
* A, I’événement «le résultat du dé n°2 est pair»;
* A; I’événement «la somme des résultats des deux dés est impaire.

On a clairement
1
* P(A) =P(Ay) = P(A3) = §§
1 .
g
ce qui prouve que les événements A, A, et Az sont deux a deux indépendants.

Cependant P(A; N A, NA3) = 0 # P(A;)P(A,)P(A3), ce qui prouve que les événement A;, A, et A; ne sont pas
mutuellement indépendants.

* P(A;NAy) =P(A;NA;) =P(A,NA;) =

Exercice 2.1

On lance 10 fois un dé a six faces. On suppose les lancers indépendants.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement un 6 ?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6 ?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir au plus un 6 ?
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Proposition 2.10 Indépendance et événements contraires

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et (A;);c une famille d’événements mutuellement indépendants. Si (B;);r est une
famille d’événements telle que pour tout i € I, B; = A; ou B; = A;, alors (B;);r est également une famille d’événements
mutuellement indépendants.

3 Variables aléatoires sur un espace probabilisé fini

3.1 Définitions

Définition 3.1 Variable aléatoire

On appelle variable aléatoire sur Q toute application dont I’ensemble de départ est Q.

REMARQUE. SiX(Q) C R, on parle de variable aléatoire réelle.

Exemple 3.1

On considere I’expérience aléatoire consistant a lancer deux dés. La somme S des deux chiffres est une variable aléatoire
réelle. De plus, X(Q) = [2,12].

- 2
Notation 3.1
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur ’univers Q.
Pour toute partie A de X(Q), X~1(A) est une partie de Q donc un événement.
L’événement X~1(A) se note plutdt {X € A}.
L événement X~ 1({x}) se note plutdt {X = x}.
On peut alors parler des probabilités P(X € A) et P(X = x).
Si X est une variable aléatoire réelle et x € R, alors les événements {X €] — o0, x]} et X € [x, +o0o[ se notent plutdt
L respectivement {X < x} et {X > x}. On peut alors parler des probabilités P(X < x) et P(X > x). )

REMARQUE. Si X est une variable aléatoire sur €2, alors X = x,cx(q) st un systtme complet d’événements.
En particulier, Z PX=x)=1.

xeX(Q)

Exemple 3.2

On considere I’expérience aléatoire consistant a lancer trois fois une piece et on note X le nombre de «face» obtenu.
L'univers de cette expérience aléatoire est

Q = {PPP, FPP, PFP, PPF, FFP, FPF, PFF, FFF}

» Dévénement X = 1 est en fait ’événement X 1({1}), c’est-a-dire {FPP, PFP, PPF}.

+ L'événement X > 2 est en fait I'événement X~!([2, +oo[) ou encore X~1({2, 3}), c’est-a-dire {FFP, FPF, PFF, FFF}.
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Définition 3.2 Loi d’une variable aléatoire

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q. On appelle loi de X I’application

Py - {?(X(ﬂ)) — [0,1]
2 ¢ A — PXEeA)

a N
Notation 3.2
Si X et Y sont des variables aléatoires de méme loi, on note X ~ Y.
Lorsque X suit une loi £ donnée, on notera également X ~ L.

L J

Proposition 3.1

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q. Alors Px est une probabilité sur 1’univers fini
X(Q).

Proposition 3.2

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q. Alors Py est entierement déterminée par la
donnée des P(X = x) pour x € X(Q).

REMARQUE. C’est pour cela qu’en pratique, lorsque I’on demande la loi d’une variable aléatoire X sur Q, on ne demande pas
P(X € A) pour tout A € P(X(Q)) mais P(X = x) pour tout x € X(Q).

3.2 Lois usuelles

Définition 3.3 Loi uniforme

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q. On dit que X suit une loi uniforme sur E si

1

Vx €E, PX=x)= ardE

Définition 3.4 Loi de Bernoulli

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q a valeurs dans {0, 1}. On dit que X suit une loi
de Bernoulli de paramétre p € [0,1] si P(X =1) = petdonc P(X=0) =1 — p.
Pour abréger, on dira que X suit la loi B(p).

Exemple 3.3 Fonction indicatrice

Soient (€, P) un espace probabilisé fini et A une partie de Q. La fonction indicatrice de A est une variable aléatoire
suivant une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

N

——— Interprétation de la loi de Bernoulli

On appelle épreuve de Bernoulli une expérience aléatoire a deux issues généralement désignées «succes» et «échec». La
variable aléatoire X telle que X(«succes») = 1 et X(«échec») = 0 suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(«succes»).
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Définition 3.5 Loi binomiale

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q a valeurs dans [[0, n]). On dit que X suit une loi

n
)pk(l — p)" ¥ pour tout k € [0, n].

binomiale de paramétres n € N* et p € [0,1] si P(X = k) = (k

Pour abréger, on dira que X suit la loi B(n, p).

—— Interprétation de la loi binomiale

On considere une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p. La variable aléatoire
correspondant au nombre de succes suit la loi B(n, p).

Exemple 3.4

On dispose d’une urne comportant g boules blanches et r boules noires. On tire successivement n boules dans 1’urne avec

remise. On note X la variable aléatoire totalisant le nombre de boules blanches tirées et Y la variable aléatoire totalisant

le nombre de boules noires tirées. Alors X suit la loi B (n, q et Y suit la loi B (n, 4 .
q+r q+r

3.3 Image d’une variable aléatoire, loi conditionnelle

Définition 3.6 Image d’une variable aléatoire par une fonction

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur Q et f : X(Q) — E. Alors Y = foX est une variable
aléatoire sur Q.

Notation 3.3

On note Y = f(X) plutdt que Y = f o X mais il s’agit d’un abus de notation.

Proposition 3.3 Loi de I’image d’une variable aléatoire
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur Q et f: X(Q) — E. Alors laloide Y = f(X) est

l’aPplication{ ?(Y(QX : [EJ(’)(;]G Fa)) -

REMARQUE. En particulier, pour tout y € Y(Q), P(Y = y) = P(X € f~'({y}).

Exemple 3.5

Si X est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [[-2, 2], Y = X2 est une variable aléatoire a valeurs dans {0,1,4}
et

PW:@:P@:@:%

PY=1)=PX=-1)+PX=1)=

P(Y =4) = P(X = —2) + P(X = 2) =
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Définition 3.7 Loi conditionnelle

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur Q et B € P(Q) tel que P(B) > 0. On appelle loi de
PXEQ) — [0,1]

X conditionnée par I’événement B I’ application { A — Py(XEA)

REMARQUE. A nouveau, quand on demande en pratique la loi conditionnelle de X conditionnée par 1I’événement B, on se
contente de donner Pg(X = x) pour tout x € X(Q) plutdt que Pg(X € A) pour tout A € P(X(Q)).

3.4 Couples de variables aléatoires

Définition 3.8 Couple de variables aléatoires

— X(Q)xXY(Q)

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un univers Q. On note (X, Y) la variable aléatoire
%.Y) { — (X(@), Y(@)

Définition 3.9 Loi conjointe

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires sur Q.
On appelle loi conjointe de X et Y la loi de (X, Y) autrement dit la loi P(x vy définie par

V(A,B) € P(X(Q)) x P(Y(Q)), Px,y)(A X B)=P((X,Y) € AXB)

REMARQUE. La loi conjointe de X et Y est entierement déterminée par la donnée des P((X,Y) = (x,y)) pour (x,y) €
X(Q) x Y(Q).

En pratique, lorsque I’on demande la loi conjointe du couple (X,Y), on se contente de donner P((X,Y) = (x,y)) pour tout
(x,y) € X(Q) X Y(Q).

Définition 3.10 Lois marginales

Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires, on appelle lois marginales de (X, Y) les lois de X et Y.

Proposition 3.4

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires sur Q.
La loi conjointe de X et Y permet de retrouver les lois marginales. Plus précisément

VxeX(Q), PX=x)= Y P(XY)=(x))

yeY(Q)
VyeY(Q), PY=y)= >, P(X,Y)=(xy)
xeX(Q)
g% ATTENTION! Les lois marginales ne permettent pas de retrouver la loi conjointe (a moins que les variables aléatoires
soient indépendantes).
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Exemple 3.6

On tire simultanément 2 boules dans une urne contenant 4 boules numérotées de 1 a 4. On note U le plus petit et V le plus
grand des deux nombres obtenus. Quelle est la loi conjointe de U et V ? Quelles sont les lois marginales ?

Onaici Q = {{1,2},{1,3}, {1, 4},{2, 3}, {2, 4}, {3, 4}} et on considere tous les événements équiprobables. U est a valeurs
dans {1, 2, 3} et V est a valeurs dans {2, 3, 4}. On peut résumer la loi conjointe de U et V ainsi que les lois marginales grace
au tableau suivant.

A\
213 1]4 | PU=w
U
1 1111 1
6 | 6| 6 2
11 1
2 O15ls 3
1 1
3 0|0 | - -
6 6
1111
POV=u 513153

Définition 3.11 Lois conditionnelles

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires sur Q.
Soit y € Y(Q). On appelle loi de X conditionnée par I’événement Y = y la loi conditionnelle Pxy—,.
Soit x € X(€). On appelle loi de Y conditionnée par I’événement X = x la loi conditionnelle Py x—.

— Extension aux n-uplets de variables aléatoires

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini. Soient X;, ..., X,, des variables aléatoires sur Q.
— Xi(Q) x -+ x X, (Q)

— (Xy(@), ..., Xy(w))

On appelle loi conjointe des variables Xy, ..., X,, laloi de (X, ..., X},).

On appelle lois marginales les lois de Xy, ..., X},.

On appelle (X;, ..., X,,) la variable aléatoire { ?)

3.5 Variables aléatoires indépendantes

Définition 3.12 Couple de variables aléatoires indépendantes

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires sur Q.
Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si

V(A,B) € P(X(Q)) X P(Y(Q)), P((X,Y) € AxB) =P(X € A)P(Y € B)

Dans ce cas, onnote X 1L Y.
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Proposition 3.5

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires sur Q.
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si

V(x,y) € X(Q) X Y(Q), P(X,Y) = (x,y)) = PX = X)P(Y = y)

REMARQUE. SiXetY sont des variables aléatoires indépendantes, la connaissance des lois marginales de (X, Y) permet de
restituer la loi conjointe de X et Y.

Exercice 3.1

Montrer que deux événements A et B sont indépendants si et seulement si les variables aléatoires 1, et Tz sont indépen-
dantes.

Définition 3.13 Famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et (X;);c; une famille finie de variables aléatoires.
On dit que (X;);er est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si

V(ADier € [ [ PXi(), P (ﬂ X; € Ai) =[P €A
iel iel i€l

Une famille infinie de variables aléatoires est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si toute
sous-famille finie I’est.

Proposition 3.6

Soient (€, P) un espace probabilisé fini et (X;);c1 une famille finie de variables aléatoires.
(X1)ier est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes si et seulement si

V(xier € [ [ Xi(), P (ﬂ X;= xi) =[IPxi=x)

i€l iel i€l

REMARQUE. Toute sous-famille d’une famille finie de variables mutuellement indépendantes est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

AtTENTION! Si des variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, alors ces variables aléatoires sont indépen-
dantes deux a deux mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.7

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1, 1}. On pose Z = XY. Alors X, Y, Z sont deux
a deux indépendantes mais pas mutuellement indépendantes.

Exercice 3.2

Montrer que (A;);e1 est une famille d’événements mutuellement indépendants si et seulement si (1 Ai),-el est une famille
de variables aléatoires mutuellement indépendantes.
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Proposition 3.7
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, p € [0,1] et X;, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes

suivant la loi B(p).
Alors la variable aléatoire X; + --- + X, suit la loi B(n, p).

REMARQUE. Cela permet de redémontrer le fait que le nombre de succeés dans la répétition de n fois la méme épreuve de
Bernoulli de paramétre p suit la loi B(n, p).

Proposition 3.8
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur Q.

Soient f et g des applications définies respectivement sur X(Q) et Y(Q). Alors les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont
indépendantes.

Proposition 3.9 Lemme des coalitions

Soient Xy, ..., X,, des variables aléatoires discretes mutuellement indépendantes sur un espace probablhse fini (Q,P).

Soient m € [[1,n — 1], f une application définie sur HXk(Q) et g une application définie sur H X (Q). Alors,
k=1 k=m+1
fXq, s X)) et 8(Xopg1s --- » X5y) sont des variables aléatoires indépendantes.

4 Espérance, variance, covariance

4.1 Espérance d’une variable aléatoire réelle

Définition 4.1 Espérance

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur Q. On appelle espérance de X le réel

EX) = Y PohX(@ = >, PX=x)x

wWeQ xeX(Q)

REMARQUE. L'espérance de X ne dépend que de la loi de X : deux variables aléatoires réelles suivant la méme loi ont la méme
espérance.
La réciproque est fausse.

REMARQUE. L'espérance de X est la moyenne des valeurs prises par X pondérées par leurs probabilités respectives.

Exemple 4.1

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et A € P(Q). Alors E(T,) = P(A).

Exercice 4.1

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [[1, n]]. Calculer I’espérance de X.
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Définition 4.2 Variable aléatoire centrée

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur Q. On dit que X est centrée si E(X) = 0.

REMARQUE. Si X est une variable aléatoire réelle, X — E(X) est centrée.

Proposition 4.1 Propriétés de ’espérance

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini.

Linéarité Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur Q et (A, w) € R2. Alors E(AX + uY) = AE(X) + WE(Y).
Positivité Soit X une variable aléatoire réelle sur Q. Si X est positive, alors E(X) > 0.

Croissance Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur Q. Si X <Y, alors E(X) < E(Y).

Inégalité triangulaire Soit X une variable aléatoire réelle. Alors |E(X)| < E(|X]).

REMARQUE. En termes plus savants, I’espérance est une forme linéaire sur le R-espace vectoriel des variables aléatoires réelles
sur Q).

Proposition 4.2 Espérance de lois classiques

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini.

Constante Soit X une variable aléatoire réelle sur Q constante égale a ¢ € R. Alors E(X) = c.

1
card E z x

x€E

Loi uniforme Soit X suivant la loi uniforme sur un ensemble fini E C R. Alors E(X) =

Loi de Bernoulli Soient p € [0, 1] et X une variable aléatoire sur Q suivant la loi B(p). Alors E(X) = p.

Loi binomiale Soient n € N*, p € [0, 1] et X une variable aléatoire sur Q suivant la loi B(n, p). Alors E(X) = np.

Proposition 4.3 Formule de transfert

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur Q et f une application de X(Q) dans R. Alors

EfX)) = D PAeDfX(@) = D, PX=x)f(x)

WEQ xeX(Q)

REMARQUE. Lintérét de cette formule est de pouvoir cacluler I’espérance de f(X) sans connaitre la loi de f(X) mais seulement
la loi de X.

Exercice 4.2

Soit X suivant la loi uniforme sur [1, n]). Calculer E(2%).
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REMARQUE. Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires et f une application de X(Q) x Y(Q) dans R, alors

E(f(X,Y)) = D fEPX =xY =y)
(5,Y)EX(Q)XY(Q)
= 2 D fy)PX=x,Y=y)
xeX(Q) yeY(Q)
= 2 2 [eyPX=xY=y)
yEY(Q) xeX(Q)

Proposition 4.4
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y des variables aléatoires réelles sur Q. Si X et Y sont indépendantes, alors

E(XY) = EC)E(Y).

@ ‘ ArTeENTION ! La réciproque est fausse. Il suffit de prendre X suivant la loi uniforme sur {—1,1}et Y = X.

Proposition 4.5

Si Xj, ..., X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors

E (H Xk> = [T EGo
k=1 k=1

4.2 Covariance, variance et écart-type d’une variable aléatoire réelle

Définition 4.3 Moments

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle sur Q et k € N. On appelle moment d’ordre k
de X le réel E (XK).

REMARQUE. L'espérance d’une variable aléatoire est donc son moment d’ordre 1.

REMARQUE. On appelle moment centré d’ordre k d’une variable aléatoire réelle X le réel E ((X - E(X))k).

Définition 4.4 Covariance

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variable aléatoires réelles sur Q.
On appelle covariance de X et Y le réel

Cov(X,Y) = E(X - EX)) (Y — E(Y))) = EXY) — EX)E(Y)
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Proposition 4.6 Propriétés de la covariance

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini.
Symétrie Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur Q. Alors Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

Bilinéarité Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles sur Q et (A, u) € R2. Alors

Cov(AX + nY, Z) = ACov(X, Z) + pCov(Y, Z) Cov(X,AY + nZ) = ACov(X,Y) + uCov(Y, Z)
Positivité Soit X une variable aléatoire réelle sur Q. Alors Cov(X, X) > 0.

REMARQUE. En termes plus savants, la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur le R-espace vectoriel des
variables aléatoires réelles sur Q.
Cependant la covariance n’est pas un produit scalaire car non définie.

Proposition 4.7

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y des variables aléatoires réelles sur Q.
Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

REMARQUE. L’indépendance de X et Y implique I’ «orthogonalité» pour la covariance.

AtTENTION! La réciproque est fausse.
. . o 1 1 siX=0 .
Soit X une variable aléatoire telle que P(X = 0) = PX =-1) =PX =1) = 3 et posons Y = 0 SIX%0 On vérifie
si
que Cov(X,Y) = 0 mais X et Y ne sont évidemment pas indépendantes (la définition de Y fait intervenir X). Par exemple,
P((X,Y) = (0,0)) = 0 tandis que P(X = 0)P(Y = 0) # 0.

REMARQUE. SiCov(X,Y) = 0, on dit que X et Y sont décorrélées. Ainsi 1’indépendance implique la décorrélation mais la
réciproque est fausse.

Définition 4.5 Variance et écart-type

Soient (€, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur Q.
On appelle variance de X le réel positif

V(X) = Cov(X,X) = E((X — EX))?) = E(X?) — E(X)?

On appelle écart-type de X le réel positif o(X) = v V(x).

REMARQUE. La variance d’une variable aléatoire est donc son moment centré d’ordre 2.
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WY (SN Calcul de la variance

La variance se calcule habituellement a 1’aide de la formule de transfert :

VX)) = Y P(X=x)(x - EX)?
xeX(Q)

ou encore

V(X) = ( Y, PX= x)x2> — E(X)?

xeX(Q)

Exercice 4.3

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1, n]. Calculer la variance de X.

Proposition 4.8 Identités remarquables et identités de polarisation

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X et Y des variables aléatoires réelles sur Q. Alors

VX +Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X, Y)
V(X —Y) = V(X) + V(Y) — 2Cov(X, Y)
Cov(X+Y,X—Y) = V(X) — V(Y)

Cov(X,Y) = %(\/(X +Y) = V(X) = V(Y)) = %(\/(X) +V(Y) = V(X =Y)) = %(\/(X +Y) = V(X —Y))

Proposition 4.9 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X et Y deux variables aléatoires réelles sur Q. Alors
| Cov(X, V)] < VVEWVV(Y) = o(X)a(Y)

Cov(X,Y)

o(X)a(Y)
mesure 1’intensité de la «liaison» entre deux variables aléatoires.

REMARQUE. Le réel est un réel compris entre —1 et 1. On 'appelle le coefficient de corrélation de X et Y. Il

Proposition 4.10 Variance d’une sommme

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X;, ..., X,, des variables aléatoires réelles sur Q. Alors

\/(Z Xk) = D, Cov(XpX) =Y V(X)+2 Y Cov(Xy,X))
k=1 k=1

1<i,j<n 1<i<j<n

Corollaire 4.1 Théoreme de Pythagore

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X, ..., X,, des variables aléatoires réelles sur Q deux a deux décorrélées.

Alors " "
\Y (Z Xk) = > V(Xy)
k=1

k=1
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REMARQUE. Le théoréeme de Pythagore est donc encore valide si Xy, ... , X;, des variables aléatoires deux a deux indépendantes.

Proposition 4.11 Variance de lois classiques

Soit (€, P) un espace probabilisé fini.
Constante Soit X une variable aléatoire réelle sur Q constante égale a c € R. Alors V(X) = 0.
Loi de Bernoulli Soient p € [0,1] et X une variable aléatoire sur Q suivant la loi B(p). Alors V(X) = p(1 — p).

Loi binomiale Soientn € N*, p € [0, 1] et X une variable aléatoire sur Q suivant laloi B(n, p). Alors V(X) = np(1—Dp).

Définition 4.6 Variable aléatoire réduite

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur Q. On dit que X est réduite si V(X) = 1.

Proposition 4.12

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle sur Q et (a, b) € R2.
Alors V(aX + b) = a?>V(X).

Corollaire 4.2
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle sur Q telle que o(X) > 0.

X —-EX)
Alors W

est une variable aléatoire centrée réduite.

4.3 Inégalités classiques

Proposition 4.13 Inégalité de Markov

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle positive sur Q et a € R%. Alors

PX2a)< EX)
a
Si on ne suppose plus X positive, on peut affirmer que
ECXD)

P(X| > a) < —=
(X > )< =_

Proposition 4.14 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle sur Q et € € R%. Alors

VO _ o(X)?

P(X-EX| 20 <~ = T3
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Exemple 4.2 Loi faible des grands nombres

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On note m leur espérance commune et o leur
n
1 o’ o . .
écart-type commun et on pose M,, = o Z Xp.. Alors V(M,,) = o et d’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour
k=1

tout € € R%,
2
o
P(IM,,—m| >¢) < —
(M, —ml| 29 < —

En particulier

lim P(IM,,—m|>¢)=0
n—>+oo
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