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FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Continuité

Solution 1

1. Ona|f(x,y)| < |x| +|¥] = [I(x,¥)];- On en déduit que  lim _ f(x,y) = 0.
(x,y)—(0,0)

2. Ona f(x,x) =0et f(x,0) = 1. Donc f n’admet pas de limite en (0, 0).

3. Ona f(x,—x) =0et lin}) f(x,x) = +00 donc f n’admet pas de limite en (0, 0).
X—
4. Remarquons que pour (x,y) € R?:
1x* + 3 < [xPP + [yl < (x| + 1yDG3 + y?) < 201G (2 + y?)

On en déduit que pour (x,y) € R?\ {(0,0)} :
1O 1< 2]1Ces )l

Ainsi lim x,y)=0.
(x,y)—>(0,0)f( Y)

5. On a d’une part :
sin x . sinx
im — =lim—=1
(x,y)—(0,0) X x->0 X
et, d’autre part :
lim x*+)*°—1=-1
(x,y)—(0,0)

On en déduit que  lim x,y) =—1.
d (x,y)—>(0,0)f( Y)

-1 1 -1
6. Ona lim f(x,x)=1et lim f(e X,x) = — (on vérifie que lim (e x,x) = (0,0)). On en déduit que f n’admet pas de limite en
x—0+ x—0+ e x—0+

(0,0).
7. Ona:
fuy) = sinx?  x? siny?  y?
’ X2 \xzryr Y x2ry2

D’une part :

lim sin x2 - sin y? _1

x=0 X2 y—0 y2
D’autre part :

2 2442

et de méme

On en déduit que :
2 2

lim — =  lim —Y =
@N=0.0) 32 Fy2  @N=(00) /X2 + 2

0

uis que  lim x,y) =0.
puis q (x,y)—>(0,0)f( y)
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Dérivées partielles

Solution 2

1. Comme les applications (x, y) — x3 —y3 et (x,y) — x? + y? sont polynomiales, elles sont continue sur R?. De plus, (x,y) - x2 + y?
ne s’annule qu’en (0,0) donc f est continue sur R? \ {(0,0)}. De plus,

V(x,y) € R%, |x* — y*| < X3 + [y*] < (Ix] + [yD(x* + y?)
donc

V(x, y) € R2\{(0,0)}, |f(x, »)I < 10, ¥y

Ainsi f est bien continue en (0, 0). Finalement, f est bien continue sur R2,

2. De la méme maniére, les applications polynomiales (x,y) — x3 — y3 et (x,y) = x? + y? sont de classe C! donc f est de classe C! sur
R?\ {(0,0)} et pour tout (x, y) € R*\ {(0,0)},

3 x* + 3x2y? + 2x)?3 3
f _ y y _fxy):

o (xy) = _y4 + 3x%y% + 2x3y
ax (x2 + y2)2 dy "’

Par ailleurs,

f(x,0) = £(0,0) _

Vx € R*, ~—0 1
of
donc a—x(O, 0)=1, 0 100
* ay - ) —
Vy € R%, —y 0 =-1
of
donc @(0, 0) =—1.
Enfin,
« of _ _9of
Yy €R*, 2-(0.y) = 0# 1 = 2-(0,0)
of . .
donc 3" est pas continue en (0, 0). De méme,
« of _ _of
Vx € R*, 5(x’0) =0#-1= @(0,0)

9
donc % n’est pas non plus continue en (0, 0).

d d
3. Attention, —f et —f peuvent ne pas étre continues en (0, 0) mais pourtant y admettre des dérivées partielles.

ox  dy

¥ (x,0) - 2L(0,0)
dy dy _

1
v R* = -
xen x—0 x
donc ef (0,0) n’est pas définie
dxdy "’ P ’
De méme,
3 )
e HOV-GOO
€ R*, =—=
Y y=0 y
donc ’f (0,0) n’est pas non plus définie
dyox P P '
Par contre,
¥ (x,0)- (0,0
Vx € R*, & Ox =0

x—0
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?f
donc @(0, 0)=0et . .
—(0,y) — —(0,0
SO0
y—0

vy € R¥,

?f
donc W(O, 0)=0.

Solution 3

1. En utilisant éventuellement une composition par 1’application (x, y) — (y,x), on trouve :

dg _9of dg _of
2. En utilisant une composition par 1’application x — (x, x), on trouve :
ooy = O of
800 = 30X+ ay(x,X)
3. En utilisant une composition par (x, y) — (y, f(x, x)), on trouve :
dg _of 3f of ) og _of
B 00) = 00100 (5200 + ) S (0Y) = 3001 (x)

4. En utilisant une composition par x — (x, f(x, X)), on trouve :

g0 = 00 + 0 S 0) (S ) + o)

Solution 4

|x| si |x] = [yol
Yol si x| < |yl
[yl si [yl = [xol
%ol si [yl < |xol
On en déduit que f n’admet des dérivées partielles en (X, y) si et seulement si |xq| # |Vo|-

1. Ay, fixé, f(x,y) = { . Ainsi f(.,y,) est dérivable sur R \ {pmyy} et n’est pas dérivable en %Y.

De méme, a x, fixé, f(xq,y) = { . Ainsi f(xg,.) est dérivable sur R \ {£x,} et n’est pas dérivable en *x,.

2. La valeur absolue étant dérivable en tout point différent de 0, f admet une dérivée partielle en x en tout point (x,, yo) tel que xy # 0 et
f n’admet pas de dérivée partielle en x en un point (0, y,). De méme f admet une dérivée partielle en y en tout point (xq, yo) tel que
Yo # 0 et f n’admet pas de dérivée partielle en y en un point (x, 0).

. 2 . 2
3. festévidemment dérivable en tout point de R?\ {(0, 0)}. De plus, x = f(x,0) = % ety — f(0,y) = SIE)T ne sont pas dérivables

en 0 (considérer le taux d’acroissement a gauche et a droite) donc f n’admet pas de dérivée partielle en (0, 0).

Solution 5

f est clairement continue sur R? \ {(0,0)}. De plus,

F(69) < eyl < 562457 = 2Co P

Onadonc lim  f(x,y) =0, ce qui prouve que f est continue en (0, 0).
(x,9)-(0,0)

Si (x,y) # (0,0), on a clairement :

aof _ y(x* + 4x2y? — y*) of _ —x(y* + 4x%y? — x4)
ox (x2 +y2)2 ay (x2 + y2)2
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of af

De plus, f(x,0) pour x # 0 et f(0,y) = 0 pour y # 0. Donc a—x(O, 0) =0et 5(0, 0) = 0. Les dérivées partielles de f sont clairement

continues en tout point distinct de (0, 0). De plus,

(x* + 4x2y? + y%) < [y|(2x* + 4x2y? + 2y%)

of ¥l

- < =
(xay)‘ = (xz + yz)z = (xz + y2)2 2|y|

af( )‘ < |x|(x* + 4x2y? + y*) < |x|(2x* + 4x2y? + 2y*) — x|

N R o) R G2 +y?)2

On a donc

of

lim
(x,9)~(0,0) 90X

of

lim
x>y = (x,)~(0,0) Oy

=—(xy) =

ce qui prouve que les dérivées partielles de f sont continues en (0, 0). Ainsi f est de classe G!. Ona:

3 e}
Tx0-Z0.0 Zo.n-Zo.0
=1 = = =-1
x—0 y—20
On a donc ’f (0,0) =1et Ll (0,0) = —1. Donc f n’est pas de classe G2
axdy T S xS T P '
Solution 6

On a classiquement :

of d0g sin©ag

ax %% T T @
g leag cos 6 9g

dy or r o8

On en déduit donc que :

2
ﬂ =COSG% (co 0= — wa—g>

0x2 r 96
_sm@i(o %_smea_g)
06 r 06
?f . .9 coseag
B smea <s1 0= p
cos® 0 (. coseag
+ £<sme—+ p 8_>

Apres simplification, on trouve :

32 2
g, 10 10%
Af = 6r2 ror r2902

Solution 7

Les applications t — ef costett — In(1+t%) étant de classe C! sur R, I’application t + (ef cos t, In(1+t2)) ’est également. Par composition,
g est de classe C!. De plus,

2t of )
T30 a(e cost,In(1 + t%))

gt)y=e

Solution 8

1. Une fonction constante égale i ¢ vérifie () si et seulement si 2¢c = 2c?. Les fonctions constantes vérifiant (*) sont donc la fonction
nulle et la fonction constante égale a 1.
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2. a. En choisissant x = 0 et y = 0 dans (), on obtient 2f(0) = 2£(0)? donc f(0) = 0 ou f(0) = 1. Puisque pour tout x € R,
2f(x) = f(x +0) + f(x — 0) = 2f(x)f(0)

on ne peut avoir f(0) = 0 sinon f serait constante égale & 0. Ainsi f(0) = 1.
En dérivant () par rapport a y, on obtient

Vx,y €R, f'(x+y)— flx—y)=2f()f' )
En choisissant x = 0 et y = 0 dans cette nouvelle équation, on en déduit f(0)f'(0) = 0 et donc f'(0) = 0 puisque f(0) =1 # 0.
b. En choisissant x = 0 dans (), on obtient f(y) + f(—y) = 2f(0)f(y) pour tout y € R. Puisque f(0) = 1, f(—y) = f(y) pour
tout y € R i.e. f est paire.

3. a. Les applications (x,y) = x + y et (x,y) = x — y sont de classe C? sur R? & valeurs dans R. Comme f est de classe €2,
(x,y) ~ f(x+y)et(x,y) = f(x—y) sont de classe €2 sur R? en tant que composée de fonctions de classe C2. Par suite, F est
de classe G2 sur R? en tant que somme de telles fonctions.

b. On calcule les dérivées partielles premieres :

dF , ) oF _ ., ’
=@y =+ +fx-y) ==+ -fx-y)
ox dy
puis les dérivées partielles secondes :

aZF " 4 azF " "

32N =[x+ + f(x-y) a—yz(x,y)=f(x+y)+f(x—y)

3°F &°F " "

, ’F  9°F . . o 2
c. On voit que Pl Bk Or f étant solution de(), on sait également que F(x,y) = 2f(x)f(y) pour tout (x,y) € R*. On en

2 2
déduit que ZTS(X,)/) =2f"(x)f(y) et 271:(96, ¥) = 2f()f"(y) pour tout (x,y) € R? On adonc f"(x)f(y) = f()f"(y) pour
tout (x,y) € R2. En choisissant y = 0, on en déduit que f”(x) — f”(0)f(x) = 0 pour tout x € R puisque f(0) = 1. Quitte a
poser a = f”(0), f est solution de 1’équation différentielle z” — az = 0.

d. C’est du cours.

(D) Sio =0, les solutions de cette équation différentielle sont x — Ax + B avec (A, B) € R2.
(II) Sia > 0, les solutions de cette équation différentielle sont x — A ch(wx) + B sh(wx) avec (A,B) € R?etw = \/&.
(IIT) Si o < 0, les solutions de cette équation différentielle sont x — A cos(wx) + Bsin(wx) avec (A,B) € R%? et w = \/—_oc.

4. Soit f une solution non constamment nulle

* Si f estdu type (D), alors les conditions de la question[2|entraine A = 0 et B = 1, ce qui est exclu car on a supposé f non constante.

* Si festdu type (II), alors les conditions de la question[2|entraine A = 1 et B = 0. Réciproquement toute fonction g,, : x + ch(wx)
avec € R est bien solution de ().

* Si f est du type (III), alors les conditions de la question [2]entraine A = 1 et B = 0. Réciproquement toute fonction h,, : x
cos(wx) avec w € R est bien solution de ().

Les solutions de () sont donc la fonction nulle, les fonctions g, et h,, pour w € R.

Solution 9
1
1. (x,y) = x? + y? est continue sur R? \ {(0,0)} et ne s’y annule pas donc (x,y) — Y est également continue. Comme sin
x“+Yy
1
est continue sur R, (x,y) + sin ———— est continue R? \ {(0,0)}. Finalement, f est continue sur R? \ {(0,0)} comme produit de

x2 + y?
fonctions continues.

De plus, pour (x,y) # (0,0), |f(x,y)| < |x* + ¥*| = [|(x,y)||*. Ainsi , l)in%0 0 f(x,¥) = 0 = f(0,0), ce qui prouve que f est aussi
x’y - bl
continue en (0, 0).

Finalement, f est continue sur R2,
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2. a. Lesthéoremes classiques de dérivabilité d’une fonction d’une variable réelle nous donne la dérivabilité des applications partielles
et donc I’existence de dérivées partielles en tout point de R? \ {(0,0)}. De plus, pour x # 0 :

f(x,0) - f(0,0)

donc f admet une dérivée partielle par rapport a x en (0, 0).

De méme, poury # 0 :

y—0
donc f admet une dérivée partielle par rapport a y en (0, 0).
Finalement, f admet des dérivées partielles premiéres en tout point de R2.

b. Les théorémes de dérivation nous donnent pour (x,y) # (0,0) :

1
=xsin— — 0
x—0 |.X'| x=0

=ysini —0

[yl y-0

g(x y) = 2xsin — X cos !
ox VaZ+yr xZ+yr xZ+ 2
y 1

af _ .
@(x, y) = 2ysin

- COS
Ve +y2 X 4yr Xty

On montre comme 4 la premiére question que les dérivées partielles sont continues sur R? \ {(0, 0)}.

3 0
Mais % et % n’admettent pas de limite en (0, 0). En effet, pour n € N*,
) 1 3 1 2
a—f ( ,O) =-1 a—f ,0] = — 0
*\W2nn X ‘/Zm'c+§ 1/2n7‘c+§"_>+°°
1 1 . of .
et pourtant | ——,0 | et | ———,0 ] tendent vers (0, 0) lorsque n tend vers +oo. Ceci prouve que =— n’admet pas de limite
V2nm JJ2nm+ = ox
2
s Of . . of of :
en (0, 0). De méme, 3y n’est pas continue en (0, 0). A fortiori, F et 3y ne sont pas continues en (0, 0).

c. f nest donc pas de classe C! sur R2. Elle I’est néanmoins sur R? \ {(0,0)}.

Solution 10

1. Les applications 7t; : (x,y) = xetm,: (x,y) = x sont C® sur R? et sin est C® sur R donc sin ort; — sin o7, et 7t; — 7, sont C* sur

R2. De plus, ; — 7, ne s’annule pas sur R? \ A donc f est C® sur R? \ A.

2. Remarquons que pour (x,y) € R?\ A,

sint
Donc en posant ¢ : t € R* s

fey) = o (*5E) cos(S52)

-y -y

Soit(a,a) € A. Alors  lim I _ Oet li(r)ncp =1ldonc lim ¢ (x_> = 1.Deplus,onaclairement  lim

(x.y)~>(aa) 2 (x.y)~(a,0) 2

(x,y)—(a,a)

COS (

x+y
2

cos a donc (lim) f = cos(a). L application f est donc prolongeable en une application f. De plus, pour (a,a) € A, f(a,a) = cosa.
a,a

3. Comme f est de classe € sur R? \ A, f admet des dérivées partielles sur R? \ A. On peut également préciser que

of

Y ey = cos(x)(x — y) — (sin(x) — sin(y)) of

(x—y)? dy

(x,y) =
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Soit alors (a,a) € A. Pour h € R*,

fla+h,a)— f(a,a) _ sin(a + h) —sin(a) — hcos(a)

h B h2
Or d’apres la formule de Taylor,
. . sm(a) ) )
sin(a + h) = sin(a) + hcos(a) — ———=h* + o(h*)
-0
donc N _
fla+h,a)—fla,a) 1 .
f SR G - e

Ainsi f admet une dérivée partielle selon sa premiére variable en (a, a) et

f

(a a)=-—= sma

On prouve de la méme maniére f admet une dérivée partielle selon sa seconde variable en (a, a) et

LD ¥
ay(a,a)— 5 sina

REMARQUE. Pour simplifier, on aurait pu remarquer que f(x,y) = f(y,x) donc si f admet une dérivée partielle suivant sa seconde
variable en (x, y) elle en admet une selon sa seconde variable en (y, x) et

f

of

S0 = 3,000

sin t . . . s . .
4. Lafonctiong: t — - est prolongeable en une fonction continue sur R puisqu’elle est continue sur R* et lim ¢ = 1. Notons encore
0

¢ ce prolongement. On a alors

V(x,y) € R%, f(x,y) = @(x;y)cos(x;y)

o est clairement de classe C! sur R* et
tcost —sint

t
Orcost = 1+o(1)et smt t+o(t) donc ¢ (t) = 0(1) ie. hm @’ = 0. On en déduit que ¢ est de classe C! sur R (et que ¢’(0) =

t—0

Vt € R, ¢/(t) =

Puisque (x,y) — 4 est clalrement de classe (:’1 sur R?, (x, y) > cp( — y> est de classe C! sur R? par composition. De la méme

X+ ~
maniére, (x,y) — cos( y) est de classe C! sur R? donc f I’est également en tant que produit de fonctions de classe C! sur R2.

REMARQUE. La question précédente était donc inutile. Remarquons qu’on peut également calculer les dérivées partielles de f en (a, a)
a I’aide de son expression en fonction de ¢ :

Z_i(a’ a) = %cp’(o) cos(a) — %CP(O) sin(a) = _% sina

2—£(a, a) = —%cp’(O) cos(a) — %CP(O) sin(a) = _% sina

5. En utilisant le développement en série entiere de sin,

( 1)ntn

vt € R, cp(t)—z(z I

Ainsi ¢ est développable en une série entiere de rayon de convergence infini. Par conséquent, ¢ est de classe C* sur R. L’expression

V(x,y) € R%, f(x,y) = @(x;y)“’s(x;y)
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sont clairement de

permet alors de montrer que f est de classe C® sur R2. En effet, les applications (x, y) ~ X ; 4 et (x,y) — X ; Y

classe € sur R? tandis que ¢ et cos sont de classe C* sur R.

REMARQUE. On pouvait également utiliser I’indication de 1’énoncé. Remarquons que pour (x, y) € R? (y compris lorsque x = y)

1
flx,y) = / cos(tx + (1 —t)y) dt
0

Pour tout ¢t € [0,1], (x,y) + cos(tx + (1 — t)y) admet des dérivées partielles a tout ordre. Ces dérivées partielles sont de la forme
(x,) = (=D)%PI = £)Y cos(tx + (1 — 1)y) ou (x,y) = (=1)%tF(1 — £)? sin(tx + (1 — t)y). De plus,

V(x,y,t) € R? x [0,1], |[(=1)*F(1 — £)? cos(tx + (1 — 0)y)| < 1

et
V(x,y,t) € R2x [0,1], [(=1)%F(1 — t)Ysin(tx + (1 — )y)| < 1

ett — 1 est intégrable sur le segment [0, 1]. Donc, en appliquant le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres successivement
par rapport aux variables x et y, on en déduit que f admet des dérivées partielles a tout ordre.

6. Puisque |sin’ | = |cos| < 1, sin est 1-lipschitzienne sur R donc
V(x,y) € R?, |sin(x) = sin(y)| < |x —y|

donc }
V(x,y) € R*\ A, |f(x,y)] <1

De plus, pour (a,a) € A, |f(a,a)| = |cos(a)| < 1 donc
V(x,y) € R% |f(x, )l <1

Par ailleurs, f(0,0) = cos(0) = 1 et f(mr, ) = cos(m) = —1. Ainsi f admet 1 pour maximum et —1 pour minimum sur R2.

Optimisation

Solution 11

1. fest polynomiale en x et y : elle admet donc des dérivées partielles premiéres polynomiales en tout point de R2. Ces dérivées partielles
sont a fortiori continues sur R2.

2. Le calcul des dérivées partielles donnent :

of _ 3 of _ 5.2 2 403
ax(x,y) =2x(1+Yy) 3y 3x°(1+y)° +4y
) - . of of | e N
Les points critiques sont les points (x, y) tels que &(x, y)=0et @(x, y) = 0. La premiére condition équivaut 2 x = 0ouy = —1.

La deuxiéme condition montre que y ne peut étre égal 2 —1. On a donc x = 0 puis y = 0. Le seul point critique est (0, 0).

3. Ona f(0,0) = 0 et pour y > —1, f(x,y) > 0. Ceci montre que f admet bien un minimum local en (0,0). Mais f(y,y) ~ y° donc
Y-

lim f(y,y) = —o0. f prend donc des valeurs strictement négatives et f n’admet pas de minimum global en (0, 0) (f n’admet pas de
y—>—o0

minimum global du tout).

Solution 12
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3
—i(x’J’) =0
1. Les points critiques de f sont les solutions du systeme f ,
a—(x,)’) =0
y
of
a(xry) =0
of
@(xﬂy) =0
3x2 -3y =0
—
32 -3x=0
— 5
xX=y
= y=x"
x = x*
{y =0 {y =1
— ou
x=0 x=1

Les points critiques de f sont donc (0, 0) et (1, 1).

2. Soit € > 0. Alors f(g,0) = €3 > 0 et f(—¢,0) = —> < 0. Comme (g, 0) et (—¢, 0) sont arbitrairement proches de (0, 0), f prend des
valeus strictement positives et strictement négatives dans tout voisinage de (0, 0). Ainsi f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

3. Dans un premier temps,
Y(u,v) € R?, g(u,v) = 3u? + 3v% — 3uv + u3 + v3

puis
1
Y(r,0) € Ry X R, g(rcos8,rsind) = 3r2 — 3r% cos O sin 6 + r3(cos® 8 + sin® 6) = 312 (1 -5 sin(20) + g(cos3 0 + sin® 9))
4. Soit (r,0) € R, x R. Comme sin et cos sont a valeurs dans [—1, 1], on a d’une part

1- % sin(28) >

N =

et d’autre part

\S)

1(cos3 O+sin’0) > —=> -2
3 3
Comme r > 0, on obtient
1 1
1— =sin(20) + Z(cos3 O+sin®0)> = —2r
2 3 2
puis
1
g(rcos 6, rsin0) > 3r? (5 - Zr)

1 1
Notamment pour r < e g(rcos B, 7sin©) > 0. On en déduit que pour tout (x, y) dans le disque de centre (1, 1) et de rayon 1 (pour la

norme euclidienne), f(x,y) > f(1,1). Autrement dit, f admet un minimum local en (1, 1).

5. Remarquons que f(x,x) = 2x3 — 3x2. Notamment, lim f(x,x) = —co et lim f(x,x) = +oo. La fonction f ne posséde pas de
X—>—00 X—>+00

minimum global puisqu’elle n’est méme pas minorée et elle ne posseéde pas non plus de maximum global puisqu’elle n’est pas majorée.
g puisq p p p p g puisq p y
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