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APPLICATIONS LINEAIRES

Rudiments

Solution 1

P> fi nest pas linéaire car , par exemple ,
filer +e3) # filer) + filer)

en notant (ey);<k<3 l1a base canonique de R,

P /> est linéaire car pour tous
U=(x,y,2),V=(abc) € R’ et LER,

HLAU+V)=(Ax+a+ Ay + b,2Ax + 2a + 5Az + 5¢,0)
= AL(U0) + (V)

P> f; nest pas linéaire car f3(0) # 0.
Solution 2

1. Lapplication u est clairement linéaire : toute démonstration friserait 1’insulte !

L application F n’est pas linéaire car F(0) # 0 (0 désignant ici I’application nulle de R dans R).
L application G est linéaire par linéarité de la multiplication sur R.

L application G est linéaire par linéarité de I’addition sur R et de la dérivation.

L application j est linéaire en tant que restriction d’une application linéaire (idg en I’occurrence).

AN S o

Lapplication T est linéaire. Soient 4 = (U)o € RN, 0 = (U)pso € RV etA € R. Comme Au + v = (Au, + v,), on a
T(Au + v) = (Augy + vy, ... , Aylty, + Uy,) et donc

T(Au + v) = Muyg, ... , uy) + (Vgs ... , Uy) = AT(w) + 0.

7. Lapplication S est linéaire. Soient 4 = (U)o € RV, 0 = (Upso € RVetX € R. Comme Au + v = (Au, + vy,), on a
S(Au + v) = (Auy11 + Upt1)nzo et done

S(Au +v) = l(un+1)n>0 + (Un+1)n>0 = AS(u) +v.

Solution 3

1. f et g sont clairement linéaires.
P On a immédiatement que g est un isomorphisme d’inverse g~ = g.

P Pour tous x,y,x',y" € R, f(x,y) = (x,y’) si et seulement si

x = x4y

y = 2x
ie,

x = y'/2

y = xX'=y2

L application f est donc un isomorphisme de E et son inverse est défini par (x,y) —> (y/2,x — y/2).
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2. Puisque L£(E) est une algébre , h = fog—go f € L(E).

3. Onapourtous x,y € R, h(x,y) = (y — X,y — X). h n’est donc pas nul! De plus (1,1) € Ker(h) donc h n’est pas injective.

4. Puisque Vx,y € R, h(x,y) = (y — x)(1, 1), 'image de h vaut Im(h) = vect((1,1)) # R? donc h n’est pas surjective.

REMARQUE. On peut également appliquer le théoréme du rang.

Solution 4

Démontrons la formule par récurrence sur k € N*,
P HR(1) est banale car uov —vou = u.

P> Soit k > 1. Supposons HR(k) vérifiée, i.e.

uk o v —vouk = kuk.

En composant a gauche par u, on obtient :

k+1

uktl o v — yo v o uk = kuk+l,

Mais, en composant a droite par u¥ dans 1’égalité
Uov—vVoU=U,

on obtient également

uovouk—vouk+1=uk+1.

Ainsi, en sommant membre a membre ces égalités, on aboutit &

uktlop — poyktl = (k + 1)uk+1‘

HR(k + 1) est donc vérifiée.

P HR(k) est donc vérifiée pour tout k € N* d’apres le principe de récurrence.

Isomorphismes

Solution 5

1. Si x € Ker(I— f), alors (I — f)(x) = Og, donc x — f(x) = O, soit

f(x) =x.

Supposons qu’il existe un entier k > 1 tel que f*(x) = x. Alors, par hypothése de récurrence,

) = fR(P(x0) = fRx) = x.

Par conséquent, f¥(x) = x pour tout entier k > 1 et en particulier pour k = n. Or f" est ’application identiquement nulle, donc
f™(x) = Og. Ainsi x = Og, ce qui démontre que le noyau de I — f est réduit au vecteur nul, et donc que I — f est injectif.

2. On peut développer et factoriser dans £(E) comme dans C (en remplagant la multiplication complexe par le produit de composition).

On en déduit que

A=f)o@+f+ [ 44 ) =1 =1

puisque f™ est I’endomorphisme nul. De méme,

I+f+ 24+ T D= =1

Ces deux relations montrent que I — f est un automorphisme et ayant pour automorphisme réciproque

A+ f+f2+-+f".
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3. On vérifie que I’application réciproque de I — f¥ est

I+fk+f2k+ +fk(n—1).

Solution 6

1. Remarquons que 1in = (1,...,1). On a bien fi(1kn) = 1gn.
On vérifie ensuite que f est linéaire et que f;(xy) = fo(x)f(¥) pour x,y € K".
De plus, fz(x) = 0 implique x = 0 donc f; est injective. Comme K" est de dimension finie, f; est un automorphisme d’algebres. (On
peut évidemment montrer la surjectivité de f; « a la main ».)

2. Notons (€;);<j<p, labase canonique de K™. Ona d(e;)* = $(e?) = $(e;) donc p(e;)(p(e;)—1n) = Oxn. Ceci signifie que les composantes
de ¢(e;) valent 0 ou 1.
Notons 7; le nombre de composantes égales a2 1. Comme ¢ est un automorphisme, ¢(e;) # Okn et donc n; > 1. Notons P la forme
n

linéaire sur K" qui & x associe Z Xr. On a donc P(P(e;)) = n;. De plus,
k=1

Ign = $(1kn) = ¢ (Z ei) =), d(er)
i=1

i=1 i=

donc

n n
n=19v1gn) =9 (Z ¢(ei)) = Z n;
i=1 i=1
Donc n; = 1 pour 1 < i < n. Ainsi ¢(e;) est I'un des ¢; : on le note eg;).
Sii# j,onad(e)d(e) = peje) = P(0kn) = Okn donc eg(jeq(j) = On et a(i) # o(j). Par conséquent, o € S,,.
Posons ¢ = t71. La j-&¢me composante de f;(e;) vaut 1 si o(j) = ii.e. j = 1(i) et 0 sinon. Donc f;(e;) = ey = $(e;). Ainsi ¢ et f
coincident sur une base : ils sont égaux.

3. Notons F = Klkn et G = Ker. F et G sont deux sous-espaces vectoriels de K" stables par tous les f.
Soit H un sous-espace stable par tous les f;. Si H C F, on a soit H = {0~} (qui est évidemment stable), soit H = F car dimF = 1.
Si H ¢ F, alors il existe x € H avec deux composantes différentes. Quitte a considérer une permutation des composantes, on peut
supposer X; # X,. Notons Ty, la transposition de 1 et 2. Alors

1
X1 — X2

(x = f,(0))=(1,-1,0,...,0) =¢; —e; €H

En considérant les itérées du cycle (1,2, ..., n), on prouve que f; = ¢; —e;.; € Hpour1 <i < n—1.0r (f;)1<j<n—1 est une base de
G (la famille est libre et G est de dimension n — 1). Par conséquent, G C H. Comme G est de dimension n — 1, on a soit H = G, soit
H = K" (qui est évidemment stable).

Ainsi les seuls sous-espaces stables par tous les f5 sont {Okn}, F, G et K".

Solution 7

P Lapplication f est clairement linéaire de R3 dans R3.

} Pour tous x,y,z,x',y',z' € R, f(x,y,2)) = (x',y',2’) si et seulement si

———
[N
= X
+ |
~< <
Il
<. =X
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par les opérations L, < L, + L; et L3 « L3 — 2L,

2 0 -1 z’
0 1 -1 y+z
0 -1 2 x' —2z'
puis Ly « Lz + L,
2 0 -1 z'
01 -1 y +z
0 0 1 x'+y -z
d’ou,
X = x' +y
y = x'+2y
z = xX'+y -2

ainsi f est un isomorphisme et f~! est défini sur R par

6, y,z2) > (x+y,x+2y,x+y— 2).

Solution 8

1.

http

Prouvons que la famille (fi)o<k<2 est libre. Soient A, A; et A, € R tels que

lofé) + )Ll.fl + lzfz == O,

c’est-a-dire, pour tout x € R,
Loe® + A xe®* + A,x%e?* =0,

ie,
Ao+ AMx +Ax% =0,
et puisque une fonction polyndme est nulle si et seulement si tous ses ccefficients sont nuls ,
A=A=A=0.
La famille (fi)ogk<2 est donc libre et E est de dimension 3.
C’est parti !

* Le caractere linéaire de la dérivation est bien connu, il suffit de vérifier que D(E) C E. On remarque sans peine que, pour tout
x €R,
fox) = 2e¥*, f{(x) = 2xe** + e?*, fj(x) = 2xe** + 2x%e**,

Ainsi D(fy) = 2f5, D(f,) = fy + 2f, et D(£,) = 2, + 2f,, d’ot D(E) C E et D € £(E).

Prouvons que I’image de (fy, fi, f5) par D est une base de E. Puisque E est de dimension 3, il suffit de prouver que le rang de la famille
image est trois. D’apres les calculs précédents, il s’agit de déterminer le rang de la famille suivante,

21 0

0 2 2

0 0 2

Cette derniere étant de rang 3, le résultat est acquis. L'image d’une base de E par D étant une base de E, D est un isomorphisme de
E: D € GL(E).
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Noyau et image d’une application linéaire

Solution 9

1. Puisque les quatre composantes de ®(U) sont linéaires en U, ® est linéaire (on ne va tout de méme pas y passer la soirée !)
2. Un vecteur (X, y, z) appartient au noyau de @ si et seulement si ,
y—z=x4+z=x+y+z=x-y—2z=0,
ie x =y = z = 0. Ainsi Ker(®) = {0} et ® est injective.

3. Puisque ® est injective, en notant B = (ey);<k<3 1a base canonique de R3, I'image de B par ® est une base de I’'image de ®. Im(®) est
donc de dimension 3 strictement inférieure 2 4 = dim(R*) : ® n’est pas surjective. Posons

u==®(;)=(1,0,1,1) , v=2>(e;) =(0,1,1,-1)
etw = ®(e3) = (1,-1,1,-1); (u, v, w) est une base de Im(P) puisque P est injective.

Solution 10

Calcul du noyau.
Un vecteur (x, y, z, t) appartient a Ker(f) si et seulement si ,

x +y + az + t = 0
b + z + t =0
y + z = 0

Appliquons la méthode du pivot de Gauss sous sa forme matricielle ; par ’opération L, < L; — L,,

[ 1 1 a 1 0 ]
01 a-1 0
| 0 1 1 0 0 |
puis L, « L, — Ls,
[ 1 1 a 1 0 ]
0 o0 -2 0 0
| 0 1 1 0 0 |

P Casl:a=2.

Un vecteur (x, y, z, t) appartient a Ker(f,) si et seulement si ,

|
o

x + y + 2z + t
y + z = 0

ainsi,
Ker(f,) = {(x,y, =y, y = %) , x,y €R},

ie Ker(f,) = vect(uy,u,) ot u; = (1,0,0,—1) et u, = (0,1, —1,1). La famille (u;, u,) est clairement libre dans R* et s’agit donc d’une base
de Ker(f).

P Cas2:a+2.

Un vecteur (x, y, z, t) appartient a Ker(f,) si et seulement si ,

x +y + az + t =0
y + z = 0
z 0

ainsi,
Ker(fy) = {x(1,0,0,~1) | x € R},
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ie Ker(f,) = vect(u) ot u = (1,0,0,—1).

Calcul de ’'image.
P Casl:a=2.

Pour tout (x,y, z,t) € R*,
H(x,y,2,t) = (x + t)e; + ye, + zes,

ou e = (1, 1,0) , €y = (1,0, ].) et €3 = (2, 1, 1) =€ + €. Ainsi
Im(f;) = vect(ey, e, e3) = vect(ey, €,).

On montre sans difficulté que la famille (e;, e,) est libre dans R3 et qu’il s’ agit ainsi d’une base de Im(f;).
P Cas2:a=2.

Pour tout (x,y, z,t) € R*,
fo(x,p,2,t) = (x + t)e; + ye, + zes
otte; = (1,1,0) , e, = (1,0,1) et 5 = (e, 1,1). Ainsi Im(fy) = vect(e;, e, €3). La famille (e, e,, €3) est une base de R3 car, d’apres le
théoréme du rang, Im(f,,) est de dimension 4 — 1 = 3. On a donc Im(f},) = R3.
Solution 11

1. P Base de Im(f).
On a Im(f) = vect(e;, e3), la famille (e;, e3) étant libre (car extraite d’une base), il s’agit d’une base de Im(f).
P Base de Ker(f).
X € Ker(f) si et seulement si il existe x,y,z € R tel que X = (x,y,z) et x =y = 0. Ainsi
Ker(f) ={(0,0,2) |z € R} = vect(es).
2. P Puisque E = vect(e, e,), ona

J(E) = vect(f(ey), f(e;)) = vect(ey, e3).

P X € f7I(E) si et seulement si il existe x,y,z € R tel que X = (x,),z) et f(X) € E, ce qui est équivalent a I” existence de
(x,y,2z) € R3tel que X = (x,y,z) € R3et (x,0,y) € E. Or, (x,0,y) € Esi et seulement si y = 0. Ainsi X = (x,y,z) € f~}(E) si et
seulement si y = 0, ie X € vect(e;, e3). Ona donc f~1(E) = vect(e;, e5).

Solution 12

1. E est un sous-espace vectoriel de R®+ puisque toute combinaison linéaire de fonctions continues est une fonction continue.

2. E est de dimension infinie infinie car contient une famille libre infinie,

x>0~ xk, keN.

3. Soient fi, f, deux vecteurs de E et A € R. Posons

g =Vb(h +AfH)
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Pour tout x € R, ,

g(x) = f ((f + AL)E) di
0

= f t(f() + AfH(1)) dt
0

(par définition des opérations sur IRR+)

=f tfi(t) dt+l/ tf(t) dt
0

0

(par linéarité de I'intégrale)
= P(f)(x) + Mp(H)(x)
=P(fh +AH)(X)

(par définition des opérations sur RR+)

Ainsi p(fi + 1£) = b(H) + () et b € L(E).

4. P Soit f € Ker(f). On a alors

X
Vx € Ry, f tf(t) dt = 0.
0

La fonction ¢ — ¢t f(t) étant continue sur R, , I’application

est dérivable sur R, de dérivée

Ainsi

X +— ,[th(t) dt

x — xf(x).

Vx eR,, xf(x)=0.

En particulier Vx > 0 , f(x) = 0 puis f(0) = 0 par continuité de f en zéro. Le noyau de f est donc réduit a O et f est injective.

P L application ¥ n’est pas surjective puisque

VFf€E , $(f)0)=0

et qu’il existe des fonctions g € E telles que g(0) # 0 comme g = cos.

P L endomorphisme ¥ étudié dans cet exercice est un contre-exemple en dimension infinie de 1’équivalence en dimension finie entre
Iinjectivité et la surjectivité des endomorphismes.

5. Soient A € Ret f € Ker(p — Aidg).

P Cas1:1=0.

On a montré a la question précédente que Ker(¢) = {0}.

P Cas2 :A#0.

Pour tout x positif ,

fxtf(t) dt — Af(x) = 0.
0

D’apres les mémes arguments qu’ a la question précédente, la fonction
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est dérivable de dérivée
x = xf(x).

Or .
VxeR, , f(x)= %f tF(2) dt.
0

La fonction f est donc dérivable et
Vx eR,, xf(x)—Af'(x)=0.

1
La fonction f est donc solution sur R, de I’équation différentielle y' — )—Lty = 0. De plus ,

0
foy=1 f £F(t) dt = 0.
A Jo
D’apres le théoreme d’unicité appliqué au probleme de Cauchy

, 1
Y =3ty=0,y0=0

sur I'intervalle R, f = 0. Ainsi
Ker(y — Aidg) = {0}.

REMARQUE. Il n’est pas indispensable de résoudre explicitement 1’équation différentielle pour répondre a la derniere question de I’exer-

Z:N 2

cice : tout le travail a déja été fait dans les paragraphes concernant les problémes de Cauchy du cours sur les équations différentielles.

Solution 13

1. Pour tout z € C, u(z) = —2Im(z). Donc, par R-linéarité de la partie imaginaire, u € £(C).

2. On a, d’apres le calcul précédent,
Ker(u) = Im(u) = R.

3. Toujours d’apres le calcul initial, pour tout z appartenant a C, u?(z) = u(u(z)) = 0. On a donc u? = 0.

4. Posons v = id¢ + 2u. Puisque u> =0, on a
(U - id@)z = U2 —-2v+ ldC =0.

On a donc
vo (2idc —v) = (2idec — V) o v = idc.

L’endomorphisme v est donc un isomorphisme et

v = 2id¢e — v = id¢ — 2u.

Solution 14

1. Ona:
(u—nIdg)o (u—rldg) = u? —(n +B)u+ KK ldg

Comme 7 et 1, sont les racines de X2 + aX + b,onan +r = —aet i = b. Dol
(u—n1Idg) o (u—rlIdg) = u? + au+ bldg

On prouve de méme que
(u—r1dg) o (u—rldg) = u?> + au + bldg
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2. Comme (u — r; Idg) o (u — i, Idg) = u?® + au + b1dg, on a Ker(u — r, Idg) C Ker(u? + au + bldg) i.e. B, C F. On prouve de méme
que § CF.

3. Soient x € F N K. On a alors u(x) = Khx = rx. Mais, comme 1; # 15, x = 0g. D’o0 § N E = {0g}.
Comme | C FetE, C F,onaF + E C F. Prouvons I’'inclusion réciproque. Soit x € F.
Analyse : On suppose qu’il existe (y,z) € | X B tel que x = y + z. Remarquons que u(y) = r,y et u(z) = r,z. On a alors

(u—-nldg)(x) = (u—nldg)(z) = (h—n)z

et
(u—nrldg)(x) = (u—nrldg)(y) = (h —nR)y

(u(x)—nx)ety = (KX — u(x)). On voit facilement que y + z = x. De plus,

Synthese : Posons z =
h—h hL—=n

(u—nr1dg)y) = (u—n1Idg) o (u—rldg)(x) = (u? + au+ bIdg)(x) = Og car x € F
(u—rlIdg)(z) = (u—rldg) o (u—r Idg)(x) = (u? + au + bldg)(x) = Og car x € F

doncye etz € B.
En conclusion, on abien F=F @ E.

4. a. Soit f une solution de (&). f est deux fois dérivable.
Supposons avoir montré que f est n fois dérivable pour un entier n > 2 et montrons que f est n + 1 fois dérivable. On a
"= —af"—bf. f est nfois dérivable donc, a fortiori, n — 1 fois dérivable. f’ est également n — 1 fois dérivable. Par conséquent
f" est n — 1 fois dérivable. Donc f est n + 1 fois dérivable.
Par récurrence, f est n fois dérivable pour tout n € N, donc de classe C*.

b. On a prouvé a la question précédente que toutes les solutions de (£) sont des éléments de E. De plus, pour tout f € E :
f solution de (§) <= (u?+au+bldg)(f) =0 < f € Ker(u? + au + b1dg)
Ainsi F est bien I’ensemble des solutions de (&).

R — C {IR—»C
et f5 :

; ot ; orat On a, d’apres le cours | = vect(f;) et B = vect(f).
d. D’apres la question[3] F = vect(fi, f5) et on retrouve bien le résultat du cours souhaité.

c. Notons f; : {

Solution 15

1. @ est linéaire par linéarité de 1’intégrale. De plus, pour x,y € [0,1] :

1
|2(f)(x) — 2(fHY)I < f | min(ax, £) — min(y, O)] | f(£)] dt
0

On établit facilement | min(x, t) — min(y,t)| < |x — y| (considérer les différents ordres possibles des réels x, y et t). En posant
1
K= f |f(®)] dt, on a |®(f)(x) — D(f)(¥)| < K|x — y|. Ainsi ®(f) est K-lipschitzienne et a fortiori continue.
0
Par conséquent, ® est un endomorphisme de €([0, 1], R).

2. Pour t € [0, x], min(x, t) = t et pour t € [x, 1], min(x, t)x. Ainsi

X 1 X 1
O(f)x)= | tf(t)dt+ (O de= | tf(e) de+ (t) dr
x f f fxxf / ! Xfxf
Posons g = ®(f).

La fonction x +— / tf(¢t) dt est dérivable comme primitive de la fonction x — xf(x) et sa dérivée est donc x — xf(x).
0
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1
La fonction x +— / f(t) dt est également dérivable puisque c’est une primitive de —f et sa dérivée est donc —f.
X

Par conséquent, g est dérivable sur [0, 1] et pour tout x € [0,1],

1 1
g0 =+ [ f0at-xr00 = [ sy ar
X X
g’ est A nouveau dérivable et pour tout x € [0, 1], g"(x) = —f(x).
Comme f est continue, g” 1’est également. Ainsi g est de classe C2.

3. Soit f € Ker ®. On a donc ®(f) = 0. D’aprés ce qui précede, f = —®(f)"” = 0. Ainsi Ker ® = {0}.
Soit g € Im ®. Il existe donc f € C([0,1], R) telle que g = ®(f). D’apres la question précédente, g est de classe G2 et on constate que
g0)=g'm)=o.
Réciproquement soit g € C2([0, 1], R) vérifiant g(0) = 0 et g’(1) = 0. D’apres la question précédente
(@(—g") —g) = (~g") —g' =g' —g' =0
Aisni ®(—g") — g est affine. De plus,
(2(—g") — 8)(0) = B(—g")(0) — g(0) =0
et
(P(-g") -1 =d(-g")1)-g(1)=0
Ceci implique que ®(—g") — g est nulle. On a bien g = ®(—g") € Im ®. Ainsi

Im® = {g € €2([0,1],R | g(0) = g'(1) = 0}

Solution 16

1. Il suffit de montrer que B est libre. Soient a, b, ¢,d € R tels que a sin +b cos +c sh +d ch = 0. On évalue cette identité en 0 et on trouve
b+ d = 0. On dérive puis on évalue en 0 et on trouve a + ¢ = 0. On dérive deux fois puis on évalue en 0 et on trouve —b + d = 0. On
dérive trois fois puis on évalue en 0 et on trouve —a + ¢ = 0. On a alors nécessairement a = b = ¢ = d = 0. La famille B est libre et
génératrice de F par définition de F : c’est une base de F.

2. D(sin) = cos € F, D(cos) = —sin € F, D(sh) = ch € Fet D(ch) = sh € F. Ainsi D(B) C F. Comme B engendre F, on a par linéarité

de D:D(F) CF.
0 -1 01 J |0,
.Posons J = etK = .OnadoncM = . Notons I, la
10 10 0, | K
matrice identité de M,(R).

Onal? = —Idonc]® = —Jet]* =1,. Onen déduit que J" = I, sin = 0[4], ] =Jsin = 1[4],]" = -1, sin = 2[4], I* = —Tsi
n = 3[4].
On a également K? = I,. On en déduit que K" =1, si n = 0[2] et K" = K si n = 1[2].

3. D’apres la question précédente M =

S O = O

10

0, 0, | L 0,

—I 0 =J |0
21 2 Vsin=2[4]et M" = 2 )sin=3[4].

4. La question précédente montre que M* = I, ot1 I est la matrice identité de M,(R). Ainsi M est inversible d’inverse M~! = M3, Par

| 0, L |0 . T 10 |
Un calcul par blocs donne M" = <) Donc M" = sin = 0[4], M" = < sin = 1[4], M" =

-J 10
conséquent, d est inversible est la matrice de d ! dans la base Best M~! = M3 = ( 5 K2 )
2
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-1 -1 0
1 -1 0

5. La matrice de d —Id dans la base B est M — 1. On voit facilement que Im(M — 1) = vect o 'l o bl 1 !l De plus, 1 €
0 0 -1 1

Ker(M—1I,). Or dim Ker(M—1,) = 1 donc ce vecteur engendre Ker(M—1,). On en déduit que Im(d—Id) = vect(— sin + cos, — sin — cos, ch — sh

1
et que Ker(d — Id) = vect(ch + sh). Remarquons que ch — sh est la fonction e et que ch + sh est la fonction exp.

-2 0 00
X _ ) 0 -200 _ .
6. Onago f = d° — Id. La matrice de g o f est donc M* — I, = o 0 ool On a clairement Img o f = vect(sin, cos) et
0 0 0O

Kerg o f = vect(ch, sh).

Solution 17

1. Si P, et P, sont deux polyndmes de Rp[X] vérifiant :
Vn €N, U, = au, + P(n) = au, + P,(n)
alors Pj(n) — Py(n) = 0 pour tout n € N. Le polyndme P, — P, admet une infinité de racines : il est nul. Donc P, = P,.

2. Notons F I’ensemble des suites de la forme (P(n)),,cn avec P € IRP[X]. Comme R, [X] est un R-espace vectoriel, F en est également
RN — RN

. f est un endomorphisme et S, = f~!(F) est donc un sous-espace vectoriel de
(Wdnen > (Upg1 — AUp)pen ! b

un. Notons f : {
RN,

3. Soientu,v € Sy et A, i € R. On aalors Auy, g + WUy tq = (AU, +0y,) + (AR, + 1P, )(n). Par I"unicité montrée a la premiére question,
ona Py, = AP, + uP,.

Soitu € Sp. Dire que u € Ker ¢ équivaut adire que B, = 0i.e. Vn € N, u,,; = au,,. Ker ¢ est donc I’ensemble des suites géométriques
de raison a. Ainsi la suite (a™),,cn engendre Ker ®. Puisque a # 0, cette suite est non nulle, ¢’est donc une base de Ker ¢.

4. Par définition de Sp, Im ¢ = Rp[X]. Notons u Is suite de terme général n*. Ona ¢(uy) = Ry. Comme a # 1, deg Ry = k. On en déduit
que (Ry, ... , Rp) estune base de R,[X]. La famille (uy, ... , up) est donc libre et vect(uy, ... , up) esten somme directe avec Ker ¢. Notons
u la suite de terme général o”*. La famille (u, uy, ..., u,) est donc libre. Par le théoréme du rang dimS, = dimKer¢ +rg¢ = p + 2.
On en déduit que (u, Uy, .. ,up) est une base de S,,.

5. Dans ce cas, p = 1 et a = 2. La question précédente montre que (u,,) est de la forme u,, = a2” + bn + c. On va déterminer a, b, c a
partir des 3 premiers termes de la suite. On calcule u; = 3, u, = 11. On est amené a résoudre le systeme :

a+c=-2
2a+b+c=3
4a+2b+c=11

On trouve a = 3, b = 2 et ¢ = —5. Ainsi u, = 3.2" + 2n — 5 pour tout n € N.

Solution 18

@ est clairement linéaire. Soit P € R, [X]. (X + 2)P(X) et XP(X + 1) sont des polyndmes de degré au plus n + 1. De plus, les coefficients de
X"*1 dans ces deux polyndmes sont égaux. On en déduit que (X + 2)P(X) — XP(X + 1) est de degré au plus ni.e. (P) € R, [X]. Ainsi ¢ est
bien un endomorphisme de R, [X].

On va déterminer le noyau par analyse/synthése.

Analyse : Soit P € Ker . On a donc (X + 2)P(X) = XP(X + 1). En substituant 0 a X, on obtient P(0) = 0. En substituant —1 a X, on obtient
P(—1) = —P(0) = 0. On ne peut pas aller plus loin : la substitution de —2 a2 X donne 0 = 0. On en déduit que X(X + 1) divise P.
On peut donc déja dire que si n < 1, P = 0 pour des raisons de degré. Sinon, il existe Q € R,,_,[X] tel que P = X(X + 1)Q. On a
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donc (X + 2)X(X + 1)Q(X) = X(X + 1)(X + 2)Q(X + 1) et donc par intégrité de I’anneau R[X], Q(X) = Q(X + 1). C’est un exercice
classique que de montrer que Q est constant : on montre par exemple que Q — Q(0) admet tous les entiers naturels pour racines. Ainsi
P € vect(X(X + 1)).

Synthése : Sin < 1, la phase d’analyse montre que Ker ¢ = {0}. Supposons n > 2 et soit P € vect(X(X + 1)). Il existe donc A € R tel que
P = AX(X + 1). On Vérifie que (P) = 0 i.e. P € Ker¢.

En conclusion, Ker @ = {0} si n < 1 et Ker ¢ = vect(X(X + 1)) sinon.
Solution 19

1. On ne vérifie pas que f est un endomorphisme de R? (on devrait), on espére que le lecteur est assez grand pour s’en rendre compte.
Soit (a, b, c) € R3. L’égalité f(x,y,z) = (a, b, c) est traduite par le systéme
2x+ y+ z=

xX+2y+ z
xX+ y+2z=c¢

Il
S Q

qui est équivalent au systeme triangulaire suivant :

x+y+2z=c
y— z=b-c
—4z=a+b—-4c

qui admet une unique solution, quel que soit le vecteur (a, b, ¢). Par conséquent, I’application f est un automorphisme de R3, le noyau
de f est réduit au vecteur nul (et une base de ce noyau est donc 1’ensemble vide...), tandis que 1’image de f est égale a R3 (pas de
représentation cartésienne...).

2. Mémes notations. Le systeme

y+z=a
X +z=b>b
x+Yy =c

est équivalent au systeéme triangulaire
2z=a+b-c
—-y+ z=b-c
x+y =c

qui admet une unique solution, quel que soit le vecteur (a, b, ¢). Méme conclusion.

3. Mémes notations. Le systeme

X+ y+ z=a
2x — y— z=b
x+2y+2z=c¢
est équivalent au systeme triangulaire
x =2a—-c

y+z=c—a
0=-5a+b+3c

Ce systeme admet des solutions si, et seulement si, 5a — b — 3¢ = 0 (représentation cartésienne de Im(f)) et le vecteur (x,y, z)
appartient au noyau de f si, et seulement si, il existe un parametre ¢t € R tel que

(x,y,z) =t(0,1,-1).

Le vecteur (0, 1, —1) est donc un vecteur directeur de Ker(f).

REMARQUE. Lorsqu’un espace vectoriel admet une base réduite a un seul vecteur, il vaut mieux parler de vecteur directeur que de
base.
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4. Mémes notations. Le systeme

xX+2y— z=a
1 xX+2y— z=b>
2x +4y —2z=c¢
est équivalent au systeme triangulaire
xX+2y—-—z=a
{ 0=b—-a
0=c—2a

qui admet des solutions si, et seulement si, b — a = ¢ — 2a = 0 (représentation cartésienne de ’image de f). Le vecteur (x,y, z)
appartient au noyau de f si, et seulement si, il existe deux parametres s et ¢ tels que

(x,y,2z) =5(1,0,1) + t(2,—1,0).
Une base de Ker(f) est donc le couple ((1,0,1),(2,—1,0)).

Solution 20

Les vérifications de linéarité sont immédiates.

1. On clairement
Ker(f) = vect((0,0,1))

et
Im(f) = vect((1,0,0), (0,1,0)).

2. De méme Ker(f) = {0} et
Im(f) = vect((1,1,1),(-1,1, 2).

3. On trouve Im(f) = Ret
Ker(f) = vect((3,1,0),(—2,0,1)).

Solution 21

Raisonnons en deux temps.
P> Supposons que Im(f) + Ker(g) = E. Comme I'inclusion Im(g o f) C Im(g) est toujours vérifiée, il suffit d’établir I’inclusuion réciproque.
Soity € Im(g). Il existe x € E tel que y = g(x). Or, il existe x; € Im(f) et x, € Ker(g) tels que x = x; +x,. Soit x; € E tel que x; = f(x}).
On a alors :
Y =8(x) = g(x1 + x3) = g(x1) + g(x2)
= g(x1) = g(f(x1)) = (g o fHlx1)
douy € Im(go f).
P> Supposons que Im(go f) = Im(g). L'inclusion Im(f) + Ker(g) étant banale, il suffit de prouver I’inclusion réciproque. Soit x € E. Comme
g(x) € Im(g) = Im(g o f),
il existe x" € E tel que g(x) = g(f(x")) et donc
glx— f(x)) =0.
Ainsi x — f(x") € Ker(g) et
x =[fOND]+ [x = f(x)] € Im(f) + Ker(g),
d’ou le résultat.
Solution 22

On remarque que

(gof)?=gofet(fogl=fog,
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les endomorphismes f o g et g o f sont donc repsectivement des projecteurs de F et E. Ainsi
E =Ker(go f) @ Im(g o f).
Or, on a Im(g o f) C Im(g) (c’est une inclusion banale) et on déduit sans peine de 1’égalité
gofog=g
que Im(g) C Im(g o f). Vérifions maintenant que
Ker(g o f) = Ker(f).
11 est clair que Ker(f) C Ker(g o f). Réciproquement, si x € Ker(g o f), i.e. (go f)(x) = 0, alors
fG) =(feoge f)x)=f((ge Hx)=f(0)=0

et donc x € Ker(f). Ainsi :
E = Ker(f) & Im(g).

Les endomorphismes f et g jouant des roles symétriques, on a aussi
F = Ker(g) & Im(f).
Solution 23

1. La proposition est fausse en général (en fait dés que E # {0}). Par exemple, pour f = 0 et g = idg, ona
E = Ker(g o f) # Ker(f) n Ker(g) = {0}.
2. La proposition est fausse en général (en fait dés que E # {0}). Par exemple, pour f = idg et g =0, 0n a
E = Ker(g o f) ¢ Ker(f) = {0}.

3. La proposition est vraie. Soit x € Ker(f). On a donc (g o f)(0) = g(f(x)) = g(0) = 0 car f(x) = 0 et que g est linéaire. Ainsi
x € Ker(go f).

4. La proposition est vraie. On a f o g = 0 si et seulement si pour tout x € R, f(g(x)) = 0, c’est-a-dire g(x) € Ker(f), ainsi fog =0
si et seulement si Im(g) C Ker(f).

Solution 24

P> Supposons que Ker(f2) = Ker(f).

Soit y € Im(f) N Ker(f). Il existe alors x € Etel que y = f(x) et f() = 0. Ainsi f2(x) = f(y) = 0d’ou x € Ker(f) = Ker(f?) et donc
y = f(x) = 0. On a donc Ker(f) N Im(f) C {0}, I’inclusion étant banale car Ker(f) N Im(f) est un sous-espace vectoriel de E.

P> Supposons que Ker(f) N Im(f) = {0}.

L application f étant linéaire, I’annulation de f en un vecteur x entraine celle de f% en x, on a donc Ker(f) C Ker(f?). Etablissons I’inclusion
réciproque. Soit x € Ker(f?), ¢’est-a-dire f2(x) = f(f(x)) = 0. Le vecteur f(x) appartient 2 Im(f) N Ker(f) = {0} donc f(x) = 0, c’est-a-
dire x € Ker(f).

Solution 25

1. Soit x € Ker(g). On a alors g(x) = 0 et, puisque f est linéaire :

fglx) =f(0)=0=x

car f o g = idg. Ainsi Ker(g) = {0} et g est injective. Comme Vx € E,

x = (feog)x) = f(glx) €E,

E C Im(f) et puisque I’inclusiuon réciproque est banale on a Im(f) = E : f est surjective.
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2. On a clairement, par associativité de la composition :

(8o f)o(gof)=go(fogof=goidgof
=gof

Comme p = go f € L(E) en tant que composée d’endomorphismes de E, on en déduit que p est un projecteur de E.

3.
Im(p) = g(f(E)) = g(E) = Im(g)
car la surjectivité de f (voir la question 1.) équivaut a f(E) = E. De plus, p(x) = g(f(x)) = 0 équivaut & f(x) = O par injectivité de g
(idem). On a donc Ker(p) = Ker(f).
4. Puisque p est un projecteur de E, on a :
E = Ker(p) & Im(p) = Ker(f) & Im(g).
Solution 26

Pour montrer 1’égalité Ker(f) N Im(f) = f(Ker(f?)), nous montrons la double inclusion.

+ Soit y € Ker(f) nIm(f), alors f(y) = 0 et il existe x tel que y = f(x). De plus f2(x) = f(f(x)) = f(y) = 0 donc x € Ker(f?).

Comme y = f(x) alors y € f(Ker(f?)). Donc Ker(f) n Im(f) C f(Ker(f?)).

* Pour I’autre inclusion, nous avons déja que f(ker f2) C f(E) = Im(f). De plus f(Ker(f?)) C Ker(f), carsiy € f(Ker(f?)) il existe

x € Ker(f?) tel que y = f(x), et f2(x) = 0 implique f(y) = 0 donc y € Ker(f). Par conséquent f(Ker(f?)) c Ker(f) n Im(f).

Solution 27

1. Soit x € K,,. Alors uP(x) = O et donc uP*1(x) = u(0g) = 0. Donc x € Kp+1- On en déduit que K, € Kp,;.

Soity € I,4;. [l existe x € Etel que y = uP*1(x) = uP(u(x)). Donc y € I,. On en déduit que I,,; € L.

2. Comme u est injectif, u? est également injectif pour tout p € N. Donc K,, = {0} pour tout p € N.

3.

4. Considérons et u

Pour tout p € N, uP est un endomorphisme injectif d’un espace vectoriel de dimension finie donc également surjectif. On en déduit
I, = E pour tout p € N.

a. Notons A = {p € N | K, = Kp,}. Si on suppose A vide, on a donc K, C K, pour tout p € N.La suite (dim Kp),en est

donc une suite strictement croissante d’entiers. Mais cette suite est majorée par n. Il y a donc contradiction. A est donc une partie
non vide de N : elle admet un plus petit élément r. De plus, pour p < r, on a K, ¢ K,,; donc dimK, + 1 < dimK,,,. En
additionnant ces inégalités pour k variant de 0 a ¥ — 1, on obtient : dimK, + r < dimK,. Or dimK, = 0 et dimK, < n donc
r<n.

. Par le théoreme du rang on a donc, dimI, = dimI,,;. OrI, C I,,; donc I, =1,,;.

Soit I’hypothese de récurrence HR(p) : K, = K;,p.

HR(0) est clairement vérifiée. Supposons HR(p) pour un certain p € N. Soit x € Ky, 1. Alors u"P*1(x) = u"+1(uP(x)) = Og.
Donc uP(x) € Keru'*! = Keru". Donc u"(uP(x)) = Og. D’oti x € K,.p = K, d’apres HR(p).

Ainsi HR(p) est vraie pour tout p € N.

On a clairement I, , C I, pour tout p € N. Comme K, = K, pour tout p € N, le théoréme du rang nous donne : dimI,,
dimI, pour tout p € N. On a donc I, = I, pour tout p € N.

. D’aprés le théoréme du rang, on a dim E = dim K, + dim I,.. Il nous suffit de prouver que I, N K, = {Og}.

Soit donc x € I, N K,. On a donc u’(x) = O et il existe y € E tel que x = u"(y). On a alors u?"(y) = Og. Doty € K,, =
K,r = K, d’apres la question[3.b] Donc x = u"(y) = O.

KX] — K[X]

P —s P . On a K, = K,_1[X]. La suite (K,) est donc une suite strictement croissante (pour

I’inclusion) d’espaces vectoriels.

Solution 28
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1. Si go f estsurjective, alors Imgo f =E.OrImgo f CImg C E donc Img = E et g est surjective.

2. g(E)=g(m f +Kerg) =g(Im f) + g(Kerg) =Imgo f + {0} = Imgo f. Or g est surjective donc g(E) = E. AinsiImgo f = Eet
g o f est surjective.

3. Si go f estinjective, alors f est injective. En effet, si g o f est injective, Kerg o f = {0} puis {0} € Ker f C Kergo f = {0}. Donc
Ker f = {0} et donc f est injective.
Si f est injective et si Im f N Ker g = {0}, alors g o f est injective. En effet, (go f)~1({0}) = f~1(g~({0}) = f~(Kerg) = f~'(Kergn
Im f) = f~1{0} (pour une application f pas forcément linéaire et une partie A de I’ensemble d’arrivée, f~1(A) = f~1(AnIm f)). Or
f est injective donc f~1({0}) = {0}. Ainsi (g o f)~1({0}) = {0} et g o f est injective.

REMARQUE. On aurait pu travailler sur les vecteurs plutot que sur les sous-espaces vectoriels. Il faut savoir faire les deux.

Solution 29

1. Soit y € Imu. Il existe donc x € E tel que y = u(x). Alors v(y) = vou(x) = uov(x) car u et v commutent. Donc v(y) € Imu. Ainsi
Im u est stable par v.
Soit x € Keru. Alors u(x) = 0. De plus, u o v(x) = v o u(x) = v(0) = 0. Donc v(x) € Keru. Ainsi Ker u est stable par v.

2. Soity € Imuv. Il existe donc x € E tel que y = v(x). Comme E = Kerué@ Kerv, il existe x; € Keru et x, € Kerv tel que x = x; +X;.
Par conséquent, y = v(x;) + v(x,) = v(x;) car x, € Kerv. Mais v(x;) € Keru car x; € Keru et car Ker u est stable par v.
Les roles de u et v étant symétriques, on montre comme a la premiére question que Ker v et Im v sont stables par u puis que Imv C Ker u.

3. D’apres le théoreme du rang, rg u = dim E —dim Ker u. Or E = Ker u @ Ker v donc dim E —dim Ker u = dim Ker v. Ainsi dimImu =
dimKerv et Imu C Kerv donc Imu = Kerv.
Evidemment, les roles de u et v étant symétriques, on a également Im v = Ker u.

Solution 30

1. Soitx € f(G+H). Il existedoncy € Getz € Htels que x = f(y+z). Parlinéarité de f,x = f(y+2z) = f(y)+ f(z) € f(G)+ f(H).
Soitx € f(G)+f(H).llexistedoncy € Getz € Htelsque x = f(y)+f(z). Parlinéarité de f, x = f(x)+f(y) = f(x+y) € f(G+H).
Par double inclusion, f(G + H) = f(G) + f(H).

2. On suppose sue G et H sont en somme directe et que f est injective. On a montré a la question précédente que f(G@H) = f(G+H) =
f(G) + f(H). 1 suffit donc de voir que la derniére somme est directe. Soit x € f(G) N f(H). Il existe donc y € G et z € H tels que
x = f(y) = f(2). Ainsi f(y —z) = f(y) — f(z) = 0. Comme f est injective, y —z = 0i.e. y = z. Ainsi y € G N H. Comme G et H
sont en somme directe, y = 0 et finalement x = 0.

Solution 31

Supposons que E = Im f + Ker f. L’inclusion Im f2 C Im f est classique. Prouvons 1’inclusion réciproque. Soit donc x € Im f. Il existe
donc y € E tel que x = f(¥). Or E = Im f + Ker f par hypothése donc il existe u € Im f et v € Ker f tels que y = u + v. Ainsi
x = f(u)+ f(v) = f(u) carv € Ker f. Or u € Im f donc x = f(u) € Im f2.

Supposons maintenant que Im f = Im f2. Soit x € E. Alors f(x) € Imf = Im f2 Donc il existe y € E tel que f(x) = f(p) i.e.
flx—=f(y) =0.Posonsu = f(y)etv=x— f(y).Onabienx =u+0v,u € Im fetv € Kerf. Dot E = Im f + Ker f.

Solution 32

1. Supposons que Im f = Img. Soit x € E. Comme g(x) € Img = Im f, f(g(x)) = g(x). De méme, f(x) € Imf = Img donc

8(f(x)) = f(x).
Supposons que fog=getgof = f. AlorsImg=Imfog CImf. De méme, Imf =Imgo f C Img. Donc Im f =Img.

2. Montrons que Ker f = Ker g si et seulementsi fog = fetgo f=g.
Supposons que Ker f = Kerg. Soit x € E. Comme x — g(x) € Kerg = Ker f, f(g(x)) = f(x). De méme, x — f(x) € Ker f = Kerg

donc g(f(x)) = g(x).
Supposons que fog = fetgo f =g. Alors Ker f = Ker f o g = Kerg. De méme, Kerg = Kergo f C Ker f. Donc Ker f = Kerg.
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Solution 33

(i) = (ii) Evident.

(ii) = (iii) On a classiquement Im f2 C Im f. Prouvons I’inclusion réciproque. Soit donc x € Im f. Il existe donc y € E tel que x = f(y).
Or E = Im f + Ker f par hypothése donc il existe u € Im f et v € Ker f tels que y = u + v. Ainsi x = f(u) + f(v) = f(u) car
v € Ker f.Oru € Im f donc x = f(u) € Im f2.

(iii) = (iv) On a classiquement Ker f C Ker f2. D’aprés le théoréme du rang,
dimE = rg f + dimKer f = rg f? + dim Ker f?
OrIm f = Im f? par hypothése donc rg f = rg f2. Par conséquent, dim Ker f = dim Ker f2. Puisque Ker f C Ker f2, Ker f = Ker f2.

(iv) = (i) Montrons d’abord que Im f et Ker f sont en somme directe. Soit x € Im f N Ker f. Puisque x € Im f, il existe y € E tel que
x = f(). Par ailleurs, x € Ker f, donc f(x) = f2(y) = 0. Ainsi y € Ker f? = Ker f. Donc x = f(y) = 0. Puisque Im f et Ker f sont
en somme directe,

dim(Im f @ Ker f) =rg f + dimKer f = dimE

en invoquant le théoréme du rang. Donc Im f @ Ker f = E.

Solution 34

* Supposons (i) et montrons(ii). D’apres le théoréme du rang, dimE = dimKer f + rg f = 2rg f puisque Ker f = Im f. Ainsi dimE
est paire.

* Supposons (ii) et montrons (i). Soit n € N tel que dim E = 2n. Soit (e, ..., €5;,) une base de E. On définit f de la maniére suivante :
Vie [[17 n]] s f(ei) = OE f(ei+n) =€
Il est alors clair que Ker f = Im f = vect(ey, ..., e;,).

Solution 35

1. Soit x € Ker f. Alors f(x) = O puis g(f(x)) = g(0g) = 0g i.e. go f(x) = 0g. Ainsi x € Kergo f. D’ou Ker f C Kergo f.
2. Soity € Imgo f. Alors il existe x € Etel que y = g o f(x). Ainsi y = g(f(x)) € Img. D’ot Imgo f C Img.

3. Supposons go f = 0. Soity € Im f. Il existe donc x € E tel que y = f(x). Alors g(y) = g(f(x)) = go f(x) = 0g. Doty € Kerg.
On en déduit Im f C Kerg.
Suuposons Im f C Kerg. Soit x € E. Alors f(x) € Im f C Kerg. Donc g o f(x) = g(f(x)) = 0g. Do go f = 0.

Solution 36

1. Supposons que E = Im f + Kerg et montrons que Img o f = Img. Tout d’abord Img o f C Img. Soit maintenant y € Img.
Il existe donc x € Ftel que y = g(x). Or F = Im f + Kerg donc il existe (a,b) € Imf X Kerg tel que x = a + b. Ainsi
y =g(x) = g(a) + g(b) = g(a). Mais comme a € Im f, il existe ¢ € E tel que a = f(c). Finalement, y = g(b) = go f(c) € Imgo f.
On a donc montré que Img C Im g o f. Par double inclusion, Im(g o f) = Im(g).

Supposons maintenant que Im(g o f) = Im(g) et montrons que F = Im f + Kerg. Tout d’abord, Im f C F et Kerg C F donc
Im f + Kerg C F. Soit maintenant x € F. Alors g(x) € Img. Puisque Img = Img o f, g(x) € Img o f. Il existe donc a € E tel
que g(x) = g o f(a). Remarquons que x = f(a) + (x — f(a)). De plus, f(a) € Im f et g(x — f(a)) = g(x) — go f(a) = O donc
x — f(a) € Kerg. Ainsi x € Im f + Kerg. On adonc F C Im f + Ker g et donc F = Im f + Ker g par double inclusion.
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2. Supposons que Kerg N Im f = {0} et montrons que Ker(g o f) = Ker(f). On a clairement Ker f C Kerg o f. Soit donc maintenant
x € Kergo f. Alors g(f(x)) = 0Og donc f(x) € KergnIm f. Or Kerg N Im f = {Og} donc f(x) = O i.e. x € Ker f. On a donc
montré que Kerg o f C Ker f et donc Kerg o f = Ker f par double inclusion.

Supposons maintenant que Ker(go f) = Ker(f) et montrons que Ker gnIm f = {Og}. Soit alors y € KergnIm f. On a donc g(y) = Og
et il existe x € E tel que y = f(x). Ainsi g o f(x) = Og et donc x € Kergo f. Comme Kerg o f = Ker(f), x € Ker f de sorte que
y = f(x) = Og. On a bien montré que Kerg N Im f = {Og}.

Solution 37

1. Remarquons que les conditions de 1’énoncé sont invariantes par échange de f et g. Ainsi pour tout résultat portant sur f et g, on obtient
un nouveau résultat en échangeant f et g.

* Comme f = go (fog), Im(f) C Im(g). Par symétrie, Im(g) C Im(f). Ainsi Im(f) = Im(g).
» Comme f = (go f)og, Ker(g) C Ker(f). Par symétrie, Ker(f) C Ker(g). Ainsi Ker(f) = Ker(g).
* On a classiquement Im(g o f) C Im(g). Mais comme f = (go f) o g, Im(f) C Im(g o f). Or Im(f) = Im(g) donc
Im(f) = Im(g) = Im(g o f)
Par symétrie,
Im(f) = Im(g) = Im(g o f) = Im(f o g)
* On a classiquement Ker(f) C Ker(g o f). Mais comme g = f o (g o f), Ker(g o f) C Ker(g). Or Ker(f) = Ker(g) donc
Ker(f) = Ker(g) = Ker(g o f)

Par symétrie,
Ker(f) = Ker(g) = Ker(g o f) = Ker(f o g)

2. Soit x € Ker f nIm f. D’aprés la question précédente, x € Ker f N Kerg. Ainsi f(x) = 0 et il existe y € E tel que x = g(y). Par
conséquent f o g(y) = 0i.e. y € Ker(f o g). D’aprés la question précédente, y € Ker g donc x = g(y) = 0. Ainsi

Ker f nIm f = {0}

Soit x € E. Alors f(x) € Im f = Im(f o g). Il existe donc y € E tel que f(x) = f o g(y). Par conséquent, f(x — g(y)) = O i.e.
x —g(y) € Ker f. De plus, g(y) € Img = Im f donc x = (x — g(y)) + g(y) € Ker f + Im f. Ainsi

E=Kerf+Imf
Finalement, on a bien E = Ker(f) @ Im(f) et, par symétrie, E = Ker(g) & Im(g).

Endomorphismes nilpotents

Solution 38

1. Puisque pop=petf =pof—fop pof=pof—pofop Ainsipofop=0etfop=pofop—fop=—fop dou
fop=0,puis f = po f =0. Ainsi, par associativité de o, f2 = (po f o p)o f =00 f = 0. Donc (x*) est vérifiée.

2. Soit x € E. Il existe un unique couple (x;, x,) appartenant a Ker(f) X S tel que x = x; + x,. Ainsi

(pof—=fep)x)=(pof—fop)x1)+(pof—fop)xz)
=(po f)(x1) = (fop)(x1) + (po f)(x2)
= (fop)(x2)

Or Ker(p) = S et Im(p) = Ker(f), ainsi
(p(x1), p(x2)) € (Ker(f))?

et (f(x1), f(x2)) € (Im(p))* d’o
(pof—fop)X)=f(x1)+0+ f(xz) = 0= f(x; +x) = f(x).
Ainsi f = po f — f o pet f vérifie (x).
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Solution 39

1. Soit (e)1<k<2 la base canonique de R%. L endomorphisme défini par

fler) =e, fley)=0
et non nul et nilpotent car f2 = 0.

2. (GL(E), o) étant un groupe , si u est un automorphisme de E alors , pour tout entier naturel n, u” est un automorphisme de E. En
particulier u" # 0. Le résultat en découle par contraposition.

3. Soit B = (ey, ..., €,) une base de E et pour tout i < n, soit p; tel que uPi(e;) = 0. Notons

p = max(py, ... > Pp)-
L’endomorphisme uP s’annulant sur les vecteurs de la base B, on a u? = 0.

4. On remarque qu’apres telescopage ,

B
(ldE - U,) o ( z uk) = ldE

k=0
et

B
( 2 uk> o (ldE - u) = ldE

k=0

car uP*t! = 4P = 0. Ainsi
idg — u € GL(E)

et

-1
(idg —uw) ' = Z uk.
k=0

REMARQUE. Le lecteur fera ’analogie entre le calcul précédent et la formule de la série géoméritque pour un nombre complexe z de
module strictement inférieur a 1,

+00
1-271= Z zk.
k=0

Solution 40

1. Puisque f2 = 0 est équivalent 2 Im(f) C Ker(f),ona

dim(Im(f)) < dim(Ker(f)).

De plus,
Im(f) # Ker(f)
car sinon, en appliquant le théoréme du rang, on obtiendrait 2 dim(Im(f)) = 3! Ainsi dim(Im(f)) < dim(Ker(f)). Puisque f est
non-nulle,
1 < dim(Im(f)) et dim(Ker(f)) < 2.
D’ou

1 < dim(Im(f)) < dim(Ker(f)) < 2.
Ainsi rg(f) = 1.
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2. Puisque f3 = 0 équivaut 2 Im(f) C Ker(f?), on a
dim(Im(f)) < dim(Ker(f?)).

P De plus, 2 # 0 (donc a fortiori f # 0) ainsi

1 < dim(Im(f)) et dim(Ker(f?)) < 2.
D’oll

1 < dim(Im(f)) < dim(Ker(f?)) < 2.
On a donc rg(f) = 1 ou 2.

P> Raisonnons par 1’absurde en supposant que rg(f) = 1. Puisque Im(f?) C Im(f) et f? # 0, on a
dim(Im(f?)) = dim(Im(f)) = 1

et d’apres ’inclusion précédente,
Im(f?) = Im(f).
Ainsi f2(E) = f(E) et donc
B = f(f*(E) = fA(E) = f(E)
ce qui est absurde car f3(E) = {0}. On a donc,
rg(f) = 2.

REMARQUE. On peut aussi utiliser le résultat de I’exercice 23. qui prouve I’existence d’une « bonne » base de E, ie adaptée aux calculs
ou f intervient.

Solution 41

1. Supposons I’existence d’un projecteur p tel que u = pou —uo p.
a. D’apres les regles de calcul dans 1’algebre £(E) ,
pou=po(pou—uop)=p?ou—poucp.
Puisque p est un projecteur de E , p> = p et donc aprés simplification par pou ,
pouop=0.

11 s’agit du zéro de £L(E) , ie de I’application nulle de E dans E.
b. D’apres les régles de calcul dans 1’algébre £(E) ,

uop=(pou—uop)op=pouop—uop’.
Puisque p est un projecteur de E , p?> = p et puisque pouop =0,
2(uop) =0,

ainsiuo p =0.

c. Puisqueuop=0,onau=pou—uop= pou. Donc
u*=(pou)?=pouopou,
et par associativité de la composition des endomorphismes ,
u> =(pouop)ou=0o0u=0.

2. Supposons que u* = 0.
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a. Pour tout vecteur x € E , u(u(x)) = 0, ie u(x) € Ker(u). On a donc
Im(u) C Ker(u).
b. Puisque pourtout x € E, u(x) € Im(u) C H =Im(q) ,on a
q(u(x) = u(x).
De plus , q(x) € H C Ker(u) , donc
u(q(x)) = 0.
Ainsi , pour tout vecteur x € E ,
u(x) = (qeou—uoq)(x),
etdoncu=qou—uogq.
3. Notons 2 la proposition suivante : il existe un projecteur p de E tel que
U=pou—uop.
P D’apres I’étude entreprise a la question 1., u? = 0 est une condition nécessaire de P.
P> Supposons u? = 0. Posons H = Im(u) et soit S un supplémentaire de H dans E. Les sous-espaces vectoriels H et S vérifient les

hypotheses de la question 2.b , donc en notant p la projection sur H parallelement a S, onau = pou — u o p. La proposition P est
donc vérifiée : la condition u? = 0 est une condition suffisante de P.

Solution 42

* Supposons Ker(f) = Im(f). Soit x € E, alors f(x) € Im(f) donc f(x) € Ker(f), cela entraine f(f(x)) = 0; donc f? = 0. De plus
d’apres la formule du rang
dim(Ker(f)) + rg(f) = n,
mais
dim(Ker(f)) = dim(Im(f)) = rg(f),
ainsi 2rg(f) = n.

e Si f2 = 0alors Im(f) C Ker(f) car pour y € Im(f) il existe x tel que y = f(x) et f(y) = f2(x) = 0. De plus si 2rg(f) = n alors par
la formule du rang

dim(Ker(f)) = rg(f)
c’est-a-dire

dim(Ker(f)) = dim(Im(f)).

Nous savons donc que Im(f) est inclus dans Ker(f) mais ces espaces sont de méme de dimension donc sont égaux :
Ker(f) = Im(f).

Solution 43

1. On va montrer 1’égalité par récurrence sur p. L’égalité est vraie au rang 0. Supposons la vraie au rang p.

PPH(g) = D(PP(g))

b p
- o (Beor( s
k=0

14
_ k([P Koo fk)o
(1(2:;)( D ((k))fp g f) f
b p
= Z(—D"(k)f‘""“ ogo f¥
k=0

S p
+ Z (_1)k+1(k>fp—k 0go fk+1
k=0
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En réindexant la deuxiéme somme, on obtient :

p
o*ig) = ) (—D"(Z)f”‘k“ °go [t
k=
1())+1

+ é(—D"(kf 1)f”"‘“ ogo f¥

= fPrlog+ (—1PHigo fort

B () (L2 ) rsoser

En utilisant la formule du triangle de Pascal, on obtient enfin :

p+1

PH(g) = Z(—l)k(p N 1)fp“"‘ ogo f*

k=0
Dans la formule écrite au rang p = 2n — 1, pour 0 < k < p, on a soit k > n, soit p — k > n donc tous les termes de la somme
précédente sont nuls. ® est donc nilpotent d’indice inférieur ou égal a 2n — 1.

2. Soit a € L(E). Soit S un supplémentaire de Ker a. a induit un isomorphisme @ de S sur Im a. Soit T un supplémentaire de Im a. On
pose b(x) = @~(x) pour x € Ima et b(y) = 0 pour y € T. Ainsi on abienaoboa = a.
Montrons que @ est d’ordre 2n — 1 exactement. Pour p =2n—2et0 < k < p,on asoitk < n, soit p — k < nsauf pourk = n — 1.
Ainsi

2n—2
¢2n—2(g) - (_1)n—1( h 1 )fn—l ogo fn—l
n [—
D’aprés ce qui précéde, il existe g, € L(E) tel que

frtogoo frt=frh
Par conséquent, ®2"~2(g,) = f7*~1 # 0.

Projecteurs, symétries et homothéties

Solution 44

1. On a clairement
F = vect(fi, f5)

ou f; =(1,0,0,0) et f, = (0,1,0,—1). Les deux vecteurs n’étant pas colinéaires , F est un plan vectoriel de E. De méme,
G = vect(g1, &)
ot g, =(0,0,0,1) et g, = (0,1,—1,0). Les deux vecteurs n’étant pas colinéaires, F est un plan vectoriel de E. De méme,
2. Puisque F et G sont des plans vectoriels de E qui est de dimension quatre , F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si
FNnG = {0}

Soit donc (x,y,z,t) e FNG.Ona
XxX=z=0=y+t=y+z,

ainsix=y=z=t=0.

3. Soit X = (x,Y, z, t). La projection p(X) de X sur F parallelement & G est I’'unique vecteur X; de F tel que X — X; appartienne a G. Or
Xy = afi + Bf, vérifie X — X; € G si et seulement si

(x_OC;y_B’Z’t'i_B)EG’

iea=xetf=y+2z Onadonc,
P(X)le :(x’y+zaor_y_z)7

et puisque s = —idg + 2p,
sX) = (x,y+2z,—z,—y —z—1t).
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Solution 45

1. A et NV sont deux ensembles non vides de E (ils contiennent tous deux la fonction nulle) et clairement stables par combinaison li-
néaire : ce sont deux sous-espaces vectoriels de E.

P Puisque toute fonction affine s’annulant en deux points distincts est la fonction nulle, A N N = {0}.
P Soit f € E. Pour tout x € R, posons

a(x) = [f(1) — f(O)]x + f(0) et n(x) = f(x) — a(x).

On aclairement f =n+a,n € Neta € Adonc E C A @ N et puisque I’inclusion réciproque est triviale , E = A @ N.

REMARQUE. Les formules de n et a s’obtiennent naturellement par Analyse-synthese.

2. 11 suffit de reprndre les calculs précédents; la projection p(f) de f € E sur A parallelement & NV est
x — [f(1) = f(0)]x + f(0).
3. Puisque s = 2p — idg, le symétrique s(f) de f par rapport a A parallelement a N est
x — 2[f(1) = f(0)]x +2f(0) — f(x).

Solution 46

1. L’implication <« étant banale, nous ne détaillerons que la réciproque.

Supposons que po g+ qo p = 0. Alors,
pe(peq+qep)=pe0=0
ainsi
peq+peoqop=0.
De méme,
(peq+qep)op=00p=0,
c’est-a-dire poqop+gqop=0.0Onadonc poq=qoqetpuisque pogq=—qo p,onaboutita poqg=qop=0.

2. Puisque p + q est un endomorphisme de E, p + g est un projecteur si et seulement si

(p+q@e(p+q@=p+q,
c’est-a-dire
pPP+poq+q*+qop=p+gq,
soit encore,
p+q+peq+qop=p+aq,

et finalement ,

peq+qeop=0.
Or, d’apres la question précédente ,

peq+qop=0
si et seulement si

peq=qop=0.
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3. > Montrons que Ker(p + q) = Ker(p) n Ker(q) par double inclusion.

* Soit x € Ker(p) N Ker(q). Alors p(x) + q(x) =0+ 0 =0et x € Ker(p + q).

* Soit x € Ker(p + q). On a alors p(x) + q(x) = 0 et donc p(x) = —q(x). Ainsi p(x) = —(p o g)(x) = 0 et donc p(x) = q(x) =0,
ie x € Ker(p) N Ker(q).
P Montrons que Im(p + q) = Im(p) @ Im(q) par double inclusion.

* Soit y € Im(p) + Im(q) , il existe deux vecteurs x et x’ tels que y = p(x) + q(x’). Alors (p + q)(y) = p(x) + q(x') = y ainsi
y € Im(p +q).
* Soit y € Im(p + q). Alors y = (p + @)(y) = p(y) + q(y), d’ot y € Im(p) + Im(q).

P Montrons que la somme précédente est directe.

Soit y € Im(p) N Im(q). Alors y = p(y) = q(y) et y = (q ° p)(¥) = 0, ainsi Im(q) N Im(p) = {0}.
Solution 47

1. L’application ¥ est un endomorphisme de E en tant que composée de deux endomorphismes de E. Prouvons que ¥ o P = 1.
pop=(peq)e(peq)=pe(qep)eq
( par associativité de la loi o)
=pe(peqeq
(carpeq=qop
=(pop)e(qeq)
( par associativité de la loi o)
=peq=1
(car p et gsont des projecteurs )
2. Procédons par double inclusion.
P Prouvons que Im(p) C Im(p) N Im(q).
Pour tout vecteur x de E ,
P(x) = p(q(x)) € Im(p) et P(x) = q(p(x)) € Im(q),
et ainsi P(x) € Im(p) N Im(q).

P Prouvons que Im(p) N Im(q) C Im(P).

Soit y € Im(p) N Im(q), puisque p et q sont des projecteurs, y = p(¥) = q(y) et donc y = p((q(y)) = P(y) € Im(P).

REMARQUE. On a utilisé une propriété des projecteurs qui abrege bien des démonstrations : si y est un projecteur de E, y(y) = y si
et seulement si y € Im(y).

3. Procédons par double inclusion.
P Prouvons que Ker(p) + Ker(q) C Ker().

Soient x; € Ker(p) et x, € Ker(q) , on a

b(xy) + P(xy)

q(p(x) + p(q(x))
q(0)+ p(0)=0+0=0

b(x; + x3)
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et ainsi x; + x, € Ker().
P Prouvons que Ker(p) C Ker(p) + Ker(q).
Soit x € Ker(¢). Posons
xp = q(x) et x; =x—q(x).

On a bien x = x; + X, , de plus
p(x1) =(x) =0
et
q() = q(x) = ¢*(x) = 0

car g est un projecteur de E.

Solution 48

1
p2=WZ Dlgof

g€eA feA
Fixons g dans A et remarquons que 1’application
P A — A
fr— g°of
est bien définie puisque par stabilité de A, go f € A pour tous f, g € A. ¢, est injective car g est inversible. Comme les ensembles de départ
et d’arrivée sont de méme cardinal fini, $4 est bijective et

digof=> f

feA feA

Et donc p? = p.
Solution 49

Injectivité : Soit x € Ker(Id +Ap). Ainsi x + Ap(x) = 0. En composant par p, on obtient (1 + A)p(x) = 0.
e Si A # —1 alors p(x) = 0 et donc x = 0. p est donc injectif.

* SiA = —1alorsIm p C Ker(Id +Ap). SiIm p # {0}, alors Id +Ap n’est pas injectif. Si Im p = {0}, alors p = 0 et Id +Ap est évidemment
injectif pour tout A € K.

Surjectivité : Soit y € Im(Id +Ap). Il existe x € E tel que y = x + Ap(x). En composant par p, on obtient p(y) = (1 + A)p(x).

e SiA# -1, p(x) = 1j_—)kp(y) etdonc x = y—%p(y). Ainsi Id +Ap est surjectif. En effet, pourtouty € E,y = (Id +Ap) (y - 1_}_L)Lp(y))

* SiA = —1,Im(Id +Ap) C Ker p. Si Ker p # E, alors Id +Ap n’est pas surjectif. Si Ker p = E, alors p = 0 et Id +Ap est évidemment
injectif pour tout A € K.

En conclusion, si p = 0, Id +Ap est un automorphisme pour tout A € K. Sinon Id +Ap est un automorphisme pour A # —1.
Solution 50

1. En utilisant le fait que pogq = qo p, p> = petq* =q,ona:

(peq@*=poqopoq=popopoqoq=poq
(p+q-poqP?=(@+q*+(@Peq?—(p+qeopogq—poqo(p+q)
=p*+¢+poq+qep+poq—p’oq—qopoq—poqop—pog*=p+q—poq
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2. Soit x € Ker(poq). Onpose u = x — p(x) et v = p(x). On a alors p(u) = p(x) — p*(x) = 0 car p = p? et q(v) = qo p(x) = poq(x)
car x € Ker pe q. Donc x = u + v € Ker p + Kergq. Ainsi Ker(p o q) C Ker p + Kerq.
Soit x € Ker p + Kerq. 1l existe donc u € Kerpetv € Kerqgtelsque x = u+ v. Onaalors po q(x) = poq(u) + poq(v) =
qgop(u)+ poq(v) =0caru € Kerpetv € Kerq. Ainsi Ker p + Kerq C Ker(p o q).
Onalm(poq) CImpetIm(poq) =1Im(qe p) C Imqdonc Im(peq) CImpnImgq.
Soity € Imp NImgq. Alors q(y) = ycary € Imq puis poq(y) = p(y) =ycary € Imp. Doncy € Imp o q. Ainsi InpnImq C
Im(p o q).

3. On a toujours Ker pnKerq C Ker(p+ q— poq). Soit x € Ker(p+ q— poq). On adonc p(x)+ q(x) = p o q(x). En composant par
p, on obtient p(x) = 0. En composant par g, on obtient q(x) = 0. Donc x € Ker pnKergq. Ainsi Ker(p+q— poq) C Ker pnKerg.
On a toujours Im(p+ q— poq) C Im p +Imgq. Soit x € Im p + Im q. Il existe donc u € Im p et vIm q tels que x = u + v. On a alors
p(x) = p(w)+p(v) = u+p(v) caru € Im p, q(x) = q(u)+q(v) = qw)+vcarv € Imqet peq(x) = qo p(u)+ poq(v) = q(u)+ p(v)
pour les mémes raisons. Donc (p+q—peoq)(x) =u+v=x.Doncx €Im(p+q—peoq). Ainsilmp+Imqg C Im(p+q—poq).

Solution 51

1. Comme £(R") = H; + H,, tout élément de £L(R") — en particulier Id — peut s’écrire comme la somme d’un élément de H; et d’un
élément de H,.

2. On compose I’identité p; + p, = Id par p; une fois a gauche et une fois a droite pour obtenir :
pi+piopa=n Pi+popi=p

On additionne ces deux égalités de sorte que
2pt + pro P2+ paopr=2p

Mais comme p; € H; et p, € H,, p; o p, + p, o p; = 0. Ainsi 2p? = 2p et finalement p? = p;. Donc p; est un projecteur.
Quitte a échanger p; et p,, on démontre de méme que p, est un projecteur.

3. Soit f € H;. Onadonc f o p, + p, o f = 0. Comme p, est un projecteur, il existe une base B de R" dans laquelle la matrice de
Ir Onn—r

D2 est P2 = (
On—nr Or
BeM,,—(R),CeM,_, (R)yeteD € M,_,(R). On a donc FP, + P,F = 0, ce qui entraine A = B = C = 0. Par conséquent,

A|B
) our = rgp,. Notons F = ( c o ) la matrice de f dans cette méme base B avec A € M,(R),

0 Oy pn—
F = ( ! r’}; . ) Notons @ I’isomorphisme qui associe a un endomorphisme de R" sa matrice dans la base B. On a donc
0

n—r,r

0,

0y
®(H,;) C G ou G est le sous-espace vectoriel des matrices de la forme ( r’]; . ) ouD € M,,_,(R). Par conséquent dim H; <
r

Op—r,
dim G. Or dim G = (n —r)?. Ainsi dimH; < (n —r)? = (n —rg p,)>.
On prouve de la méme maniére que dim H, < (n —rg p;)%.

4. Comme H; @ H, = £(R"), dim H; + dim H, = n?. On déduit de la question précédente que
n* < (n—rgp)’ +(n—1gp,)?*
Commen—rgp; >0etn—rgp, >0,
(n—rgp1)* + (n—rgp)* < [(n—rg p1) + (n—rg p,))* = [2n — (rg py + 12 p)I’

On sait que p; + p, = Id. Donc rg(p; + p,) = n. Or c’est un exercice classique que de montrer que rg p; + rg p, > rg(p; + p,). On
en déduit que rg p; + rg p, > n. De plus rg p; + rg p, < 2n donc

[2n — (rg p; +1g p,)]* < 2

Finalement,
n? < (n—rgp)? +(n—rgp,)® < [2n— (tgp, +1g py)I° < 2

On en déduit que [2n — (rg p; + g p,)]> = n?ie.rgp; +1g p, = net que n2 = (n —rg p;)? + (n — rg p,). Notons r = rg p;. On a
alors n? = (n —r)? + r?i.e. r(n — r) = 0. Deux cas se présentent.
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* Sir =0, alors p; = 0 et donc p, = Id. On a alors dim H; < (n —rg p,)? = 0. Donc H; = {0}. Par conséquent H, = L(R").
s Sir = n,alors p; = Id. On a alors dim H, < (n — rg p;)?> = 0. Donc H, = {0}. Par conséquent H; = £(R").

Réciproquement, on vérifie que ces deux couples (Hy, H,) vérifient bien les hypothéses de 1’énoncé.

Solution 52

n n n
Puisque Im p,, C E pour tout k € [1,n], Z Imp, C E. De plus, E = Imldg = Im(z pk) C Z Im py. Par double inclusion,

k=1 k=1 k=1
n
> Impy =E.
k=1
n
Montrons maintenant que la somme est directe. Les pj étant des projecteurs, rg pp = tr(py) pour tout k € [[1,n]. De plus, Z pr = Idg
n n k=1
donc, par linéarité de la trace Z tr(py) = tr(Idg) ou encore Z rg(pr) = dim E. C’est donc que les sous-espaces vectoriels Im py, ..., Im p,,
k=1 k=1

sont en somme directe.
Solution 53

Dans un premier temps, supposons que p et ¢ existe pour se donner des idées. Comme ¢ est un automorphisme, Imu = Im p. De plus, on

constate aisément que Ker p = ¢(Ker u). Comme p est un projecteur, ¢(Ker u) doit donc étre un supplémentaire de Im p = Im u dans E.
Passons donc maintenant a la preuve. Notons S un supplémentaire de Ker u dans E et T un supplémentaire de Im u dans E. On définit

déja p en tant que projecteur sur Im u parallélement a T.

On sait alors que u induit un isomorphisme de S sur Im u. D’apres le théoréme du rang, T et Ker u ont méme dimension donc il existe un

isomorphisme ¥ de Ker u sur T. Comme S et Ker u sont supplémentaires dans E, il existe un unique endomorphisme ¢ de E tel que 5 = s

et @ gery = i © P ol i désigne I'injection canonique de T dans E.

On vérifie maintenant que u = p o ¢.

e Pour x € S,
po@(x) = pou(x) car Qs = Ujs
= u(x) car p est un projecteur sur Im u
¢ Pour x € Keru,
po@(x)=poio(x) carcp|Keru=io¢
=0g carioP(x) e T
= u(x) car x € Keru

Ainsi u et p o ¢ coincident sur les deux sous-espaces supplémentaires S et Ker u : ils sont donc égaux.
On vérifie enfin que ¢ est bien un isomorphisme.

o(E) = o(S + Keru)

= @(S) + p(Keru)

= u(S) + i o P(Keru) car Qg = U et P|gery = i0P

=Imu+T car u induit un isomorphisme de S sur Im u et car ¥ induit un isomorpisme de Keru sur T
=E

Ainsi I’endomorphisme ¢ est surjectif. Comme E est de dimension finie, ¢’est un automorphisme de E.
Solution 54

1. a. Supposons que Im f = Img. Soit x € E. Alors g(x) € Img = Im f donc f(g(x)) = g(x) car f est un projecteur. De méme,
f(x) € Im f = Img donc g(f(x)) = f(x) car g est un projecteur. Ainsi fog=getgo f = f.
Supposons maintenant que fog = getgo f = f. AlorsImg = Im(f o g) C Im f et Im f = Im(g o f) C Img. Par double
inclusion, Im f = Img.
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b. Supposons que Ker(f) = Ker(g).
* Soit x € Kerg. Alors f(g(x)) = f(0g) = 0g. Or Ker g = Ker f donc f(x) = Og. Ainsi f(g(x)) = f(x).
* Soit x € Img. Alors g(x) = x donc f(g(x)) = f(x).

Par conséquent, f o g et f coincident sur Ker g et Im g. Comme g est un projecteur, ces deux sous-espaces vectoriels sont supplé-
mentaires dans E donc f o g = f. Par symétrie des roles de fetg, go f = g.

Supposons maitenant que fog = fetgo f = g. Alors Kerg C Ker(f o g) = Ker f et Ker f C Ker(g o f) = Kerg. Par double
inclusion, Ker f = Kerg.

2. Premiere méthode : On raisonne par analyse/synthese. Soit x € E. On suppose qu’il existe
(x1,%2,%3,%4) € (Im f NImg) X (Im f N Kerg) X (Ker f NImg) X (Ker f N Kerg)
tel que x = x7 + X, + X3 + Xx4. Alors

X=X+ X, + X3+ X4
F) = fOx) + fO) + f(x3) + f(x4) = X1 + X,
g(x) = g(x1) + g(x2) + g(x3) + g(xg) = x1 + X3
foglx)=foglx))+ fog(xy)+geo flxs)+ foglxs)=x

On en déduit que

x1 = fog(x)

X3 = f(x) = fog(x) = f(x) —go f(x)

x3 = g(x) — fog(x) =g(x)—go f(x)

Xy =x—f(x)—g0x) + foglx)=x— f(x)—gx)+ge f(x)

Réciproquement, définissons X1, x5, X3, x4, comme trouvés dans la phase d’analyse. Alors, on a bien x = x; + X, + x5 + Xx4. De plus

cx;=fog(x)=gecf(x)€ImfNnImg:;

o X, = f(x —g(x)) et g(x,) = g(f(x) —go f(x)) = 0g donc x, € Im f NKerg;
« x3 =g(x — f(x)) et f(x3) = f(g(x) — f o g(x)) = Og donc x3 € Ker f NImg;
* f(x4) = Og et g(x4) = Og donc x4 € Ker f N Kerg.

On a donc bien prouvé que

E=(ImfnImg)® (ImfnKerg) @ (Ker f NImg) ® (Ker f NnKerg)

Deuximéme méthode : Comme f est un projecteur E = Im f @ Ker f. Comme f o g = go f, Im f est stable par g. g induit donc un
endomorphisme § de Im f. Comme g est un projecteur, g2 = g donc g2 = g et § est également un projecteur de Im f. Ainsi

Imf=Img® Kerg
On vérifie aisément que Img = Im f NIm g et Ker § = Im f N Ker g de sorte que
Imf=OmfNnImg)® (Im f NnKerg)

De la méme maniere, comme fog = go f, Ker f est stable par g. g induit donc un endomorphisme g de Ker f. Pour les mémes raisons
que précédemment, g est un projecteur de Ker f donc

Kerf =Img® Kerg
On vérifie a nouveau aisément que Im § = Ker f N Im g et que Ker g = Ker f N Ker g de sorte que
Ker f = (Ker f nImg) @ (Ker f N Ker g)
On rappelle que E = Im f @ Ker f donc

E=(ImfnImg)® (ImfNnKerg) @ (Ker f NImg) ® (Ker f NnKerg)
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3. Remarquons que
(fogl=fo(gof)og=fo(foglog=fPog’=fog
car f et g sont des projecteurs. Ainsi f o g est lui-méme un projecteur. On peut préciser ses éléments caractéristiques. En effet,
VxeImfnIimg, fog(x)=x
Vx eImfnKerg, fog(x)=0g
Vx € Ker fNnImg, fog(x)=0g
Vx € Ker f nKerg, fog(x)=0g
On en déduit que f o g est le projecteur sur Im f N Im g parallélement & (Im f N Kerg) @ (Ker f N Im g) & (Ker f N Ker g).
Solution 55

3.1 3 1 3 1
1. Onremarque que zu—iuz = Idg donc, en posant v = 5 Idg —5U,onaveu = vou = Idg. Ainsiu € GL(E)etu™! =v = 5 Idg —5u.

2. D’une part
fog=(w—1dg)o (21dg —u) = —u? + 3u—21dg = 0
D’autre part
gof=QQIdg—u)o(u—1dg) =—u*+3u—2Idg =0
3. D’une part
fP=u?-2u+ldg=W?—-3u+2ldg)+u—Ildg=u—1Idg = f

D’autre part
g =u’—4u+4ldg = (W? —3u+2Idg) +2ldg—u=2ldg—u=g

Ainsi f et g sont des projecteurs.

4. Puisque f est un projecteur, Im f = Ker(f — Idg) = Ker(u — 21dg) = Kerg.
Puisque g est un projecteur, Im g = Ker(g — Idg) = Ker(Idg —u) = Ker f.

5. Puisque f est un projecteur, E = Ker f @ Im f. Or Im f = Ker g donc E = Ker f & Kerg.
Or on a également Ker f = Imgdonc E=Img @ Im f.

Solution 56

1. Comme E est de dimension finie, vect(ut) admet un supplémentaire H,, dans E. Comme E = vect(u) @ H,,, dim E = dim vect(u) +
dim H,,. Comme u # O, dim vect(u) = 1 et donc dimH,, = n — 1.

2. Ona fop, =pyof. Ainsi f(p,(u) = p,(f(w)). De plus, p,(u) = u puisque u € vect(u). Donc f(p,(n)) = f(u). Par ailleurs
Im p,, = vect(u) donc p,(f(u)) € vect(u). Il existe donc A,, € K tel que p,(f(u)) = A, u. Finalement, f(u) = A,u.

3. Comme u et v ne sont pas colinéaires, u + v # Og. Il existe donc A, € K tel que f(u + v) = A,,,(u + v). Mais on a également
flw+v) = f(w)+ f(v) = Ayu + A,v. On en déduit (A, — Ay p)u + (A, — A,y )V = Og. Les vecteurs u et v n’étant pas colinéaires, la
famille (u, v) est libre et donc A, — A, = Ay, — Ayyp = 0. On en déduit que A, = A, = Ay pp

4. Comme v est non nul, il existe A, € K tel que f(v) = A,v. Par ailleurs, u et v sont colinéaires et u est non nul, donc il existe A € K tel
que v = Au. Donc f(v) = Af(u) = A\ u = A, v. Ainsi A,v = A, v. Puisque v est non nul, A,, = A,,.

5. Pour tout u € E\ {0g}, il existe A,, € K tel que f(u) = A, u. Mais ce qui précéde montre que tous les A, pour u € E \ {Og} ont la méme
valeur commune A. On a donc f(u) = Au pour tout u € E \ {Og} et bien entendu pour u = O également. f est donc nécessairement
une homothétie. Réciproquement, on vérifie que toute homothétie commute avec tous les endomorphismes.

Solution 57

On vérifie aisément que s € £(E) et s?> = Idg. s est donc une symétrie. De plus, P = Ker(s — Idg) est I’ensemble des applications paires
tandis que J = Ker(s — Idg) est ’ensemble P des applications paires. s est la symétrie par rapport a P parallélement a J.
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Rang d’une application linéaire

Solution 58

1. Puisque pour tout vecteur x de E :
x = f(x) + g(x),

onax € Im(f) + Im(g). Ainsi
E C Im(f) + Im(g).

De plus
n = dim ((f + g)(E))
= dim (f(E)) + dim (g(E)) — dim (f(E) n g(E))
= n—dim (f(E) n g(E))
d’ot

Im(f) N Im(g) = {0}.
Et finalement

E = Im(f) @ Im(g).
2. Puisque g = f —idg,ona fog=go f. Ainsi Vx € E,

f(g(x)) = g(f(x)) € Im(f) N Im(g) = {0}

etdonc fog=go f =0.Puisque
f=fo(f+8=f"+fog

ona f o f = f.De méme pour g.

Solution 59

1. Notons n = dim(E). Posons h = f| Im(g)" L’ application h est linéaire en tant que restriction d’une application linéaire de E a un sev de
E. Il est clair que Im(h) = Im(f o g) et Ker(h) = Ker(f) N Im(g). Appliquons le théoréme du rang a h :

dim(Im(g)) = rg(g) = rg(f  g) + dim(Ker(f) N Im(g))
Or, d’apres le théoreme du rang appliqué aget fog:
rg(g) = n — dim(Ker(g))

et
1g(f o g) = n — dim(Ker(f o g)).
On en déduit que :
dim(Ker(f o g)) = dim(Ker(g)) + dim(Ker(f) N Im(g)).

Comme Ker(f) NnIm(g) C Ker(f), on en I'inégalité
dim(Ker(f) N Im(g)) < dim(Ker(f))

puis
dim(Ker(f o g)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)).

2. Revprenons les calculs précdents : il y a égalité si et seulement si

dim(Ker(f) N Im(g)) = dim(Ker(f)),

et comme Ker(f) N Im(g) C Ker(f), cela équivaut également a Ker(f) N Im(g) = Ker(f), soit encore Ker(f) C Im(g).
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Solution 60

* Solution 1
Soit S un supplémentaire de Ker u dans E. On définit I’application linéaire

Y: Im® — L(S,Imv)
|Imv
8 Y §s
Cette application est bien définie car, pour tout f € L(E), Im(v o f o u) C Imv. Montrons que c¢’est un isomorphisme.
Soit g € KerW. Puisque g € Im @, il existe f € L(E) tel que g = v o f ou. Comme g € Ker ¥, gis = 0. Mais on a aussi évidemment
8|Keru = 0. Puisque E = Keru @ S, g = 0 et ¥ est injective.
On sait que u induit un isomorphisme @ de S sur Im u. De méme, v induit un isomorphisme 0 de T sur Im v ot T est un supplémentaire
de Kerv dans E. Soit § € Im¥. On définit f de la maniére suivante : f(x) = 07! o g o @ !(x) pour x € Imuet f = 0 sur un
supplémentaire quelconque de Im u. On a alors bien ¥(v o f o u) = g, ce qui montre que ¥ est surjective.
Par conséquent, rg ® = dim £(S,Imv) = rgurgu.

* Solution 2
Notons S un supplémentaire de Im u dans E et T un supplémentaire de Ker v dans E. On pose

F={feLE),ScKerf,Imf CT}

On vérifie que F est un sous-espace vectoriel de £(E). Montrons que ® induit un isomorphisme de F sur Im ®.

Soit f € F N Ker ®. Par définition de F, fis = 0. De plus, v o f o u = 0 signifie que f(Imu) C Kerv. Mais, par définition de 7,
Im f C T. Donc f(Imu) C KervN'T = {0}. D’0ll f{j, = 0. Comme E = S @ Imu, f = 0 et la restriction de ® & F est injective.
Montrons que ®(F) = Im ®. Soit f € L(E). Notons 7, la projection de E sur Im u parallelement a S et 7, la projection de E sur T
parallelement a Kerv. On vérifie que my 0 f oy € F.De plus, Ty cu =uetvom, =v. Doncvo(myo fom)ou=vo fouise.
O(15 0 f omy) = D(f).

Ainsi @ induit un isomorphisme de F sur Im ® et donc rg ® = dim F. Or F est isomorphe a £L(Im u, T). De plus, v induit un isomor-
phisme de T sur Imv donc dim T = rgv. Ainsirg® = dimF = dimL(Imu, T) = rgurgvo.

* Solution 3
Commengons par montrer le lemme suivant : si w € £(E) est de rang p alors il existe deux bases (¢;) et (g;) de E telles que

I]P q:DPJI—P )
n—=p,p (DP,P

ou n est la dimension de E. En effet, soit S un supplémentaire de Ker w. On se donne une base (ey, ... , ¢p) de S et une base (ep1, - » €,)
de Kerv. Posons ¢; = w(e;) pour 1 < i < p. Comme w induit un isomorphisme de S sur Imw, (g, ..., €,) est une base de Im w qu’on
compléte en une base (g, ... , €, ) de E. La matrice de w dans ces bases est bien de la forme voulue.

Notons p = rgu et q = rgv. Notons (e;), (¢;) et (¢), (¢) les bases définies dans le lemme correspondant respectivement a u et v. Soit

mat(ei),(Ei)(w) = ( 0

M, () et est donc de dimension pq = rgurgu.

Solution 61

D’apres le théoreme du rang
rg(ho g) = rg(h|mg) = rg g — dim(Kerh N Im g)
rg(hoge f) =1g(hjimgor) =r&(ge f) —dim(KerhnImgeo f)
ou encore
dim(KerhnImg) =rgg —rg(hog)
dim(KerhnImgo f) =rg(go f) —rg(hogo f)
OrIm(go f) C Img donc KerhnImgo f C Kerh NnImg et donc

dim(KerhnImgo f) < dim(KerhNnImg)
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On en déduit que

rg(ge f) —rg(heogo f) <rgg—rg(hog)
ce qui s’écrit encore

rg(ge f) +rg(heog) <rg(hogo f)+1g(g)
Solution 62

1. Montrons que Im(f + g) C Im f + Img. Soit y € Im(f + g). Il existe donc x € Etel que y = (f + g)(x) = f(x) + g(x). Ainsi
y €Imf +Img. Ainsi

rg(f + g) = dimIm(f + g) = dim(Im f) + dim(Im g) < dimIm f + dimIm g = rg(f) + rg(g)
En appliquant I’inégalité précédente a f + g et —g, on obtient
rg(f) = rg(f + g+ (=g)) < re(f + &) +ra(-g)
On montre aisément que Im(—g) = Im(g) donc rg(—g) = rg(g). On en déduit que
rg(f) —rg(g) < rg(f +8)
Les endomorphismes f et g jouant des roles symétriques, on a aussi

rg(g) —rg(f) <rg(f +g)

et donc
|re(f) —rg(@)l <rg(f +8)

2. On a prouvé a la premiere question que
dimIm(f + g) < dim(Im f + Im g) < dim(Im f + Im g)
Supposons que rg(f + g) = rg(f) + rg(g). Alors
dimIm(f + g) = dim(Im f + Img) = dim(Im f + Im g)
D’apres la formule de Grassmann,
dim(Im f NImg) = dim(Im f + Img) —dim(Im f +Img) =0

Ainsi Im f NnIm g = {Og}.

On a prouvé a la premiére question que Im(f + g) C Im f + Img. Comme dim Im(f + g) = dim(Im f + Img) donc Im(f + g) =
Im f + Im g. Montrons alors que E = Ker f + Kerg. 1l est évident que Ker f + Kerg C E. Soit alors x € E. Alors f(x) € Im f C
Im f+Img = Im(f + g). Il existe donc a € E tel que f(x) = (f +g)(a) = f(a)+g(a). Alors f(x—a) = g(a) € Im f NIm g = {0}
On en déduit que f(x — a) = g(a) = 0, c’est-a-dire que x —a € Ker f et a € Kerg. Ainsi x = (x — a) + a € Ker f + Kerg. Par
double inclusion, E = Ker f + Kerg.

Supposons maintenant que Im f NIm g = {0y} et E = Ker f + Ker g. On va d’abord prouver que Im(f + g) = Im f + Im g. L’inclusion
Im(f +g) C Im f + Im g est toujours valable. Soit donc y € Im f + Im g. Il existe donc (u, v) € E? tel que y = f(u) + g(v). Comme
E = Ker f + Kerg, il existe (a,b) € Ker f X Kerget (c,d) € Ker f x Kergtel queu = a+ betv =c+d. Alors

y=fla+b)+glc+d) = f(a)+ f(b) + glc) + g(d) = f(b) + g(c)

Or g(b) = f(c) = Op donc
y=f(b)+ f(c) +g(b) + glc) = (f + g)(b +¢) € Im(f + g)

Par double inclusion, Im(f + g) = Im f + Im g puis
rg(f +g) =dimIm(f + g) = dim(Im f + Img) = dimIm f + dimIm g — dim(Im f NImg) =rg f +rgg

puisque Im f N Im g = {Og}.
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Formes linéaires et hyperplans

Solution 63

Soient A, u € K et x,y € E. On a d’une part :
Jx + py) = e(Ax + py)
et d’autre part :
Jx + wy) = Af (%) + ug(y) = (Ae(x) + pe(y)u

Comme on a u # Og, on en déduit @(Ax + wy) = Ap(x) + ue(y). Ainsi u est bien une forme linéaire sur E.
De plus, pour tout x € E,

F2x) = fle()u) = e(x)f(w) = e(x)pwu = pw)p(x)u = ¢(u)f(x)
Le scalaire A recherché est donc g(u).
Solution 64

1. Soit (ey, ... ,e,_;) une base de Ker(¢p) = Ker(¢). Complétons cette base avec un vecteur e,,. On sait alors que @(e,,) # 0 et P(e,) # 0.
Soit £ € E* défini par § =19 — Ap avec A = M
¢(en)

et = Ao.

2. On a vu qu’il existait ¢ € E* tel que H = Ker ¢. Soit A € R. On a Ker(Ap) = Hsi A # 0 et Ker(Ap) = E si A = 0. Dans tous les cas,
H c Ker(Ag). Ainsi vect(p) C D(H).
¢ est non nul sinon on aurait Ker¢ = E # H. Soit p € D(H). Si ¢ est nul, alors P € vect(¢p). Sinon, la question précédente montre
qu’on a également P € vect(ep). Ainsi D(H) C vect(¢p).
Par double inclusion, D(H) = vect(¢). Comme ¢ est non nul, dim D(H) = 1.

. On a immédiatement, pour tout i € [1, n]|, &(e;) = 0. Donc & est identiquement nul

3. a. Ker(g) est un hyperplan de E donc de dimension n — 1 > 1 puisque n > 2. Il contient donc un vecteur non nul.
On vérifie d’abord que f est un endomorphisme de E. Or, puisque u # Og,

x € Ker(f —ldg) < o¢(x)u =05 < x € Ker(p)

Donc la base de f est Ker(¢ — Idg) = Ker(p).
De plus pour tout x € E, f(x) — x = @(x)u € vect(u). Ainsi Im(f — Idg) C vect(u). Mais d’apres le théoréme du rang
rg(f — Idg) = 1 et donc la direction de f est Im(f — Idg) = vect(u).

b. Par le théoréme du rang rg(f — Idg) = 1 donc il existe un vecteur u non nul de E tel que Im(f — Idg) = vect(u).

Pour tout x € E, f(x) — x € Im(f — Idg) = vect(w), il existe donc A € R tel que f(x) — x = Au. Notons A = ¢(x). Soient
(x,y) € E2 et (a,b) € R2. Alors f(ax + by) — (ax + by) = ¢(ax + by)u. De plus,

f(ax + by) — (ax + by) = a(f(x) — x) + b(f(y) — y) = (ap(x) + be(y)u

Comme u est non nul, (ax + by) = ae(x) + be(y). Ainsi @ est une forme linéaire.

Ona f(u) = u+@(u)udonc p(u)u = f(u)—u € Im(f—Idg) C Ker(f—Idg). Ainsi f(p(u)u) = @(u)u et donc e(u)u+e(u)’u =
@(u)u. Comme u est non nul, (u)? = 0 et donc @(u) = 0 de sorte que u € Ker(¢).

Comme précédemment, Ker(p) = Ker(f — Idg) donc Ker(g) est un hyperplan. On ne peut avoir ¢ nulle sinon Ker(¢) = E n’est
pas un hyperplan.

Solution 65

On peut construire une forme linéaire ¢ ne s’annulant pas en x. En effet, x étant non nul, on peut le compléter en une base de E. Il suffit alors
de poser @(x) = 1 et ¢ nulle en les autres vecteurs de la base.

Les conditions de 1’énoncé montrent que ¢ ne peut étre combinaison linéaire de @y, ... , ¢,. Autrement dit, (¢y, ... ,¢,) n’engendre pas E*.
Puisque cette famille comporte n = dim E* éléments, elle est liée.
Solution 66
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1. G contient la forme linéaire nulle sur E et est clairement stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de E*.
Considérons une base (ey, ..., e,) de F que I’'on compléte en une base (ey, ... ,e,) de E. Puisque E est de dimension finie, la famille
des formes linéaires coordonnées (ej, ..., e;,) forme une base de E* (vérifier la liberté ey utiliser la dimension). On remarque alors que
G = vect(€},, ..., e5,) (procéder par double inclusion). La famille (e}, ..., e;;) est libre (famille extraite d’une base) donc dim G =
n—rdimE —dimF.

2. G est un sous-espace vectoriel de E* en tant qu’intersection d’espaces vectoriels. En effet, G = ﬂ Ker ¢.
@€eF
Considérons une base (¢, ..., ¢,) de F que 1’on compléte en une base (¢, ..., @,) de E. On considére 1’application ®: x € E —
(1(x), ..., @,(x)) € K". Elle est clairement linéaire et on vérifie qu’elle est injective. Soit x € Ker ®. Ceci signifie que ¢;(x) = --- =
@,(x) = 0. Supposons que x soit non nul : on pourrait construire une forme linéaire ¢ non nulle en x. Mais (¢, ..., ®,,) est une base
n

de E* donc il existe (44, ..., A,) € K" tel que ¢ = Z Aip; et donc @(x) = 0, ce qui est contradictoire. Ainsi ® est injective, et comme

dim E = dim K" = n, ® est un isomorphisme. Noté)nls (eq, ..., €,) 'image réciproque de la base canonique de K" par ®. Comme @ est
un isomorphisme, (ey, ..., €,) est aussi une base de E. On vérifie alors que G = vect(e,,, ... , €,). Il suffit pour cela de remarquer que,
par définition de (ey, ..., €,), @j(e;) = §; j pour tout (i, j) € [1, n]]z. La famille (e,41, ..., €,) est extraite de la base (ey, ..., e,) donc
elle est libre et dimG = n —r = dimE — dim F.

3. 11 suffit de poser F = vect(¢, ... , @,,) et d’appliquer la question précédente. En effet, dim F = rg(¢, ... , 9,,) €t, avec les notations de
m

la question précédente, il est aisé de voir que G = ﬂ Ker ¢;.
i=1

Solution 67

1. Supposons que Ker(f) C Ker(g). Puisque que ces deux sous-espaces sont des hyperplans , on a donc
H = Ker(f) = Ker(g).
Soit Ku un supplémentaire de H dans E. Puisque u ¢ H, f(u) # 0. Posons alors

_ 8w
Y=

Ce scalaire est non nul car u € H = Ker(g). Soit B une base de H. La famille B’ = B U {u} est donc une base de E. Les deux formes
linéaires g et Af étant égales en tout vecteur de B (car elles s’y annulent!) et en u , elles sont égales.

2. D’apres la question précédente , f et g définissent le méme hyperplans si et seulement si
Jr e K¥*, g=Af.

Deux équations du type
a1 X+ ... +ax, =0

définissent le méme hyperplan si et seulement si elles sont non nulles et proportionnelles.
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