COMPARAISON DE FONCTIONS

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Relations de comparaison

Exercice 1

Limites via relations de comparaison

Trouver les limites suivantes :

Vx+3

1. x(3+x)——=en0

ﬁsinﬁ

(1 —-¢e*)(A — cos x)
3x3 + 2x4

en 0

Exercice 2

1
(1 — cos x?)ex

g en 0t
4. (x— g)tan(x+ %) en %

5. (tanhx)™ en +o0

Calculer, si elles existent, les limites de

LYx3+1-Vx2+x+1en+oo,
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1 X
2. (1 + —) en 0.
X

Exercice 3

Etudier les limites suivantes :

. (In(Inx))®> —cos’x + Inx

1. lim

X boo 2% — 506

2 X
2 —

x—>+o0\ X2 —x—1
3. lim cos 3x ; Ccos x.

x—=0 X

a* — b*

4. lilr(l] avec0 < a<b.

X—

CoV2—x2-1
5. lim ————.

x—1 Inx

6. lim sin(l>e°°sx.

X—+00 X
x2
7. lim <cos<i)) .
X—+00 lnx
Exercice 4

8. lim (tan x)(tan 2x).

10.

11.

12.

lim

e
x—=
3

\/gcosx—sinx

TC
X — -
3

e — 1+ x2+sinx

lim

=0 R1+x-1
. . (1)

lim xsin{ = ).

x—0 X

in(1+ <)

. _ X
Soit f(x) =xIn|1+ nx

1
1. Démont ~ .
émontrer que f(x) Heliree

2. En déduire la limite en +oco de (ef(x) — 1) In x.

In(x + 1)
Inx

3. Soit g(x) = [(

Exercice 5

X
) - 1] In x. Déterminer la limite de g en +oo.

n et p désignant deux entiers naturels non nuls, calculer la limite quand x tend vers 1 de

nx™l —(n+1)x"+1

xPtl —xP —x +1
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Exercice 6 * L’inévitable du genre

Exercice 10 Ailleurs qu’en 0

Soient a, b et c trois réels positifs. Etudier le comportement en +oo de

al/x + bl/x +Cl/x)x

760 = :

Exercice 7 Leéve toi et marche!

Lever les formes indéterminées suivantes :

_2cos(x) — xtan(x) X 1
1. 1 . 3. lim—— — —— 5
xl_I}}) sin3(x) x-1x—1 ln(x)
2 i x cos(x) — tan(x) 4. lim \/; —1

" x~0sin(x)(x — tan(x)) ’ x=>13/x -1

Exercice 8

(1 . . eX
Classer par ordre de négligeabilité les fonctions f : x —» xlnx, g : x — = eth:xm

\/x(In x)? au voisinage de 0% et +co.

Exercice 9 Equivalents
Déterminer un équivalent au point considéré des fonctions suivantes :
1. xIn(1+x)—(x+ 1)Inxen +co. 6. In(cos x) en 0.
1 1 1
2. |x|In <1+ ;) en +oo. 7. x(ex —COS<;)) en +oo.

1 X
3.Vx+1—Vx2+1enO. ln(lnx)—<—)
8. —————27_en+oo.

0. (i)‘j - (é)x

9, esinx _ etanx en 0.

sinx +cosx —1
. ————— —en
tan(x — X cos x)

4/ 25—
M en 0. 10.

tan ( T
tan x 2x+3

)en +o00.
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Déterminer des équivalents de :

3.Y1+x3—xen+o0

1 1enl
"14x 2

T
1. cosxen 5

o
2. tanxen —
2

Exercice 11 Equivalents de produits et de quotients

Déterminer des équivalents simples des expressions suivantes :
x sin(x?)
ex —1

2 Vi+x-—1

1—cosx

In(1 +1/x)

" tan(x) arctan(x3)

(1
x? sm(—)
x3

-1

=

en 0

en 0

en0

en +oo

-

e

Exercice 12 Equivalents de sommes et de différences

Déterminer des équivalents simples des expressions suivantes.
1. sin(x) + tan(x) en 0
2. x*+e¥—1en0

3. arcsin(x) + cos(x) —1en 0

1 1
4. \/1+——3\/1+—361‘1+00
X X
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Exercice 13

Un équivalent

Exercice 18 * Variations sur les DL classiques

Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général

un=2\/_—\/ﬁ—\/ﬁ-

Exercice 14 %

Déterminer des équivalents simples en 0 des expressions suivantes,

1. arccos(x) — 7/2;
2. x*+ x4+ x?%; 1-x
3. arcsin(x) + x + x?;

2
4. arctan(x) + x; T+ x

Exercice 15 % %

1
5. —— —1+x;

Donner un équivalent en 0 de I’expression

<ex+1> 4x + x?
In - .
2 8

Exercice 16 * King size
Donner un équivalent en 0 de I’expression
sin(sh(x)) — sh(sin(x)).
Développements limités
Exercice 17 Petit joueur

Déterminer le DLs(0) de
arcsin(x)

flo) = N
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Calculer le développement limité a I’ordre n au voisinage de 0 des expressions suivantes :

1. e*sin(x)etn = 3; 6. V1+2xetn=3:
2. sin®(x) — x3 cos(x), pourn = 6; 7. \V4—xetn=23;
s
3. x3\/man=5; 8. cos<§+x>etn=3;
4 etn=3: 9. In2+x)etn =3;
2+x
10. exp(3 — x) etn = 3;
1
5. 3 setn=>5; 11. 1+ x)*etn=2.
—Xx
Exercice 19 % DL d’une bijection réciproque

On considere la fonction numérique f définie sur I’intervalle I = ]—1, 1] par
f(x) =x+In(1 + x).
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 3 de f(x) au voisinage de 0.
2. Démontrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J qu’on explicitera.

3. En admettant qu’il existe, déterminer le développement limité a I’ordre 3 de f~!(x)
au voisinage de 0.
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Exercice 20 % Au-dela de zéro...

Exercice 23 Attention a la constante

Développements en vrac.

1. Calculer les développements limités a I’ordre 4 des expressions suivantes au voisi-

nage de X :
a. e¥, xy=1; f. arctan(x), xo = 1;
b. cos(x), xo = 7/4;
: _ ) 2 _1
c. sin(x), xo = 7/6; g. X ,Xo = +00;
d. In(x), x, = e; X
1
e 7o Yo =1 h. (tan(x))®®, x, = n/4;

2. Calculer les développements limités

a. al’ordre 3 au voisinage de +oo0 de

Vxd +x2 =33 — x2;
b. al’ordre 2 au voisinage de 7/4 de
cos(x) + sin(x) ;

c¢. al’ordre 2 au voisinage de 7t/4 de tan(x).

Exercice 21 % Spanish torture

Déterminer le DL4(0) de
fG0) = x(ch(x))"*.

Exercice 22 % Dead again

Déterminer le DL,(0) de la fonction g définie par
X

g : x — (1 + arctan(x)) sin(x)
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Déterminer le DL;(0) de la fonction f définie sur R par

f 1 x+— In(3e* + e7%).

Exercice 24 Petit piege
Déterminer le DL4(0) de la fonction définie par,
1
Fo) = 1+ cos(x)’
Exercice 25 Easy

Chercher un développement limité d’ordre 5 de la fonction

x? sin(x)
1+x

flo) =

Exercice 26

Déterminer un DL,(0) des expressions suivantes :

cos) . 3. h(x) = &),

V1—x ’
2. g(x) =1+ cos(x); 4. i) = ;‘»Oi(jg '

L f(x) =
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Exercice 27

Exercice 30 ENSEA

1. Soit n € N. Calculer le développement limité a I’ordre n au voisinage de 0 de
n
X~ In (Z xk)
k=0
2. Soit n € N*, Calculer le développement limité a ’ordre n au voisinage de 0 de
n-1
x
X+ In (Z F)
k=0

3. Déterminer le développement limité a 1’ordre 6 au voisinage de 0 de
xZ
2
X / e~ 24t
X

Exercice 28

Chercher trois termes du développement asymptotique de la fonction f définie par

fxX)=vVx2+x

au voisinage de +o0.

Exercice 29

3
X
1. Montrer que pour tout x € [0,1], x — — < sinx < x.

6
n
k 1 1 1
2. Mont in o~ =24 — (_>
ontrer que kzlsm 23 + n +o0 "
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1. Montrer que pour tout n € N*, ’équation cos x = nx posséde une unique solution
x, €[0,1].

2. Déterminer la limite de (x,,).

3. Etudier la monotonie de (x,,).

4. Etablir que x,, ~ 1

n-+co N

. P 1
5. Déterminer un équivalent de x,, — =

Exercice 31

1. Montrer que pour tout entier n > 2, I’équation x = In x + n admet deux solutions
sur R . On note x,, la plus petite et y,, 1a plus grande de ces deux solutions.

2. a. Montrer que lim x, =0.
n—+oo

b. Montrer que x,, ~ e~

n—+o0o

n

c¢. On pose u, = x,, — e " pour n > 2. Montrer que u,, ~ e 2"

n—+o0o

d. Déterminer un équivalent simple de u,, — e~2".

3. a. Montrer que lim Yy, = +oo.
n—->+oo

b. Montrer que y, ~ n.

n—+oo

¢. Onpose v, =y, —npourn > 2. Montrer que v,, ~ Inn.

n—+oo

d. Déterminer un équivalent simple de v,, — Inn.

Exercice 32

Déterminer les réels a et b tels que

1+ ax?
1 + bx2

f(x) = cos(x) —

soit, au voisinage de 0, un infiniment petit d’ordre le plus grand possible.
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Allures locales

Exercice 33

1
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = xTxsix > 0et f(0) = 0. Soit C 1a
courbe représentative de f.

[

. Montrer que f est continue en 0.
f est-elle dérivable en 0?
Déterminer la limite de f en +oo0.
Etudier les variations de f.
Etudier les branches infinies de C.

Déterminer le développement limité a I’ordre 3 en 1 de f.

N,k w N

Préciser I’équation de la tangente T & C au point d’abscisse 1. Préciser la position
relative de T et € au voisinage du point d’abscisse 1.

8. Tracer C avec soin. On placera notamment la tangente T déterminée a la question
précédente.

Exercice 34

Soit f : x > xe*.
1. Montrer que f est une bijection de R, sur un ensemble a déterminer.
2. Déterminer le développement limité de f~! a I’ordre 2 au voisinage de 0.

3. Donner un équivalent simple de f~! en +o0.
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Exercice 35 % Une étude locale

On cherche a déterminer le comportement au voisinage de 0 de la fonction f définie par

I’expression
1 1

arcsin(x) x’
1. Quel est I’ensemble de définition de f?

2. Prouver que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f ce prolonge-
ment.

3. La fonction f est-elle dérivable en 0?

4. Etudier la position position relative du graphe de f et de sa tangente au voisinage
de ’origine.

Exercice 36 Asymptote

Soit f la fonction définie par

x — (14 x)el/*,

Etudier les branches infinies de f et déterminer la position des asymptotes par rapport a
la courbe.

Exercice 37

Démontrer que la fonction définie par

x+1)
x—1

fx) = x21n<

a pour asymptote la droite d’équation y = 2x en +oo0.

Exercice 38

1
Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de f définie par f(x) = V x2 + xex.

Formules de Taylor
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Exercice 39 Approximations de f”

Soit f : R — R de classe C2. Soit x, € R. Déterminer la limite en 0 de

- th(xo+h)+f(x0—h)—2f(xo)
: 2

Exercice 40 % La dérivée symétrique

On dit qu’une fonction f : R — R admet une dérivée symétrique en a € R lorsque

le rapport
fla+h) —fla—h)
2h

admet une limite lorsque h tend vers 0.

1. Prouver que la dérivabilité en a est une condition suffisante de dérivabilité symé-
trique en a.

2. Est-ce une condition nécessaire ?

Suites d’intégrales

Exercice 41 CCPPC

On pose u,, = f v Montrer que u L
T, 1+ "

no+oo N2 ’

Exercice 42

1
x

On pose pour n € N u, :f .
o 1+x"

1. Montrer que (u,,) converge et donner sa limite.

2. A l’aide d’une intégration par parties, donner un développement asymptotique a
deux termes de u,,.
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