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NOMBRES COMPLEXES

Formes algébrique et exponentielle

Solution 1

1. On a facilement |4\/§(—1 +1i)| = 4\/§| —1+i| = 8. Si on note O un argument de 4\/5(—1 +i),onacosf = —\/75 etsin® = \/; Ainsi

= %ﬂ (mod 2m).

2. Ona |z,z,2;| = 8|z; |3 car |z,| = 2|z;] et |z3| = 4|z;]. Puisque |z,2,25] = 8, on a |z;| = 1. Notons 6,, 0, et 85 des arguments de z;, z,
etzz. Onadonc 6, + 6, + 65 = %ﬂ (mod 2m). De plus, 8, = 6; + E etB; =0, + g Ainsi 30, + 3—n = %n (mod 27). On en déduit

2n . n L *1in n
6, =0 (mod ?). Comme z; a un argument compris entre 3 et 7, on peut choisir 6; = = puls 8, = - ¢ enfin 63 = e

Solution 2

in i i
Posons z = \/5 + i. On trouve aisément \/5 + i =2es6 . Lesracines carrées de z sont donc \/Ee 2 et —\/Ee 2,

2 _
xz—-yzzz\[_ =
Soit Z = x + iy une racine carrée de z. Des relations Z? = z et |Z|* = |z| on tire { X2 + y2 = 2 . On en déduit ,  2-— \/E .La
y =
2xy =1 2
2xy =1
244/3 o2t \3
- 2 T 2
derniere équation implique que x et y sont de méme signe et donc que ou . Les racines carrées de z sont

_]2-13 _ 2=
y= 2 y= 2
donc i(\/ 2+2\/§ +i4/ #).Puisque 1—752 € [0, 7], sinl—n2 > 0 et donc

\/E(cos% +lSln17T—2) =\/2+2\/§ +i\/2_2\/g

En identifiant parties réelle et imaginaire, il vient :

r \2+3 p 2-1/3

COS E —2 sin E = 5

_1)2
REMARQUE. En remarquant que 2 + \/_ = (\/—H) e2— \/_ (\/32 D

n _Ve+y2 o _\e-\2

COSE—T Slnlz— 5

, on peut simplifier les expressions précédentes en

Solution 3

9im

1. Toutd’abord 1 +i = \/_e 4 donc les racines carrées de 1 + i sont V_e 8 et — V_e 8 = V_e 8 .
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2. Soit maintenant z une racine carrée de 1 + i. Posons z = x + iy avec (x,y) € R?. Puisque z> = 1 +i,ona x> —y?> = l et 2xy = 1.

Par ailleurs, |z|> = |z3| = |1 + i| = V/2 donc x? + y* = /2. On en déduit que x> = @ et y? = @ Puisque xy = § > 0,

_ Y21 | V241
2 ou 2 .Lesracinescarréesdel+isontdonc\/@+iﬂ%et—ﬂ@—i\/@.

V-1 | [¥2-1

2 Y= 2

. Puisque g € [0, g] cosg > 0. On peut alors identifier les racines carrées de 1 + i sous forme exponentielle et algébrique. En

%e%zJﬁ;lH\/ﬁz_l

% T \/§+1 %sinz— \/5—1

particulier,

On en déduit que

cos o = > et 3= >
puis que
2+1 2-1
cos L et sin L \/_
8 242 8 21/2
et enfin que

cos§ \/2+\/_ et smg \/2 \/_

"y -2 2-12
tan— > = =v2-1
cos % 2+f e+V2e-v2) V2
. 3n T i
. Puisque — = - — -,
8 2 8
3 1 3 1 3 1
cos%:sin%:z 2—\/5 sin§=cosg=§ 2+\/§ tan%:tanz=\/§+1
Puisque — =m — 3?7[,
5 3 1 5 3 1 5 3
COS%E:—COS?TE:—E 2—\/5 sin%:sin%:z 2+\/§ tan%c:—tan?n:—\/z—l
Puisque — =m — g,
7 7 1 7
cos§n=—cos§ 2+\/_ sin%:sin%:i 2—\/5 tan%:—tan%:l—\/z

Solution 4

LjP=L1+4j+2=0-/)/A-)0. 1+ 2+ =1+72+j=0j"=]
2. On vérifie que (1 —i)? = —2i et (1 + i)? = 2i et on en déduit que

1+ N 1—j
1-i2  Q+i2
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Solution 5

1. On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur :

28 _ L34,
3-2i 7
Q+B+2i)) 1 .
> = 5(1+1Sl),

3+4i 71-22i
Q+30)@4+i) 221

(243 +i(3-1))/4
ei(ZTE/3—TE/6)/2 — eiTE/Z/z =1
. 2ei@n/3+7/6) — H,isT/6 — _\/§+ i

. @43 4 emin3 /4 = (3 4+ 5i4/3)/8.
L l4e ™28 =1-i/8.

o & o F oo

Solution 6

1. II faut commencer par représenter z; et z, sous forme exponentielle : z; = \/Eei”/ betz, = \/Eei"/ 4. On trouve z,/z, = e!(/6-7/4) =

e—in/12_
2. On cherche la représentation cartésienne de e”™/12 = jei™/12 D’aprés la question précédente,
gz _ %2 _ Ve +2+i(V6-12)
Zy 4 )
Donc

7—7t=—\'/5_\/g sin7—n=—\/g+\/5.

D) 4 12 4

3. La forme exponentielle, au sens strict, est pe’® oi 6 est un réel et p, un réel strictement positif. En pratique, I’intérét de cette forme est
de représenter un nombre complexe sous la forme du produit d’un nombre réel par un nombre complexe de module 1 — peu importe
que le facteur réel soit ou non positif.

a.
1—jei*x =1 + ei(x—rr/z)

— 2cos 2x — T pi(x/2-m/4).
4

b. Expression définie pour x # 7/2 mod 7.

1 COS X

- = = cosxe'*.
1+itanx cosX +isinx

c. Expression définie pour x # 0 mod 27. On factorise par 1’angle moitié :

l14+cosx+isinx _1+e*  cos(x/2)
l1—cosx—isinx 1—eix  sin(x/2)

d. Expression définie lorsque x +y # m mod 27. On factorise par I’angle moitié :

e* yely  elX N2 cos(x — y)/2
1+ el elG+)2  cos(x + )/2
_cos(x —y)/2

"~ cos(x +y)/2°
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e. Comme cos x et sin x ne peuvent étre nuls en méme temps, le dénominateur n’est jamais nul.
Le numérateur est égal a 2¢im/361X |e dénominateur a

a+ i)e—ix — \/Eeirr/4e—ix’

donc le quotient est égal a
\/Eem/uezix.

Solution 7

2ei7't/3 n .
— 2n/ZemTr/12.

e—m’n/4 -1

b. On factorise par 1’angle moitié :

. _e—nirc/4.
enin/4 _ 1

. 2n/2e—im'r/12'

o

d. Comme 1 + ¢® = 2 cos(8/2)e®/2,
. 0 .
(14 cosB +isin8)"* = 2" cos” zeme/z.
e. Commel+i= \/Eeii”/ 4. en factorisant par I’angle moitié,

A+D"—A=D" _ (ns2)2 i, M7
i 4

2. Pour tout entier naturel n,
ol = (\/g +i)yt = N NiT/6
donc w" est réel si, et seulement si, n est un multiple de 6 et w” est imaginaire pur si, et seulement si,

nt T
Jk eN, ?—E-I'kﬂf

c’est-a-dire
dkeN, n=3+6k.

Solution 8

1. Ona
Zg = —sin(20) + i(cos(20) + 1) = i + ie?®
= 2cos(0)iel® = ZCos(e)ei(eJrg)
On aboutit donc a la discussion suivante.
}sieeg+nZ,ze =0.
psioe UkeZ] —1t/2 + 2km, /2 + 2kn[, on a

|zg| = 2cos(0) et arg(zg) =0 + g [27].

psioe UkeZ]Tc/Z + 2k, 31/2 + 2kmn[, on a

3n

|zg| = —2cos(0) et arg(zg) =0+ >

[27].
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2. Légalité |zg| = |zg — 1] est clairement équivalente 2 |zg|? = |zg — 1|2, ¢’est-A-dire
|z6]? = |zo|* — 2Re(zg) + 1,

ce qui équivaut a 2Re(zg) = 1, c’est-a-dire
1
sin(20) = —5 = sin(—7/6).

Cette équation est équivalente a

266—g+2n2 ou 2ee%+2nz

L’ensemble des solutions est donc

T T
8_<_E+TCZ> U <E+T[Z>

Solution 9

im 3im
Ona+/3+i=2es eti—1=1/2¢+ . Ainsi
in
2e’s _Tnin
L= 31_7_[ = \/Ee 12,

2e 4
Comme 2002 = 24 X 83 + 10, on déduit de la formule de Moivre que

_70im —iT[3X24_2 iE
v2002 — zloole T = 21001e 1 = zloole 6 — 210001/3 + 21000i

Solution 10

e Onaw = 2¢™6 donc w" = 2"e"™/6_ Ainsi w" € R si et seulement si sin(nm/6) = 0, ¢’est-a-dire il existe k € Z tel que nmt/6 = km, ie
n est de la forme
6k, k e Z.

REMARQUE. L’ensemble des solutions est donc 6Z.

e De méme , w" € iR si et seulement si cos(nw/6) = 0, ie il existe k € Z tel que nwt/6 = 7/2 + km , ¢’est-a-dire n est de la forme

3+6k, ke

REMARQUE. L’ensemble des solutions est donc 3 + 6Z.

Solution 11

P N : e . P 4 ..
1. L’équation équivaut a 5Re(z) — iIm(z) = 4 — 3i. L'unique solution de cette équation est donc ot 3i.

2. L’équation équivaut a Re(z) + 5iIm(z) = —5 + i. Lunique solution de cette équation est donc 5 + ?l.

Réels et imaginaires purs

Solution 12

1
Posons Z = z+ .
z—1

. ZeER &= Z=-7 < f+i=—z+1 = Z+Dz-D=0C+1)zZ-1) < |zI°=1 < ze€l.
Z _ —
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zZ+1z+1
z—1z-1

2.7€el < 77=1 <

Solution 13

=1 < Z+1)(z+1)=Z-1)(z-1) < z+z=0 < z€iR.

1. Ecrivons a = e!® et b = e avec «, § € R. On a alors
a+b el@+B)/2  2cos ((a + B)/2)
T+ab @2~ 2cos((@— p)2)
cos ((a + B)/2)
cos ((a — B)/2)

D’ou le résultat.
2. Ecrivons a = e® et b = ¢tP avec a, € R. On a alors
Z + abel(%+B) _ gl _ o~1B
elax _ pif
el(atp)/2
ei(a+p)/2
ze 1 (@+B)I2 4 2ol (@+R)2 _ 3 cos (o0 — B)/2)
2isin ((ax — B)/2)

A=

Ainsi, en posant u = ze~(*+F)/2,

B _Re(u) —cos ((a— B)/2)
B sin ((o — B)/2)

s

d’ou le résultat.

Module et argument

Solution 14

c0s(36) = cos(26 + 6)
= c0s 26 cos B —sin26sin O
= (2c0s20 —1)cos® — 2sin® B cos O
= 2c0s30 — cos 8 — 2(1 — cos? ©) cos 8

=4cos38—3cosb

2. f estdérivable sur R en tant que fonction polynomiale. De plus, pour tout x € R,

fl(x)=12x? —2x —4=2(2x +1)(3x — 2)

On en déduit le tableau de variations suivant.

x |- - . +oo
f'(x) + 0 - 0
13 +00
£ - T , -
. =
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3. D’apres I’énoncé, ona z = e®. De plus,
22—z42P=(22-z+2)(B -z +2)
=z + |22 +4 -2z + 2) — |z2(Z2 + Z) + 2(z* + 2°)
=6-2z+2)—(z2+ Ez) +2(z3 + 23)car lz| =1

=6—2(e® +e710) — (210 4 £720) £ 2(30 4 7310)  carz=e

ie

=6 —4cos® —2cos(20) + 4 cos(36) en vertu d’une relation d’Euler

=6—4cos0—2(2cos>0 —1) +4(4cos> 0 — 3cos0)
=8—16cos® —4cos?B +16cos> 6
= 4f(cos0)

4. Puisque U = {¢®,0 € R}, on a en vertu de la premiére question

max o(z) = max 24/ f(cos©)

max @(z) = max 24/ f(x)
zeU xe[-1,1]

Mais puisque Imcos = [—1,1],

La question précédente nous renseigne sur les variations de f sur [—1,1].

1 2
x -1 —= 2 1
2 3
(%) + 0 - 0 +
13 1
4
2
1 27
On peut en déduire que
1
max @(z) = 24/ B_ V13
zeU 4
Ce maximum est atteint en un élément de U dont un argument 0 est tel que cos 6 = —% ie. tel que 6 = iz?n[Zn]. On en déduit donc

que le maximum de ¢ est atteint en j et j2.

Solution 15

1. Siz, € R,, alors on vérifie par récurrence que z,, = z, pour tout n € N. Ceci est évident lorsque n

= 0. Supposons-le vrai pour un

. 1 . c
certain n € N. Alors z,,,; = 5(20 + |Zp|). Mais comme z, € R, |z9| = 2, et donc z,,; = z,. Par récurrence z,, = z, pour tout

n € N.

Si zy € R_, alors |zg| = —z de sorte que z; = 0. Une récurrence évidente montre alors que z,, = 0 pour tout n € N*.

2. Il s’agit encore d’une récurrence. Par hypothese, z, & R_.

Supposons que z;,,  R_ pour un certain # € N. On raisonne par I’absurde en supposant que z,,,; € R_. Alors z,, = 2z,,,;—|z,| € R_

car |z,| € R,. Ceci contredit le fait que z,, & R_. Par conséquent z,,,; & R_.
Finalement, z,, € R_ pour tout n € N par récurrence.

3. Si un complexe n’appartient pas a R_, son argument principal ne peut étre égal a 7 : il appartient donc a | — 7, 7[.

http://lgarcin.github.io 7


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

4. Soit n € N. Puisque z,, € R_, z,, # 0 donc cela a un sens de parler de son argument principal. La question précédente montre

également que 0,, €]

1 ; 0
Zni1 = 5 (r,€®n + 1) = 1, cos (7")

Puisque 6,, €] — 7, T[[

T+l =

iop

carr, > 0Oetlez

L 0
argument principal i.e. 8,,; = 7"

P L1
5. (B,,) est une suite géométrique de raison 5 donc §,, =

pour tout n € N. La limite de la suite (6,,) est nulle pu1sque -

— 1, 7t[. Par ailleurs, par la méthode de I’arc-moitié

ifn

~ e ]—— —[ donc cos( ) > 0. Ainsi
1, COS (e—;)el%n

On
= 1. On en déduit également que 7 est un argument de z,, et puisque 2

S 0
cos (%)’ =T, cos (%)

=rn

Vl

E]—— —[ C] — m, 7], c’est son

€[o,1].

6. Il s’agit a nouveau d’une récurrence. L'égalité a montrer est vraie pour n = 0 puisqu’un produit indexé sur 1’ensemble vide vaut 1.

Supposons-la vraie pour un certain n € N. Alors

o = o (%) = TTeos ()] oo ) -

Par récurrence, I’égalité a démontrer est vraie pour tout n € N.

7. On sait que pour x € R, sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) et donc cos(x) =

8. Remarquons que pour tout n € N, o

particulier, 2—n & 7.
D’apres les deux questions précédentes, pour tout n € N,

n+1

rOHcos< >

Qm(2x)

nCe )pourx¢nZ

— € |-=, =] c] - n,xn[. De plus, ZO¢R+d0nc60¢Oetdonc— # 0 pour tout n € N. En

n_sin (—2 n_sin (2 ;
_ 2k 1) b 2k-1) Ny sm(@o)
n=To % _z_nH 80\ a2 . (%
k=1 ZSln(—) k=1 sm(—) n s1n(—)
2k 2k 2n
car on remarque un produit télescopique.
9. Pourtoutn € N,
. (6
o) _, i(5)
2"sin | — 0 ——=—— — 6
<2n> O e
2n
. N sin x
car limy,— 4 o 2—n =0et llmx_,o =1.
Puisque 6, # 0,
1y sin(0
lim r, = R ) ©o)
n—+oo 90
Puisque pour tout n € N, z,, = 1,,e% et lim,,_, ., 0, = 0,
1y sin(0
llm Zn = 0—(0)
n—>+oo 90
Solution 16
Comme |a| = |b| =|c|] =1,0na
1 1 1
a==, b== et c= <,
a b c
http://lgarcin.github.io 8
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d’ol
1 1 1 bc+ac+ab
a+b+c==+=+==——-—-—
a p ¢ abc
et donc
bc+ac+ab| |ab+ bc+ ac|
la+b+c|= — =
abe |abc|
= |ab + bc + ac|

car |abc| = 1.
Solution 17

Soit z tel que
|z| = |1/z| = |1 + z|.

Puisque le module d’un inverse est égal 4 I’inverse du module, on a alors |z|> = 1,donc |z| = 1 et il existe 6 € R tel que z = €’®. On a donc
14z =Q04e®)A +e®) =2+ 2cos(8),

et donc |1 + z| = 1 si et seulement si
cos(0) = —1/2

et finalement les solutions sont
j et j2

Solution 18

Soient a, 3 et y dans R tels que
a=¢ b=cf et c=el.

Notons
a(c —b)?

O{=b(Ta)2.
Ona

e[l V+B2(ei(r=B)/2 _ o=i(1=P)/2)]?
eiB[i(r+2(ei(r=e0/2 — g=ilr-20/2)]?
el+r+B) 21 sin((y — B)/2)]”
el(B+r+0[2i sin((y — o)/ 2)]2
WECRL LY
sin((y — @0)/2)

d’our le résultat.
REMARQUE. On déduit sans peine de ce calcul le théoréme de 1’angle au centre.

Solution 19

? (z+2)Z+2Z)+(z-2)Z—-72)

222 +22'7 = 2(|z* + |2']%) .

lz+z|*+|z—2'

Solution 20
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I =
|2%| = [2]
1. On vérifie que O est solution et z € C* est solution de I’équation si et seulement si { 5 _ , autrement dit si et seulement
arg (z%) = arg (z) [27]
Izl =1 2in din
si 277 Les solutions sont donc 0, 1, j = e3 et j2 = e 3 . On peut également écrire que 1’ensemble des solutions est
arg(z) =0 [?]
Uz U {0}

. On vérifie que O est solution et z € C* est solution de 1’équation si et seulement si {

. On vérifie que 0 est solution et z € C* est solution de 1’équation si et seulement si {

. On vérifie que 0 est solution et z € C* est solution de I’équation si et seulement si {

. z € C* est solution de I’équation si et seulement si

2] = [2]

» , autrement dit si et seulement
arg (z%) = arg (z) [27]

|z =1
si % @) =0 [n] . Les solutions sont donc 0, 1, i, —1 et —i. On peut également écrire que I’ensemble des solutions est U, U {0}.
arg(z) =0 =
2

2% = |2z

, aut; t dit si et
arg (23) = arg (ZE) (271] autrement dit si e

|Z| =2 2im 4im
(z)=0 2701 Les solutions sont donc 0, 2, 2j = 2e 3 et 2j? = e 3 . On peut également écrire que 1’ensemble des
arg(z) = [—]

3
solutions est 2U; U {0}.

seulement si

e
arg (z%) = arg (—?) [27]

seulement si 2 arg(z) = m — 2 arg(z)[27] ou encore arg(z) = g [g] L’ensemble des solutions est donc I’ensemble des complexes dont
les parties réelles et imaginaires sont égales en valeur absolue.

, autrement dit si et

32
|z4|='7’ |z| =2
32 , autrement dit si et seulement si _[2m- Les
arg (z*) = arg<r) [27] arg(z) =0 [?]
z
2im 4im

solutions sont donc 0, 2, 2j = 2¢3 et 2j2 = e 3 . On peut également écrire que I’ensemble des solutions est 2U; U {0}.

. Pour z € C*, I’équation équivaut 2 z2z2 = 1 ou encore |z|* = 1. L’ensemble des solutions est donc U.

. Pour z € C*, I’équation équivaut a z3z3 = —1 ou encore |z|® = —1. Lensemble des solutions est donc vide.

Equations dans C

Solution 21

http:

. Le discriminant est égal a

(5-2i-200-0)=1

et les racines sont donc
2410, =34+

. Le discriminant est égal a —8 + 6i, dont les racines carrées complexes sont +(1 + 3i). On en déduit les deux racines :

1-2i, 241

. On remarque que

72— —z41=(z-1)(z>-1)

donc les racines sont 1 (racine double), j et j2.
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4. 11 s’agit de calculer les racines quatriemes du nombre
-2+ V12 = 4e273,
Comme les racines quatrieémes de 1’unité sont 1, —1, i et —i, ce sont

#1266 et + /2616,

Solution 22

Si z est une solution de
z2 +8|z| -3 =0,
alors
Z2:—8|Z|+3€[R,

donc z est réel ou imaginaire pur.
Si z € R, alors I’équation devient
z?+8z—-3=0,

dont I’unique solution positive est —4 + 4/19.
Siz € R_, I’équation devient

22 —8z—-3=0,
dont ’'unique solution négative est 4 — 4/ 19.
Siz =iA € iR, I’équation devient
—A?+81-3=0,
dont les solutions (positives) sont 4 £ 4/13.
Siz =il € iR_, I’équation devient
—A*—81-3=0,

dont les solutions (négatives) sont —4 + 4/ 13.
Solution 23

Rien a signaler ! L’exercice est roboratif : calcul du discriminant A, recherche de ses racines carrées +3 puis les formules bien connues ...

1. 8 = (16 — 2i), solutions 2 + 3iet 1 — 2i
2. 8§ = +(—1 + 2i), solutions —3 — 2iet —1 — i
3. 8 = +(5 — 4i), solutions 2i et 5 — 2i

4. 8§ = £26(1 +1i), solutions 2 — i et —2 + 5i

5, eie , jeie , jZeie , e—ie , je—ie , jZe—ie

Solution 24

1. Puisque 0 n’est pas solution, 1’équation est équivalente a

A\ 3
z+1 . .
< ) =_l=13’
zZ

z+1i .k

ainsi les solutions vérifient

avec k = 0, 1 ou2; d’ou les solutions,

1-i  1+i(2+V3)  1+i(2-43)

27 202+43) T 2(2-43)
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2. Puisque —1 n’est pas solution, I’équation est équivalente a

z2+1

z+1

REMARQUE. Le lecteur aura reconnu la formule de la série géométrique !

Les solutions sont donc les racines 5-i¢émes de —1 sauf —1:

ezn/s, 831“/5, e71n/5’ e91n/5.

Solution 25

1. Pour x € R, f(ix) = (ix)* — (16 —i)(ix)? + (89 — 16i)ix + 89i = 16x? + 16x +i(—x> — x* + 89x + 89). Donc f(ix) = 0 si et seulement
si 16x% +16x = 0 et —x> — x? 4+ 89x + 89. La premiére équation admet 0 et —1 pour solution et on voit que —1 est également solution
de la seconde équation mais que 0 ne 1’est pas. On en déduit que —i est I’unique solution imaginaire pure de I’équation f(z) = 0.

2. La question précédente nous montre que le polyndme f(z) peut se factoriser par z + i. On trouve f(z) = (z + i)(z? — 16z + 89). Les
racines de z? — 16z + 89 sont 8 + 5i et 8 — 5i. Les solutions de f(z) = 0 sont donc —i, 8 + 5i et 8 — 5i.

3. Notons A le point d’affixe —i, B le point d’affixe 8 + 5i et C le point d’affixe 8 — 5i.
AB = |8 + 6i| = 10 AC = |8 —4i| =2V13 BC = |10i| = 10
On en déduit que le triangle ABC est isocele en B.

Solution 26

1. On applique la méthode de I’arc moitié.

Bl
14 ei® e2<e 2+eZ>
T_el6 B/ B B
62<€ 2—62)

0
2cos -
=2 d’apres les relations d’Euler

... ©
—2isin -
2

= [cotan 0
- 2

2. On remarque que 1 n’est pas solution donc on suppose z # —1.

(z=1P°=(z+1)

(5)
= =1
z+1
-1
= Jw € Us, Z—:w
z+1
= AweUs, (z—1)=w(z+1)
= Aw el z1-w)=14+w
1
= dw € Us, z= o
l1-w
aikn
l+e s .
= FkeL4], z= —= car on ne peut avoir w = 1
1—e 5
. kn o . ‘o
= Jk e [1,4], z= fcotan — d’apres la question précédente
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L’ensemble des solutions est donc

Solution 27

{itnitznit3nit4n}
cotan —, i cotan —, i cotan —, i cotan —
5 5 5 5

1. On applique la méthode de 1’arc moitié.

i
148 €7

_io i
(e 2+e2)

1—ei® B8

.. ©
—2isin -
2

, 0
= 1cotan =

2. On remarque que 1 n’est pas solution donc on suppose z # —1.

[

I

—

L’ensemble des solutions est donc

On peut également résoudre 1’équation

—
—

En posant Z = z2, cette derniére équation équivaut & 5Z% +10Z+ 1 dont les solutions sont

(z-1P°=(z+1)

(z_1>5_1

z+1)
z—1

dw € Us, m:w

dw€eUs, (z—1)=w(z+1)
dw el zl-w=14+w

1+w

JwelUs, z=——

5 2 1—-w

2ikn

1+e s
Elke[[l,4]],z=ﬁ
l1—e 5

k
dk e [1,4], z= icotan?7t

d’apres les relations d’Euler

car on ne peut avoir w = 1

d’apres la question précédente

{icotan T icotan 2n icotan 3n i cotan 4“}
5’ 5’ 5’ 5

en développant

(z=1P°=(z+1)

2> — 52441023 — 1022+ 5z+1 =2+ 5z* + 1023 + 102> + 5z + 1

5z* +10z°+1=0

—5+2/5 5+424/5 . S
—5+25 et —+T\/_. Le solutions de I’équation

5
initiale sont donc les racines carrées complexes de ces deux réels négatifs. L'ensemble des solutions est donc :

i\/s—zx/g _i\/5—2\/§ i\/5+2\/§ _i\/5+2\/§
5 5 5 5

. . Lo . Lo < 1
La fonction cotan est strictement décroissante sur |0, [ puisque sa dérivée est ——;. On a donc

http://lgarcin.github.io
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5-24/5 < 5+2/5
5

b on a par stricte croissance de la racine carrée :

_J5+52\/§<_J5—52\/§<\/5—52\/§<J5+52\/§

cotang :\/ 5+T2\/§

Par ailleurs, puisque

On en déduit que

Solution 28

1. Les solutions de I’équation

X4 -1
X+XP+X+1= =0

+XP X+ 1= 5
sont —1, i et —i.
L’unique solution de (z — i)/(z + i) = —1 est z = 0. L'unique solution de (z — i)/(z + i) = i est z = —1. L'unique solution de
(z=0D/(z+i)=—iestz=1.
Les solutions sont donc 0, —1 et 1.

2. Les solutions de I’équation
1
3 —
X+ i 0

sont les racines sixiemes de —1, soit
eirc/6eik7't/3 — ei(2k+1)7'c/6’ 0<k<s5.

Pour tout A € C, I’équation

z+1
=2
z—1
n’admet de solution que si A # —1 et dans ce cas, son unique solution est z = (A + 1)/(A — 1). Les solutions de I’équation initiale sont

donc
. QRk+Dm
cot ————

- . 0<k<s5.
. 12 SKS

3. Les racines sont les solutions de .
L+i2 _ ikenn/n

1—-iz
ou I’entier k est compris entre 0 et n — 1.
Pour tout A € C, I’équation
1+u
=A
1—-u

n’admet de solution que si A # —1 et dans ce cas, son unique solution est u = (A — 1)/(A + 1).

Si n est pair, —1 n’est pas une racine n-iéme de —1, donc les solutions de 1’équation initiale sont

tan 2k+ m

, <k<n-1.
o 0<k<n
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En revanche, si n est impair, —1 est une racine n-iéme de —1, donc les solutions de 1’équation initiale sont encore

an 2k + 1)7[’
2n

maisavec0 <k <n-—1letk # (n—1)/2:iln’y aque n — 1 solutions.

Solution 29

2ikm

ip 1 Lo S +1 =

1. Le nombre z € C vérifie I’equation si et seulement si il existe k € [0,n — 1] tel que z—l =e n ,c’est-a-dire tel que
z—

2ikm 2ikm
<1—e n )z:—(1+e n )

Cette derniére équation n’admet de solution que lorsque k est non nul. Ainsi z est solution de I’équation initiale si et seulement si il
existe k € [1,n — 1] tel que

2ikm km
l+en €08~ _ _kn
zZ=— n = = —lcotan —
2ikm . . km n

l—e n Lsin —

n

apres passage a I’arc-moitié.

REMARQUE. Ily an — 1 racines distinctes puisque la fonction cotangente est strictement decroissante sur 1’intervalle 10, 7[.

. On remarque que z € C verifie I’equation si et seulement si —iz est solution de I’équation de la question précédente. Les racines sont
k

donc les cotan — pour k € [1,n — 1].
n

. Le nombre z € C vérifie I’equation si et seulement si il existe k € [0,n — 1] tel que

z+1 2k
+ —e n ei®
z—1

(1 3 ei(e+2"7")> s (1 N ei(e+2"7"))

2 c 2k L . s 2 . . .. .
Z0 [—n] et a fortiori § + =— # 0[27]. Ainsi z est solution de 1’équation si et seulement si il existe
n n

. 2km km ]
z= 1+e’(9+7)_005<7+5)_ icotan k7'|:+6
B ie+2"_”_--(k_ﬂ 9)_ no 2
1—9( n) isin n+2

c’est-a-dire

2km
n

Puisque 0 # 0[2771] 0+
k € [0,n — 1] tel que

apres passage a I’arc-moitié.
. En posant A = Z—Jri I’équation est équivalente a
z—
1
n —
A" + s 2 cos(nd)
En posant B = A", I’équation est équivalente a
B%2—2cos(n8)B+1=0

de discriminant —4 sin?(n6) et donc de solutions e"® et e~

Ainsi z € C est solution de I’équation initiale si et seulement si

(z+1)” _ pnit
z—1

ou (z+1)" _ —nif

e
z—1

2 4ee s i . . . k
Lorsque 6 =0 [—n] on en déduit via la premiere question que les solutions sont les —i cotan = pour k € [1,n—1].
n n

2 £ inie <t s . . . k ) . k ]
Lorsque © # 0 [—n] on en déduit via la troisieme question que les solutions sont les —i cotan (—H + E) et les —i cotan (—TE - 5) pour

n n n
kell,n-1].
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Solution 30

1. On remarque que

z2—2zcosO+1=0
= (z-eOz—-e®) =0

Les solutions de 1’équation z2 — 2z cos© + 1 = 0 sont donc e® et e, ces deux solutions étant confondues lorsque 8 = —6[27] i.e.
lorsque 6 = 0O[7].
Plus précisément, I’'unique solution est 1 lorsque 8 = 0[27] et —1 lorsque 6 = 7t[27].

2. D’aprés la premiére question, z2" — 2z" cos(n®) + 1 = 0 si et seulement si z" = €™ ou z* = ¢7"®, Les solutions de 1’équation

22" — 22" cos(nB) + 1 = 0 sont donc les racines n™* de ™ et e~"®, 4 savoir les complexes ei( +2k7n> et e_i(e+ ZI:T) ouk € [0,n—1].
Lorsque n = 0[27] i.e. lorsque © = 0 [Zf] les solutions de 1’équation z2" — 2z" cos(nf) + 1 = 0 sont les racines n°™* de 1 tandis
que lorsque n® = wt[27] i.e. lorsque 6 = 7—; [27“], ce sont les racines n®™ de —1. Dan ces deux cas, les solutions sont donc au nombre
de n.

Lorsque 6 # 0 [E] alors ™€ £ 718 : Jes racines n®™ de e™® sont donc distinctes des racines n®™* de e~"%. L’équation z2" —
2z" cos(nf) + 1 Z 0 posséde donc 2n solutions.

Solution 31

Manifestement, i n’est pas solution de I’équation (z + i) = (z — i)". Supposons donc z € C \ {i}. Alors
z+D)"=(=z-0)"

z+i\"
- ).
z—1i

Ainsi z € C \ {i} est solution de I’équation (z +i)" = (z —i)" si et seulement si — est une racine n®™ de I’unité, ¢’ est-a-dire si et seulement

. 2ikm .
.. . zZ+i —_— . . . , .. zZ+i
si il existe k € [0,n — 1] tel que =— = e n . Remarquons tout de suite que k = 0 ne peut convenir puisqu’alors on aurait — = 1 et, par
z—i z—i
suite, i = —I.
2ikm

z+i =
= e n . Or pour

Ainsi z € C \ {i} est solution de 1’équation (z + i)" = (z — )" si et seulement si il existe k € [1,n — 1] tel que
kel,n-1]

z—1i

z + i 2ikm

- =€ n
z—1i
2ikn
= z+i=e n (z—1)
2ikn 2ikn
= z(en —1>=i<en +1>
2ikn
en +1 2ikn .
= =l care n # 1puisque k € [1,n—1]
en —1
. km\ %%
Zlcos<—n>eln
— Z:—"k
.. [k i
lem(—)en
n
km
= Z = cot —
n

Les solutions de I’équation (z + i)" = (z —i)" sont les réels cot km pour k € [1,n—1]. Puisque cotan est injective sur 0, 7t[ (car strictement
décroissante sur cet intervalle), ces réels sont tous distincts. 11 exrilste donc n — 1 solutions.

On pouvait également voir que les solutions de I’équation (z+i)" = (z—i)" étaient réelles en remarquant que si z € C vérifie (z+i)" = (z—i)",
alors |(z + 0)"*| = |(z — )" ou encore |z + i|" = |z — i|" ce qui équivaut & |z + i| = |z — i|, un module étant positif. Le point d’affixe z est
donc situé sur la médiatrice du segment reliant les points d’affixes —i et i, a savoir 1’axe des réels.
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Applications a la trigonométrie

Solution 32
4
1. Posons S = a + et S = af. On sait que w° = 1 et Zcok =0.AinsiS = —letP = (0 + o) (@ + @?) = 0 + 0* + W + @’ =
k=0
o+ w? + w? + w* = —1. Ainsi o et  sont solutions de I’équation z2 —Sz+P = 0ie. z2+z—-1=0.

2. Les solutions de z2 + z — 1 = 0 sont —

1+4/5 — —
T\/_.Oron=w+w4=w+co=Zcosz?net[3=w2+co3=w2+w2=20054§.En
C14yE . 143

Tetﬁz—.

particulier, o € R} et § € R*. On en déduit que o = y

T 471 471 1+vV5 s . T . s T 5—4/5
3.cos;:cos(n—?)=—cos?:T\/—.Deplus,ge[O,Tc]doncsmgZO.Doncsmg:,/l—cosZg: —\/—

8
Solution 33

1. a. Tout d’abord
sin 187 _ sin (7r + 7TE> = —sin
1 11/

(. 6 7 . N Lo . o .
De plus, les réels 1—71[ et 1—71[ appartiennent a I’intervalle [g,n]. Or la fonction sin est strictement décroissante sur cet intervalle.

. 6T L . 6w . 18w
Donc sin — > — et donc sin — + sin — > 0.
11 11 11 11

REMARQUE. Sil’on connait les formules de factorisation, on peut également écrire

sin6—n +sin18—7t = Zsin12—7-cczos6—7-c
11 1 11 11

127 . 121 67 n 3nm 67
Or — € [m,27w] donc sin— < Oet — € —,—]donccos—<0.
1 1 1 27 2 1

Remarquons enfin que :

Im(S) = sinz—7t +sin6—7t +sin8—7r +sin10—7t +sin18—7t
U1 11 11 11 11

., 2m 8 .10 . . . - .
Or les réels 1_71:’ 1—71[ et sin 1_17: appartiennent a 1’intervalle [0, 7] donc leurs sinus sont positifs. Ainsi Im(S) > 0.

b. Remarquons que w!'! = 1. On fait alors apparaitre la somme des termes d’une suite géométrique.

10 1—w
T= kl-1= —1=-1
s412(Zot) 1=

En développant brutalement :
ST = > + @ + 8 + 207 + ¥ + 20w° + 201% + 5wt + 20!% + 20! + w!* + 20! + w!® + w!7 + !
Or w!! = 1 donc on peut ramener les puissance de w dans cette somme entre 0 et 10 :

ST = 5+ 2w + 2w? + 2w 4 20* + 20° + 20° + 20" + 2w® + 2w® + 2010
10
=342 wk=3
k=0

c. C’est du cours : S et T sont solutions de I’équation x? + x + 3 = 0. Les solutions de cette équation sont
Comme Im(S) > 0,

—1+iV11 ot —1-iy11
> .

2

T

—1+i/11 —1-i11
S:T :T
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. 20 2
2. a. Puisque =T o — —n,
11 11
2in 20in 2m o _2m 21
10 — _ — s .
w—w’=ell —eg 11 =ell —e 11 = 2isin —
11
en utilisant une relation d’Euler.
b. On utilise la méthode de 1’arc-moitié :
6im _3im 3im 2isin 2T
1—w? l1—em e 1 —eun —4SINT s
= — = - — = = —ltan —
3 6iTt 3im 3im 3t
1+o l+emr e 11 +e1r ZCOSH 1
c. La somme a calculer est la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique :
10 1— (- 3)10 30 33 3 3
Z(_w3)k__m3 (—w __w31—w 0P —w  1-w
= 1+ w3 1+ w3 1+ w3 14 w3
d. En ramenant a nouveau les puissances entre 0 et 10
10 .
Z (—w3) = —3 + 0 — w + w2 — w4 ! — w2l £ 24— 27 4 30
k=1
=- 4+l - +w—-o*+a’ -0+ —w +awd
Ainsi
10 .
T-S= Z (—0%)" +2(w' — )
k=1
Or d’apres les questions précédentes :
10
k .. 3m .. 2w
Z (—w?)" = —itan = o — ! = 2isin ==
11 11
k=1
donc 3 5
1 74
T—S = —itan — — 4isin —
11 11
puis
3n 21
i(T—S)=tan — + 4sin —
( ) 11 11
—1+iV11 —1-iy11 .
Enfin S = +2“/_ etT = 21\/_ donc i(T — S) =/ 11.
Solution 34

. L - - (1 o . .
1. Puisque w est une racine cinquiéme de 1’unité, w* = w™!. On en déduit que A = 2 cos ~ viaune relation d’Euler.

3

A — 4
De méme, > = w2 donc B = 2 cos <

. Tout d’abord
2 3 4 w =1
A+B=1l+w+t+w°+w’+"—1= P —1=-1
Puis
AB=w®+w*+0’+0’ =w+ w4+’ +w*=-1
. y s . . —1-/5  —1+/5
A et B sont solutions de 1’équation x*> + x — 1 = 0. Or ces solutions sontT\/_ et%\/_.
. 2 2 —1+4/5 —1—/5
Puisque ITe [0, E], cos —= > 0etdonc A = i etB = —\/_
5 2 5 2 2
P 2 —1+4/5 4 —1—4/5
. On en déduit donc cos ?n = :\/— et cos ?n = 4\/—.
. 3 2 2 1-/5 4 4 1+4/5
1l s’ensuit cos = = cos(Tc— —TE) =—cos <L = —\/— etcos = = cos(rc— —n) = —cos = = +\/—.
5 5 5 4 5 5 5 4
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Solution 35

Pour tout x € R,

sinx = (220
20

ei4x + e—i4x _ 4ei2x _ 4e—i2x +6

2.8
__cosdx —4cos2x +3
= g .
Donc
—4 2k + 1)mt/4 3
p ((Zk 4 1)n> B cos <( + )mt/ ) +
8 B 8 ’

puisque cos [(Zk + m/ 2] = 0, et finalement

23: <(2k+1)7r) _ %

k=0

Racines de ’unité

Solution 36

1. D’apres la formule de la série géométrique, 1 + w + w? + w® + w* =

par w?.

-1
—7 = 0 puisque w> = 1. Il suffit alors de diviser cette égalité

1
2. Onao? =w?+ v + 2. D’apres le question précédente, on a donc o + a — 1 = 0.

—1+\/_ —1—\/_
2

“1+45
2

. 2n .
. Puisque 5 est compris entre

_V5-1

21
3. D’apres les relations d’Euler, a = 2 cos 5 Les racines du trinéme X?+X—1 sont

_1_\/5

o 21 .. . . . 21
Oet —, cos 5 est positif et o également. Comme < 0, on a nécessairement o0 = . On en déduit cos —

2 4
2 2 5 2 2
Par suite, il vient sin? ?T[ = 1 — cos? ?Tc = 2* \/_ . Puisque ? est compris entre 0 et 7, sin ?TE est positif et donc sin ?T[ =
5445 \10+2V5
8 4 '
Solution 37

1. Deux cas se présentent.

* Si m est un multiple de n, ®™ =1 et donc

n—1

3, ot =

k=0

 Sinon w™ # 1 et ainsi,
n-1 nm
' -1

Z wkm m_1 0
k=0 W™=
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2. Soit z € C. Appliquons la formule du bindme de Newton.

n-1n
S(z) = Z Z (rll)wlkzl

n n-1 n
= Z < l)og”‘zl en permutant les sommes

D’apres la premiére question, pour tout [ € [1,n — 1],

etpourl=0o0ul =n,

Ainsi S(z) = n(z" + 1).

in )
3. Tout d’abord, S (67) = e'™ + 1 = 0 d’apres la question précédente. Mais on a également

On en déduit 1’égalité demandée.

Solution 38

()=

S &
|||M|
=]

par arc-moitié

I
M

2n

ikm\ 1t
<en+en>

(2k+1)m _ n
L <(2k 1)n)>

i
L&

(2k+1)in 2k -1
2" 2 cos” <Q>
2n

=
=O

=2" Z e’k”e 2 cos

oons CNK e (k—-1Dm
=2 llg)( 1)*cos <—2n )

((2k2—nl)n>

Puisque w # 1,

8

De plus w’ = 1 donc w® = w et

D’ou,puisque

http://lgarcin.github.io

® 0 w+o’+ot+e’
T+ T T+~ T+02+ ot +ab
o+ w? + w4+ o

w8—1

w?—1

l1+w+...+w0=0,

® w
——t—— = (1+w)(-1-w—w
1+w? 14wt ( )( )

= -1+’ +
w3 w3 w?

T+w6 1+1/e0 14w
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on obtient
A+o)(—1+w*+o)+aot
- 1+w
_ —l-wtwl+e’+ot+0’+f
- 1+w
1l-—w—-1-
_ w—1-w - _»
1+w
Inégalites
Solution 39

Posons f : z+ z2+z+1letg : z— z2 — z+ 1. Remarquons que f(i) = i, f(—i) = —i, g(i) = —i et g(—i) = i. Soit z € C.

f@-i=f@)-fO=>z-Dz+i+1) f@+i=f@)-f-D=(E+D)z-i+1)
82)-i=8z) -g-)=(E+i)(z-i-1) 82 +i=g2)-gl)=(z-D(z+i-1)

On en déduit que

f@P?+1=(f@)-Df@+)=C-Dz+D)z+i+D)(z—-i+1) =2 +1)(z*+2z+2)
g2 +1=(g2)-)g)+)=C+D)z-Dz—-i-1)(z+i-1)=(22+1)(z> -2z +2)

Montrons maintenant que |z + 2z + 2| > 2 ou |z? — 2z + 2| > 2. Posons x = Re(z) et y = Im(2).

|22 + 2z + 2] = (x? — y* + 2x + 2)* + (2xy + 2y)?
|22 — 2z + 22 = (x® — y? — 2x + 2)* + (2xy — 2y)?

Apres calcul,
|z2+2z+ 212 + |22 =2z 4+ 2> = 2x* + 4x?y? + 16X + 2y* +8 > 8

On en déduit donc bien que |z? + 2z + 2| > 2 ou |z% — 2z + 2| > 2. Il s’ensuit que |f(2)? + 1| > 2|z2 + 1] ou [g(z)* + 1| > 2|z% + 1.

Soit maintenant B une partie bornée non vide de C stable par f et g. Donnons-nous z € B. Ce qui précéde permet de construire par récurrence
une suite (z,,) d’éléments de B telle que pour tout n € N, |z2 + 1| > 2"|z% + 1]. 1l suffit en effet de poser z, = z puis une fois z, ... , z,
construits de poser z,..1 = f(z,) ou z,4; = g(z,,) suivant que |f(z,)* + 1| > 2|z2 + 1| ou que |g(z,,)? + 1| > 2|z2 + 1]|. Puisque B est
bornée, on a forcément z2 + 1 = 0i.e. z =iou z = —i. Ainsi B C {i, —i}.

De plus, B est non vide donc i € B ou —i € B. Puisque B est stable par g, g(i) = —i € Bsii € Bet g(—i) = i € Bsi —i € B. Finalement,
B ={-i,i}.

Solution 40

* Calcul : Notons z = x + iy, avec x et y réels. On a, pour z # 1,

z 2_ lzZ? X2 +y?
z—1] " |z—=12  (x—-1)2+y?
Ainsi
z
<1
z—l‘

équivaut a
X2 +y?<x?—-2x+1+)?

ie x = Re(z) < 1/2.

e Géométrie : Notons A(1), M(z) et O(0). L’inégalité
z
z—1

<1

est équivalente 8 OM < AM, ie M appartient au demi-plan ouvert de frontiére la médiatrice de [OA] contenant A. Ce demi-plan est
d’inéquation x < 1/2.
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Solution 41

Comme A est irrationnel, e2A™ # 1 et ainsi, d’aprés la formule de la série géométrique,

n-1 ; i . .
Z ki _ (2™ yn 1 _ ™ sin(nm) _ pin-Dmh sin(nmA)
=, e2mk — 1 eiin sin(Am) sin(Am)

et donc
n-1 1
2ikAT <

S TsinGa)

k=0

puisque |e!"V7 gin(nmd)| = [sin(nmd)| < 1.
Solution 42

Raisonnons par 1’absurde en supposant que |z| > 1 et
1+z+ - +z"1=nz".

On a donc
n—-1
n|Z|" - |1 +z4+--- +Zn_1| < Z |Z|k < nlzln
k=0
ce qui est absurde.

Solution 43

Comme z & U, on a z # 1. On peut donc appliquer la formule de la série géométrique :

d’ou, par I’inégalité triangulaire,

’1_Zn+1 < Z”:| |k_1_|z|n+1
1-z |~ & 1—|z|
car |z| # 1.
Solution 44
Puisque a = atb + ﬂ, on a
2 1 1
al| < =|la+b|+ =|a—-b|.
lal < 3la+b|+ 3la—b|
Deplus,b=bL2a+bz;a,donc

1 1
bl < 3la+ bl + 5la—b,

et en sommant les deux inégalités,
la| + |b] < |a+ b| + |a —b|.

Il y a égalité ci-dessus si et seulement si il y a égalité dans les deux premieres inégalités, i.e.

oua+b,a—betb—asontnon nuls et ont le méme argument : ce dernier cas ne peut manifestement pas se produire puisque a—b = —(b—a).
Il'y a donc égalité ci-dessus si et seulement si a = b ou a = —b.
REMARQUE. On peut aussi établir que

(la+b| +]a—Db])?* = (la] + b])* + (la| - [b)* + 2|a* — b?|

pour résoudre cet exercice.
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Solution 45

Raisonnons par récurrence sur n > 2. Soit HR(n) la proposition suivante : pour tous nombres complexes non nuls zy, ..., z,,
|Z1 + ... + 2, < |z1| + 22| + oo + |24,

avec égalité si et seulement si
arg(zy) = arg(z;) = ... = arg(zy).

e HR(2) est vraie,c’est I’inégalité triangulaire et son cas d’égalité démontrés dans le cours.

* Montrons que la prpriété est héréditaire a partir du rang 2.Supposons HR(n) vraie et soient z; ... , Z,,; nombres complexes non nuls.En
aplliquant I’inégalité triangulaire a z; + ... 4+ z,, et z,,, 1, on obtient

|Z1 + oo + Zppa| <210 + oo+ 2| + 2041 s

en appliquant alors HR(n) a z4, ..., z,,
|21+ .. + 2| < z1] + - + |24,

d’ou I’inégalité au rang n + 1. Il y a égalité si et seulement si il y a égalité dans les deux inégalités précédentes, ie d’aprés HR(n) si,
premiérement
arg(z,) = ... = arg(z,),

ce qui impose z; + ... + z,, # 0 et si, deuxiémement

arg(zy + ... + z,) = arg(z,41)-
HR(n + 1) est donc prouvée puisque dans ce cas,

arg(zy + ... + z,) = arg(z;).
» La propriété est vraie pour tout n > 2 d’apres le principe de récurrence.
Géométrie

Solution 46

1. Soitz € C \ {i}. Alors
z—1 (z=1(z+1)
z—i  |z—if?

et on cherche donc a résoudre
|z|> —Re[(1—i)z] =0

(puisque Re(z) = Re(2)), c’est-a-dire
|Z_1_+i‘2_|1_+i2_1
2| 2] 2
Le lieu des solutions est donc le cercle de centre (1 + i)/2 et de rayon /2/2, privé de i.

2. On cherche cette fois a résoudre
Im[(1+i)z] =1

(puisque Im(z) = — Im(Z)). Une solution particuliére évidente est z = 1. Si z; et z, sont deux solutions, alors
Im[(1 +i)(z; — 22)] = 0,

ce qui signifie que z; — z, est colinéaire au conjugué de 1 + i. Par conséquent, le lieu des solutions est la droite issue de 1, dirigée
par 1 — i, privée de i bien entendu !
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3. Tiens, une puissance ! Je choisis la représentation exponentielle en posant z = pe'®... Les parties réelle et imaginaire de

sont égales si, et seulement si,

c’est-a-dire

T T
G = E mod g
Le lieu des solutions est donc la réunion des trois droites faisant un angle de 7/12, 57/12 et 37/4 avec le demi-axe des abscisses
positives.
Solution 47

_ — 1
1. a. Le point A est situ€ sur le cercle de centre O et de rayon 1 donc |a| = 1. Onadonc aa = 1 puis a = a Comme les points B, C, D

. - 1 _- 1= 1
sont également sur C, b = B c= s d= I
b. PosonsZ:d_ac_b.Onadonc
c—ad->b
7-d4-ac-b
c—ad-»b
1 11 1
_d ac b
1 11 1
¢c ad b
a—d b-c
__ad _bc
a—¢p—-d
ac " pd
_a—db-cachd
“a—cb—dadbc
d—ac-b
_c—ad—b_Z
Ainsi Z est réel.
c. Puisque Z est réel, arg(Z) = 0[n]. On a donc arg<d_a c—b)
’ c—ad-—>b

(AC,AD) = (BC, BD)[x].
2. On reprend la question précédente a I’envers et on montre que Z est réel.

3. On a les équivalences suivantes

d—ac—b
Z= c—ad-b>b
- d—a _c—a
d-b~ “c-b
c—a c—a
= d—a_ZC_bd—Zc_bb
c—a c—a
= d(l—ZC_b)_a—Zc_bb
= d(c—b—-Z(c—a))=alc—b)—Zb(c—a)
- d=a(c—b)—Zb(c—a)

c—b—Z(c—-a)
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_ 1 -
c= = De plus, comme Z est réel, Z = Z.

- 1= 1
4. Onaencorea=—,b=—,
a b

_dC=b)-7bc-7)
b-Z(c-1a)

o2y

1 1 1 1
R v

Ql

b—c—-Z(a-rc) . . . .
=7 =0 = Zbla—0) en multipliant numérateur et dénominateur par abc
_ ¢c=b-Z(c-a)
~a(c—b)—2Zb(c—a)
1
~d

On en déduit que dd = 1 et donc que |d| = 1. Ainsi D est sur le cercle C.

Solution 48

1. Les points A et B sont confondus si et seulement si z = 1.
Les points A et C sont confondus si et seulement si z2 = 1ie.z=1ouz = —1.
Les points A et D sont confondus si et seulement si z> = lie.z=1,z= jouz = j2.
Les points B et C sont confondus si et seulement si z2 = zi.e.z=0ouz = 1.
Les points B et D sont confondus si et seulement si z2=zie.z=0,z=—-1louz=1.
Les points C et D sont confondus si et seulement si z3 = z%ie.z=00ouz = 1.

Ainsi les points A, B, C, D sont deux & deux distincts si et seulement si z & {0,1, —1, j, jz}.

2. ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB = ]5‘6 c’est-a-dire si et seulement si z—1 = z?—2z3 ouencore —z3+z%2—z+1 = 0.
_2)%1 4_
Puisque z # -1, —z3 +z2 -z + 1 = a1 —Z . Ainsi ABCD est un parallélogramme si et seulement si z* = 1. Puisque les
—z—1
racines quatrieémes de ’unité sont 1, i, —1, —i et que z ¢ {—1,1}, ABCD est un parallélogramme si et seulement si z = i ou z = —i.
Siz =i, A,B,C,D sont les points d’affixes respectifs 1,i, —1, —i donc ABCD est un carré.
Siz = —i, A, B, C,D sont les points d’affixes respectifs 1, —i, —1, i donc ABCD est a nouveau un carré.

3. Le triangle ABC est rectangle isocele en A si et seulement si AB = AC et (E, A—(f) = g[n] En termes d’affixes, ABC est rec-

lz—1| = |22 — 1| zZ-1_
L . . z—1 . z2-1 P N
tangle isocele en A si et seulement si z2 1 T ou encore 5 . Puisque P z + 1, ceci équivaut a
arg = —-[n] z¢—=1_m z=
— ar = —|TT
z=1 2 ez-1 =31

lz+1] =1
T ou encore z + 1 = +i.
arg(z+1) = 5[71]

Finalement, ABC est rectangle isocele en A si et seulement si z = —1 £ i.

4. Onsait que z3 —1 = (z—1)(z? + z +1). Le triangle ABD est rectangle isocéle en A si et seulement si AB = AD et (A_B: E) = g[n]

3_
z—1| = |25 — 1] z 11)=1
En termes d’affixes, ABD est rectangle isocéle en A si et seulement si 21 ou encore Z3_ . Puisque
arg = —[n] z2—-1_m=
— ar, = —|TT
z=1 2 ez-1 =3
S Z2+z+1|=1
= z2 + z + 1, ceci équivaut 2 5 . . ouencore z2 +z+ 1= =+i.
z—-1 arg(z+z+1) = E[n]

Finalement, ABC est rectangle isocele en A si et seulement si z est solution d’une des deux équations (E;) : Z*+Z+1+i=0o0u
(B : Z’+Z+1—-i=0.

Le discriminant de (E;) est =3 — 4i = (1 — 2i)2. Les solutions de (E;) sont donc Q=2 g 220220

iet — = —1 + i. Puisque les
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coefficients de I’équation (E,) sont les conjugués de ceux de 1’équation (E;), les solutions de (E,) sont les conjuguées de celles de
I’équation (E;), c’est-a-dire i et —1 — i.
Le triangle ABD est rectangle isocele en A si et seulement si z € {i,—i,1 +i,1 — i}.

Solution 49

1. Remarquons que 1+ j + j2 = % =0.
2.
P +P(N+PUH =0+ +)+a(l+2+j)+BA+j+j)=3+ad+j+j)+pA+j+j)=3
3. Notons b, et b, les affixes des points By et B,. Puisque 1, j et j2 sont de module 1, AqO = A;0 = A,0 = 1. Pour k € {0, 1,2}
Pic = ArBy - AiBy = A0 - AyBy - AkBy = 5] - [j% = by| - ¥ = by| = |j*(j* = b)(j* = by)]

Posons P(z) = z(z — b;)(z — b,) pour z € C de sorte que py = |P(j¥)| pour tout k € {0,1,2}. En développant, il existe (at, B) € C2
tel que P(z) = z3 + az? + Bz pour tout z € C. Par inégalité triangulaire,

Do + p1 + P2 = [PQ] + [P()] + [P(j)| 2 [P(1) + P(j) + P(j*)| = 3

en utilisant la question précédente. Si I’on suppose que pour tout k € {0,1,2}, pr < 1, alors py + p; + p, < 3, ce qui contredit
I’inégalité précédente. 1l existe donc k € {0, 1, 2} tel que py > 1, ce qui répond a la question.

Solution 50

1. On trouve évidemment w = —w donc w est imaginaire pur.
2. D’une part
b+c)b=0)= b= +w=w
car |b| = |c| par hypothese. Ainsi (b + ¢)(b — C) est imaginaire pur.
D’autre part
b+c (b+o)bb-0) w
b—c (h-cNb-07) Ib—cl

2 < . L b+c ) . .
Comme |b — c|* est réel et w est imaginaire pur, o est également imaginaire pur.
—C
3. Notons (x;, ;) et (x,, y,) les coordonnées respectives de u et 0. Ainsi z; = x; + iy, et 2z, = x, + iy,. Alors

2123 = (X1 + iy)(x2 — iy2) = X1X5 + Y1y + 1000 — X1),)

Finalement,
Re(z1Z;) = 1%, + Y1y, =u- v

4. Les vecteurs AH et BC ont pour affixes respectifs b + c et b — c. Leur produit scalaire est donc
Re ((b+c)(b—¢)) = Re(w) =0
car w est imaginaire pur. Les droites (AH) et (BC) sont donc perpendiculaires.

5. En inversant le r6le de a et b dans ce qui préceéde, on trouve également que (BH) et (AC) sont perpendiculaires. Les droites (AH) et
(BH) sont donc deux hauteurs du triangle ABC se coupant en H, qui est donc ’orthocentre de ce triangle.

Solution 51

La condition d’alignement s’écrit

Z-1(z-1)€R,
c’est-a-dire (z2+z+1)|z— 1> € R,iez2 +z+1 € R (qui inclus le cas z = 1), ce qui est équivalent a (z + 1/2)*> € R, et finalement
Z + 1/2 est réel ou imaginaire pur. L’ensemble recherché est la réunion de 1’axe réel et de la droite d’équation x = —1/2.
REMARQUE. On a utilisé ’équivalence z> € R si et seulement si z € R U iR. Elle se démontre sans peine en écrivant z sous forme
algébrique ou sous forme exponentielle.

http://lgarcin.github.io 26


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 52

La condition d’alignement s’écrit :
(iz—2)(z22 — 2) = (~z — iz)(z* - 2),
c’est-a-dire
zP-1(E-1) = |zP(-1 - i)z - 1),

ainsi z =0 ou Z — 1 = i(z — 1), en écrivant z sous forme algébrique : z = x + iy avec X,y € R, la derniere condition est équivalent a
y=1-—x.

Géométriquement parlant, I’ensemble recherché est la droite d’équation y = 1 — x a laquelle on ajoute le point O.

Solution 53

Les trois points A(1), B(z?), C(z*) sont alignés si et seulement si
Det(AB, AC) = Im((z22 — 1)(z* — 1)) = 0,

ce qui est équivalent a (z2 — 1)(z* — 1) € R, c’est-a-dire

(22-1)(z* -1 =(z-1)(z* -1).

Nous devons donc résoudre I’équation
2-1(z*-1) = (22 -1 (z* - 1).
Cette derniere équivaut a
@ -1 -1 +1) = (22— 1)(z* - 1)(22 + 1),
ie
122 — 1)2(z2 - Z°) = 0.

2

. - -2 . - = .
Les solutions sont donc les nombres complexes z vérifiant z2 = 1 ou z2 =z, i.e. z = =1 ou z = Z ou zZ = —z. L’ensemble des points M(z)

vérifiant la condition est donc (Ox) U (Oy).
Solution 54

On a I’équivalence suivante :

z 4
R
<z_1> <

z=0 ou arg(i) = 0[2n],

si et seulement si

z—1
c’est-a-dire

z=0 ou 4arg<%> =0([n],

soit encore

z=0 ou arg(z—f1> = 0[n/4],

et finalement

z=0 ou arg(%)z [7t]

ou arg(%) = g [7t] ou axg(i) = g[n],

ou ar ( z ) = [7]
g\z=1)= 7'
Notons A le point d’affixe 1, Q le milieu de [OA]. Soient Q; et Q, les points de la médiatrice de [OA] définis par
(A, Q,0) = g[Zn] et (LA, Q,0) = 37“[271].

La condition est équivalente a M(z) appartient a la réunion de la droite (OA), du cercle de diamétre [OA], du cercle de centre Q; de rayon
0Q; et du cercle de centre Q, de rayon OQ, le tout privé du point A.

http://lgarcin.github.io 27


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 55

1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si AB = AC et
(AB,AC) = Z,

in/3 = _j2, d’on, puisque 1 + j + j2 = 0, ABC est équilatéral direct si et seulement si ja + j2b 4+ c = O et en

Cest-a-dire — = ¢
b—-a

multipliant par j2, a + jb + j?c = 0.

REMARQUE. Voici une bien meilleure preuve, faisant appel aux transformations complexes affines. Un triangle est équilatéral direct

si et seulement si s’il se ramene par une similitude directe ou une translation au triangle équilatéral direct d’affixes 1, j, j2. Or pour ce

dernier I’équation a + bj + cj2 = 0 est vraie car 1 + j X j + j? X j2 = 0. Pour conclure il suffit alors de remarquer que 1’équation

a + bj + cj? = 0 est invariante sous les tranformations de la forme (a, b,c) = (aa + f,ab + f,ac + f) ot o # 0.

Pour les configurations indirectes, on peut faire les mémes calucls ou bien on remarque que changer 1’orientation d’un triangle revient
a permuter j et j2 dans la relation précédente.

2. D’apres ce qui précéde, ABC est équilatéral si et seulement si p = (a + j2b + jc)(a + jb + j2¢) = 0. Or

p = a®+ jab + j2ac + j?ab + b? + jbc + jac + j*bc + c2
=a’+ b2+ +(j+j2ab+ (j+ jHac+ (j + j*)bc
=a?+b*+c®>—ab—ac-bc.

REMARQUE. L utilisation de la relation bien connue 1 + j + j2 = 0 permet d’alléger sensiblement les calculs.

Solution 56

1. Vérifions que le point H' d’affixe & est tel que M;H' LM,M3. On a

M H' - M;M; = Re((h' — 21)(z3 — 2,))
= Re((z3 + 25)(z3 — 23))
= Re(|z3]? — |22]* + 2223 — 2,23)
= Re(|z3]* — |z2/%)

=O0OM3-0M3=0

car z,23 — 2,23 = Z — Z (avec Z = z,z3) est un imaginaire pur. On prouve de méme que

MzH’J_MlM3 et M3H’J_M2M1
et donc que H =’ H, orthocentre de M;M,M3.

2. Notons G le centre de gravité du triangle M;M,M;. Comme I’affixe g de G vaut

_Z1+zy+z3 _h
N 3 T3

onaOG = i(ﬁi : les points O, H et G sont donc alignés.

REMARQUE. Lorsque le triangle M;M,M; n’est pas équilatéral, on a O # H et la droite (OH) est appelée la droite d’Euler du triangle
M;M,M;.
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Solution 57

Notons A(—i) et B(2i). Soit z € C.
1. Pour z # 2iet z # —i, on a f(z) € R si et seulement si arg(f(z)) = 0[], c’est-a-dire M(z) vérifie
(BM, AM) = 0[x].

Comme z = —i est solution, I’ensemble des solutions est la droite (AB) privée de B.

2. Pour z # 2ietz # —i, on a f(z) € iR si et seulement si arg(f(z)) = g[n] c’est-a-dire M(z) vérifie
(BM, AM) = g[rc].

Comme z = —i est solution, I’ensemble des solutions est le cercle de diamétre [AB] privé de B.

3. Pour z # 2ietz # —i,on a f(z) € iR si et seulement si arg(f(z)) = g [27], ¢’est-a-dire M(z) vérifie
(BM, AM) = g [27].

L ensemble des solutions est I'arc de cercle AB du cercle de diamétre [AB] privé de B parcouru de A vers B dans le sens trigonométrique
et privé des points A et B.

REMARQUE. Il faut ici exclure le point A car la présence de « arg(f(z)) » dans I’énoncé impose f(z) # 0, ie z # —i.

Solution 58

1. Si z et 1/z ont méme module, alors z € U. Il existe donc un réel 8, compris entre —7 et 7, tel que z = e’ et donc
|1+ z| = 2|cos(8/2)] = 2cos(6/2)

puisque —7t/2 < 6/2 < 7/2. Comme |z| = 1, on en déduit que cos(6/2) = 1/2, donc 6 = +2m/3 etz = jou z = j2.

Réciproquement, on vérifie sans peine que j et j? vérifient bien la propriété voulue (notamment parce que 1 + j + j2 = 0). Donc les
solutions sont j et j2.

2. Astuce! Un complexe et son conjugué ont méme module, donc on étudie en fait
|z—1| = |z +1|.
Il s’agit de I’ensemble des points situés & méme distance de 1 et de —1, c’est I’axe des imaginaires purs.
3. On divise ’équation par |1 + i| = \/5 et on conjugue :

z+ 2
1—i

_z

C’est donc le cercle de centre 2i/(1 — i) et de rayon /2.
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Calcul de sommes

Solution 59

1. Ontrouvezy =1,z =1—1i,2z, = —2ietzz3 = —2 — 2i.
2. Onaz, =x,+iy,+y,—ix, = x, +iy, —i(x, +iy,) = (1 —1i)z, pour tout n € N. Ainsi (z,) est une suite géométrique de raison

1—i=\/§e_%.

3. Comme (z,,) est une suite géométrique de premier terme z, = 1 et de raison 1 — i, ona A,
On a B, = Re(A,,) et C,, = Im(A,,) donc

(1 _ l)n+1

- _ \n+l _
o1 i(1-1)

Ba = Re(i(1 =™ = 1) = —Im (1 =) = = ((v2)"" 9 ) = 25 s (2 1E)
o=l =7+t =) = Re(@ =) =1 =Re((V2) e ) -1 =2 o (B )

REMARQUE. On peut également remarquer que
= Y41 = Yo = Yny1 = —Im(Z,41)
Xg+1 = Xk = Xp41 — Xo = Re(Zp41) — 1

Solution 60

n
Posons U,, = Z ketk* de sorte que S,, = Re(U,) et T,, = Im(U,,). On fait apparaitre un télescopage.
k=0

n
(eiot _ l)U Z (kel(k+1)OL kelkot)
k=0

— Z ((k+ l)el(k+1)o¢ keika Z el(k+1)0{

S

i(n+1
= (n + 1el(ntDa _ M

ela —1
i(n+1)o _ 1
_ i(n+l)a _ e
=((Mn+1e =
Ainsi
U (l’l + 1)ei(n+1)a ei(n+1)oc -1
n— i — 1 - (eix — 1) (1 — e—it)

(n+ 1)ei(n+1)0£ (1 _ e—iot) _ (ei(n+1)ot _ 1)
= (eiot — 1) (1 _ e—i“)
3 nei(n+o _ (n+ l)einoc +1
2(cosat—1)

On en déduit le résultat voulu en passant aux parties réelle et imaginaire.
REMARQUE. On aurait aussi pu raisonner par récurrence.
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Solution 61

Via la formule du bin6me

En séparant les termes d’indices pairs et impairs,

" (2n nlroon
N\2n 2k 2k+1 _ ;
A+ = E (2k)l + l;:o (2k N l)z t =8, +iT,

k=0

in
D’autre part, 1 +i = \/567 donc
nimn

(14020 = 2% 2

En identifiant parties réelle et imaginaire, on en déduit que

S, =2" Cos(n2n> T, =2" sin<ﬂ>

Plus précisément,
e sin=0[4],S,=2"etT, =0;

of
e sin=1[4],S,=0etT, = 2"
[
[

e sin=2[4],S,=-2"etT, =0
e sin=3[4],S,=0etT, = —
Solution 62

1. On utilise la méthode de I’arc-moitié :
2ikm ikm [kn  w
Zk—1=en —1=2i sin(k—n>e7 = 2sin<k—”)e’(7+5>
n n
. km km
Puisque k € [1,n — ]] E]O 71| et donc sm( - ) > 0. 11 s’ensuit que |z¥ — 1| = sm( ) et qu’un argument de z¥ — 1 est 7 + =

2. Remarquons que pour k = 0, |z — 1| = 2sin <k—n> = 0 et donc que
n

n-1 n-1 kr

S = k _ = 1 -
z |z =1 =2 z s1n< ” )
k=0 k=0

Ainsi S est la partie imaginaire de

n-1 ik
T=2) en
k=0
Classiquement
in
elm —1 —4 2ie
T=2i_n = — i_nzsm(l)
en —1 21s1n(;)e2n n
Finalement
2cos <—£> 2005(1)
— — 2n/ _ 2n
=m0 = sin(i) - sin(l)
2n 2n
Puisque n > 1, ]O [ et on peut écrire
2
S = =
tan —
2n
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Solution 63

1. Sion avait w = 1, on aurait w” = 1 et donc —1 = 1, ce qui est faux. Ainsi w # 1.

2. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison w # 1. Ainsi

I - 2
An = = =
1-—w 1-w l1-—w
3. Classiquement
n-1 ik n-1 n-1
Ch= ), Re (eT) = > Re(wk) = Re(Z wk) =Re(A,)
k=0 k=0 k=0
n—1 ikm n—-1 n—1
Sp= ). Im <e7) = > Im(wk) = Im(z cok) =Im(A,)
k=0 k=0 k=0
En utilisant la méthode de 1’arc-moitié :
_i_T[ _i_T[ . T P T . T . T T
2 2¢ ie l(cos;l—lsm;) sm;+lcos; _cos;
An = Z(-= = =—2isin£=sin£= sin — - sin — =1+lsin£
ean (e n — ezn) 2n 2n 2n 2n 2n

On en déduit les résultats voulus.
4. Pour tout k € [0,n — 1],

2ikm lk_T[ T
wk_1=en —1=2ien sin;

. k .k
Puisque — € [0, 7], sin — > 0 de sorte que
n n

| Hkm km kn
|w?k — 1| = 2li||e™ sin—’:Zsin—
n n
Ainsi .
n-1 2cos —
. km
Bn=2251n—:2Sn: —
k=0 n Sin ;
Solution 64

Via la formule du bin6me

En séparant les termes d’indices pairs et impairs,

in
D’autre part, 1 +i = \/EeT donc
n nirn
Q1+ =22e+
En identifiant parties réelle et imaginaire, on en déduit que
n n

S, =22 cos(%) T, =22 sin(%)

Solution 65
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1. Supposons 8 # 0[27t]. On remarque que D,,(6) est la somme de 2n + 1 termes d’une suite géométrique de raison e’® # 1.

nib e(2n+1)i8 -1

D) =e ——
(2n+1)i6 (2n+1)i6 _ (2n+1)i6
e 2 (e 2 —e 2 )
— ,—ind |
—¢ BB e
ez (e 2 —e 2)
(2n+1)i6 _ (2n+1)i6
e 2 —e 2
- B e
ez —e 2
.. 1
2isin ((n + E) 6)
= N
2isin (—)
2

sn((n-+1)0)
in )

Si 6 = 0[27], on a évidemment D,(8) = 2n + 1.

1\.
2. Supposons 6 # 0[27t]. Posons S,,(6) = ZZ:O e(k+5)le. Alors

Lorsque 6 =

http://lgarcin

e
Sn(6) =ez ) elk®
k=0
i e(n+1)i6 -1
2 e —_—

ei®—1
(n+1)i6 < (n+1)i6 _(n+1)i6)
e

e

e 2 2 —e 2

@ _®
e2<ez—e 2)

(n-;l)e)

NES

Il
®

(o 20 sin(
=e 2 —
.. 0
2isin (—)
2

(n-;l)@)

(n+1)i0 sin(

= 2 —_—
e n(3)
s\ —
2

E,(6) = )’ Dy(0)
k=0

= Sin1< )kzz;)sm((“ E)e)

= " ( )Im(sn(e))

1 sin(TFE) e
@ ey )
(e
o)

E(0) = ). (2k+1) = (n +1)?
k=0

N | ©

N | ©

o[2~],
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Solution 66

On somme séparément les termes d’indice pair et les termes d’indice impair :

(Z)(ixﬁ)l’

donc

D’apres la formule du bindme,

et comme

on trouve enfin que

Solution 67

n

2

p=0

-

n

p=0

> (;,‘c)(iﬁ)%

0<2k<n

n
iV 3 2k+1
i OSZ%JISVL (2k + 1)(1\/_)
> (;{>(—3>’<

0<2k<n
n

_2)k

(o)

+if3 )]
(”)(iﬁ)@’].

0<2k+1<n
p

p=0

(Z)(iﬁ)? =+ 13y
1+ V3 = 267773,

S, = m(zneinnm)

nm
= 2" cos —.
3

1. D’apres la formule du bindme,

3k+1 —

Remarquons que j = (k) = jetque j

Remarquons aussi que (j2)3*+!

http://lgarcin.github.io

i3

= j2etque (j

Sy +

k+2 —

3n
3n
SZ +S3 = Z (k)
k=0
=(1+1)p"=2"=8"

(j*)kj? = j2. Toujours d’aprés la formule du bindme,

3n 3n
Si+ S+ /83 = Z(k)jk

2)3k+2

k=0
= L+ )"
— (ei‘fr/3)3n = (=D".

= j4. D’apres la formule du bindme,

3n 3n
S1+ /%S + 'Sy = ( . )(ﬂ)"
k=0

=(Q1 +j2)3n
— (e—in/3)3n — (_Dn‘

34
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2. Rappelons que 1 + j + j2 = 0etque 1 + j? + j* = 0. La somme des trois sommes calculées plus haut nous donne
3S; = 8"+ 2(-1)".
Multiplions la deuxi¢me somme par j? et la troisiéme par j, et sommons : on trouve
38, = 8"+ (-1)"(j + j*) = 8" = (="
Multiplions la deuxiéme somme par j et la troisiéme par j2, et sommons : on trouve

3S3 = 382 = 8n - (—l)n

REMARQUE. On peut démontrer que S, = S3 en n’utilisant que la propriété de symétrie des coefficients binomiaux :

3n 3n
(3k + 1) B <3n -3k + 1))

_ 3n
B (3(n—k—1)+2>‘

Solution 68

Bien entendu, il faut appliquer la formule du binéme (les coefficients binomiaux sont la pour y faire penser), et surtout ne pas calculer
séparément S,, et S;,, qui sont respectivement les parties réelle et imaginaire de la somme

n

C, = el Z (Z)(eiﬁ)k — eioc(l + eiﬁ)n'

k=0
Factorisons par I’angle moitié :
(1 + e!f)" = 2" cos™ geinﬁ/z.

Par conséquent,

g ng

_ Hn nk

S, = 2" cos > cos(a+ > ),
B . ng

' _ An n P

S;,, = 2" cos > sm(oc+ > )

La somme Sy, est la partie réelle d’'une somme géométrique :

n
eld Z (_eiﬁ)k‘
k=0

Sif =7 mod 2m, alors _
Sy =R[(n+1)e'*] = (n+1)cosa.

Sinon, d’apres la formule de la série géométrique,

n .
2<—eif’)k — 1-— el("+1.)(ﬁ+n)
= 1+elf
— ineiﬁn/z Sin[(n + 1)(6 + TC)/Z]
cos f3/2 ’
donc )
s = sin[(n + 1)(B + m)/2] | R (inei(etnbl),

cos f3/2
On peut simplifier cette derniere partie réelle en discutant sur la parité de n. Si n = 2p, alors

R(i"el(@tnB/2)) = (—1)P cos(a + np/2)
etsin=2p+1,alors
R(inel(@tnbl2)y = (—1)PH sin(a + np/2).
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Solution 69

La somme R,, + iI,, est la somme géométrique
io

Zn: (CZS oc)k’

k=0

Traitons pour commencer le cas singulier : e'*/cosa = 1 si, et seulement si, cosa = 1 et dans ce cas,

R,+il,=n+1,

donc R, = n + 1etl, = 0 (unicité de la représentation cartésienne).
Dans le cas général, lorsque cos o & {0, 1}, on remarque que e'*/cosa = 1 + itana et donc

1— ei(n+1)oc/cosn+1a

R, +il, =

—itano
d’ou
sin(n + 1)a
" costlotana’
L icos"+1 a—cos(n + 1)a

n cos"*tlatan o ’
Solution 70
Posons

S, = e* + 31X 4 ... 4 o(2n+l)x
et R, = Re(S,) et I, = Im(S,,) de sorte que
S, = R
n— Sn .
* Cas I : x =0[n]. Dans ce cas S, n’est pas défini car I, = Im(S,,) = 0.

e Cas 2 : x # 0[n]. On a alors classiquement

_sin(nx) ;..
"7 sin(x)
et 5
sin(nx) sin“(nx)
" sin(x) cos(nx) et I sin(x)
Ona

I,, = 0 sietseulementsi nx = 0[n]
ie x = 0[=w/n].
* Conclusion : S, est bien définie si et seulement si x # 0 [t/n] et dans ce cas, on a

S = R, _ cos(nx)
"7 S, sin(nx)

= cotan(nx).

Exponentielle d’un nombre complexe

Solution 71

Puisque —7 = eMHT 1 gquation e? = —7 admet pour solutions les nombres de la forme In(7) + in + 2ink, avec k € Z. De méme
—2i = M@+3m2 1*¢quation e? = —2i admet pour solutions les nombres de la forme In(2) + 3in/2 + 2ink, avec k € Z. Puisque

1+i= \/Eemm — eln(x/§)+in/4’

I’équation e? = 1 + i admet pour solutions les nombres de la forme ln(\/z) + im/4 + 2ink, avec k € Z.
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Solution 72

1. En posant { = €?, I’équation est équivalente a
¢+ (19 =1,
c’est-a-dire £ — { + 1 = 0, de solutions
eiTt/3 e—iﬂt/3_

L’ensemble des solutions de 1’équation initiale est donc
G§+2mz)u<—i§+2mz)

2. En posant { = €%, I’équation est équivalente a
Z-2it+1=0,
de solutions _ _
(1+ \/E)e”‘/z, (\/5 —1)e ™2,
L’ensemble des solutions est donc égal &

(m(1+ﬁ)+i§ +2iTrZ> U(n(WzZ-1)=iZ +zmz>.

2
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