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DERIVABILITE

Théoréme de Rolle

Solution 1

Quitte a changer f en f — £, on peut supposer que € = 0. Si f est nulle, le résultat est banal. Dans le cas contraire, quitte a changer f en —f,
on peut supposer qu’elle prend une valeur 3 > 0 en o Puisque
lim f(x) =0,
Xx—+o0
et d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f prend la valeur 3/2 sur les intervalles o, +oo[ et | — oo, af . Ainsi, d’aprés le lemme de
Rolle, il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0.

REMARQUE. On peut éviter le recours au lemme de Rolle en prouvant que f admet un extremum local, ce qui n’est d’ailleurs pas plus long
a rédiger.

Solution 2

Par récurrence sur n; si n = 1, c’est le théoréme de Rolle de base. Supposons que pour un certain n, le résultat soit vrai pour toute fonction
f et prouvons qu’il est alors vrai pour n + 1; soient

gGp=a<a < <a,<ay.;=b

et supposons que
flao) = f(ar) = - = flan) = flans)-
L application du théoreme de Rolle ordinaire nous donne 1’existence de points ¢, < ¢; < :++ < ¢, tels que,

f'(eo) = f'(er) =+ = f'(cp) = 0.

L’ hypothese de récurrence appliquée a la fonction f’, sur Iintervalle [cy, ¢, ], aux points ¢, < ¢; < -+ < ¢,, nous donne donc I’existence
d’un réel ¢ € |cy, c,[Cla, b[, tel que (f)™(c) = 0, i.e. f+D(c) = 0; la récurrence est établie.

Solution 3

Notons a et b les abscisses respectives de A et B. Pour simplifier, nous supposerons a < b. Le fait que B soit sur la tangente a C en A se

traduit par :
f(b) = f(a) + f'(a)(b — a) ou encore W

De méme, on cherche donc un point M d’abscisse ¢ vérifiant :

fl@) = f(e) + f'(c)a—o)

=f(a)

gx) = fx)-7@ pour x € I'\ {a}
Définissons une fonction g sur I par @ f,(xsa . g est continue sur ]a, b] comme quotient de fonctions continues
gla) = f'(a

dont le dénominateur ne s’annule pas. Comme f est dérivable en a, g est continue en a. g est donc continue sur [a, b]. De plus, g est dérivable
sur ]a, b| comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. Enfin, g(b) = g(a) = f'(a). D’aprés le théoréme
F')x—a) - f(x) + fa)

(x—a)?

f'@c—a)=flo+ fla=0

.On adonc

de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que g’(c) = 0. Or pour x €]a, b[, g'(x) =

ce qui est bien 1’égalité annoncée plus haut.

Théoreme des accroissements finis

Solution 4

Notons f la fonction définie sur ]0, +oo| par

x > xel/x,
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Cete fonction est de classe C* et d’apres le théoréme des accroissements finis, pour tout x > 0, il existe u, € ]x, x + 1[ tel que

1/uy
FOo+ 1) = f(x0) = f/uy) = eir - £

X
puisque u, > Xx,

lim u, = 400,
X—400

et d’apres les croissantes comparées et la continuité de 1’exponentielle,

[fG+1D—f)] =1.

lim
X—>+00

Solution 5

1. Soit ¢ la fonction définie sur [a, b] par

x = (g(x) = g(@)(f(b) = f(@) = (f(x) - g(a))(g(b) - g()).

Cete fonction vérifie les mémes hypothéses que f et 1’on a ¢(a) = ¢(b) = 0, ainsi d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ € |a, b] tel
que ¢'(c) = 0, c’est-a-dire

g'((f(b) = f(@) = f'(c)(g(b) - gla)).
2. D’apres le théoréme des accroissements finis, pour tout x # X, il existe X" # x, tel que
8(x) — 8(xp) = (x — x0)g'(x") # 0

car g’ ne s’annule pas sur I. Ainsi le quotient de 1I’énoncé est-il défini pour tout x # X,. Soit X # X,. D’aprés le résultat de la question
1., il existe ¢, appartenant a ]xq, x[ ou ]x, x,[ tel que

) = flxo) _ f(en)
g(x) —glxo)  g'cx)

Comme Xy < ¢, < X 0u X < ¢, < Xq, d’apres le théoreme d’encadrement,

lim ¢, = X,
X=X

puis par composition des limites,
i =)
x=xo 8(X) — g(xo)

3. En appliquant le résultat & f = sinet g = idg sur I =] — /2, w/2[ et en O, puisque

X
lim $5&) _ 1
x—0 1
on a .
X
fim 0G0 _
x—0 X

c’est-a-dire,
sin(x) = x + o(x).

Puisque
Jim 29 _
x->0 X
par application de la r‘egle de I"Hospital, on a aussi
. cos(x)—1
lim —— =—1,
xl—rfz) x2/2

donc
cos(x) =1 —x%/2 + o(x?).
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Puisque
. cos(x)—1
lim —— = -1,
xl—rE}) x2/2
par application de la r‘egle de I’'Hospital, on a aussi
. sin(x) —x
lim ——— = -1,
xl—I>I(l) x3/6
donc
sin(x) = x — x3/6 + o(x3).
Solution 6

1. Lafonction ¢t — sin(t) est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction ¢ — cos(t), dont la valeur absolue est majorée par 1; I’application
de I’inégalité des accroissements finis entre 0 et x, a la fonction ¢ +— sin(t), conduit donc & I’inégalité,

Vx € R, |sinx| < |x|
. PR z . 1 . z 9 N 9
2. La fonction ¢ + In(1 + t) a pour dérivée la fonction t — Tope dui est encadrée entre O et 1 sur R, d’out I’encadrement,
Vx>0,0<In(1+x)<x.

Solution 7

1. D’apres le théoréme des accroissements finis, V0O <x <1, 30 <0 < x,

arcsin(x) _ arcsin(x) — arcsin(0) = arcsin’(0)
X x—=0

1

V1-—62

1 1
< )
Vi-02 y1-x2

Comme0<0<x<1lona

et donc
Vo<x<l1, arcsin(x) <

x
V1—x2
2. De fagon analogue, d’apres le théoréme des accroissements finis, Vx > 030 <0 < x,

arctan(x)  arctan(x) — arctan(0)

= = t,e
” e arctan’(0)
_ 1
T 1+02
Comme 0 < 0 < x,0na
1 1
—<—,
1+ x2 1+62
On en déduit que
b
Vx>0, tan(x) > ——.
arctan(x) 1

Solution 8
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1. Comme quotient de fonctions continues, la fonction ¢ est continue sur I’intervalle ]a, b]. Comme f est dérivable en a,

$(@) = f'(@ = lim {1

= lim ¢(x),
xX—=a

donc ¢ est aussi continue en x = a.

On justifie de maniére analogue la continuité de 1V sur le segment [a, b].

2. Les fonctions ¢ et 1 sont continues sur le segment [a, b]. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ prend toutes les valeurs
comprises entre ¢(a) = f'(a) et (b) et P prend toutes les valeurs comprises entre P(a) et P(b) = f'(b). Or P(a) = ¢(b)!

Voici les différents cas possibles, selon la valeur du réel y = P(a) = ¢(b) :

* siy <0< f'(b), alors il existe x € ]a, b[ tel que P(x) = 0;
* si f'(a) < 0 <, alors il existe x € ]a, b[ tel que $(x) = 0;
e siy =0, alors P(a) = ¢(b) = 0.

Mais d’apres le théoreme des accroissements finis,
Vx€lab]l,Icelabl, &x)=f'(c)

et
Vx€lab[,Icelabl, P(x)=f'(c).

Ainsi, qu’elle soit ou non continue, 1’application f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires (théoréme attribué a Darboux).

Variations

Solution 9

Pour tout x € R,

f'(x)=nx""14+p et f'(x) = n(n—1)x""2.
Supposons que n soit pair. Alors f’ est strictement croissante sur R, tend vers —oo au voisinage de —oo et vers +o00 au voisinage de +oo,
donc f' réalise une bijection de R sur R. Par conséquent, f est strictement décroissante sur un intervalle de la forme |—o0, a] et strictement
croissante sur l’intervalle [a, +oo] : la fonction f peut s’annuler au plus deux fois (une fois sur chacun de ces deux intervalles).
REMARQUE. On peut préciser que a = "4/ —p/n, mais ¢a n’a aucun intérét.

Supposons que 7 soit impair. Si p est positif, alors f est strictement croissante sur R, tend vers —oo au voisinage de —oo et vers +oo au
voisinage de +o00. D apres le théoréme d’inversion, f s’annule une seule fois. Si p est strictement négatif, alors f est strictement croissante

sur les intervalles |—oo, —"A/—p/n| et ["A/—p/n, +oo| et strictement décroissante sur le segment [—""X/—p/n, "A/—p/n]. D’apres le
théoreme d’inversion, la fonction f s’annule au plus une fois sur chacun de ces trois intervalles.

Solution 10

L’inégalité de 1’énoncé implique que f est bornée (entre —1 et 1) et que f” est négative. Ainsi f est décroissante sur R et, d’apres le théoréme
de la limite monotone, admet des limites finies en —co et +00.
Supposons que f admette une limite non nulle en +o0. Alors il existe ¢ > 0 et A € R tel que |f(x)] > ¢ pour x > A. Si on pose

d=vV1-c2—1<0,alors f'(x) < dpour x > A. Mais, d’apres le théoréme des accroissements finis, f(x) — f(A) < d(x— A) pour x > A.
Ceci implique que lim, o, f = —oo et donc une contradiction. Ainsi lim, o, f = 0.

On prouve de la méme maniere que lim_., f = 0.

La décroissance de f permet alors de conclure que f est nulle.

Solution 11

1. g est dérivable donc continue. Elle admet donc un minimum sur le segment [a, b].
2. Si le minimum était atteint en a, on aurait g(x) > g(a) pour tout x €]a, b]. Par conséquent g’(a) = lim g0)-g@) >0.0rg'(a) =
-a

x—a X
f'(@ -y <o.
On démontre de méme que le minimum ne peut étre atteint en b.
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3. Le minimum de g est donc un minimum local : il existe donc ¢ €]a, b[ tel que g'(c) = 0i.e. f'(c) = y.

4. On peut considérer le maximum de g sur [a, b]. Ou bien, on applique ce qui précéde a la fonction —f. On a bien (—f)'(a) < —y <
(=f)'(b). I existe donc ¢ €]a, b[ tel que (—f)'(c) = —yi.e. f'(c) =y.

Solution 12

Posons g(x) = e™* f(x). La fonction g est positive et nulle en x = 0. En outre, elle est dérivable sur R et

Vx>0, g =(f(0)-fx)e* <0,

donc g est décroissante sur R . Par conséquent, elle est identiquement nulle sur R, ainsi que f bien siir!

Equations fonctionnelles

Solution 13

Soit f : R% — R une fonction vérifiant les conditions de 1’énoncé. En dérivant la relation de I’énoncé par rapport a X, on obtient :

Vx,y € RY, yf'(xy) = f'(x)

Fixons ensuite X = 1 dans cette derniére relation, on a donc f'(y) = g pour tout y € R} en posant a = f'(1). Ceci signifie qu’il existe

CeRtelque f(y) =alny + Cpour touty € R%. Or f(1 x1) = f(1) + f(1) donc f(1) =0et C = 0.
Réciproquement toute fonction du type x — alnx avec a € R vérifie bien les conditions de I’énoncé. Ce sont donc exactement les fonctions
recherchées.

Solution 14

Soit f une fonction vérifiant la condition de 1’énoncé. Fixons y € R. Puisque exp et f sont dérivables en 0, x — e*f(y) + ¥ f(x) est
également dérivable en 0. Ainsi x — f(x + y) est dérivable en O i.e. f est dérivable en y. Puisque le choix de y est arbitraire, f est dérivable
sur R.

Dérivons maintenant la condition de 1’énoncé par rapport a la variable y. On obtient

V(x,y) € R? f'(x+y) = e f'(y) + ¥ f(x)

Fixons maintenant y = 0. On a donc pour tout x € R, f'(x) = f'(0)e* + f(x). Posons a = f'(0). La fonction f est donc solution de
I’équation différentielle y' — y = ae*. Les solutions de 1’équation homogene y’ — y = 0 sont les fonctions de la forme x — Ae* avec A € R.
La méthode de variation de la constante fournit une solution particuliére de I’équation différentielle y' — y = ae*, a savoir x — axe*. On en
déduit que f est de la forme x — axe* + Ae* avec A € R. Enfin f(0 + 0) = e°f(0) + e°£(0) et donc f(0) = 0, ce qui impose A = 0. f est
donc de la forme x — axe*.

Réciproquement soit a € R et f : x +— axe*. Alors pour tout (x, y) € R?

flx+y) = alx + y)e*ty = axe*e? + aye*e? = eV f(x) + e* f(y)

Ainsi f vérifie bien la condition de 1’énoncé.
Les fonctions recherchées sont donc exactement les fonctions de la forme x — axe* avec a € R.

Solution 15

P Soit f une fonction vérifiant I’équation fonctionnelle de I’énoncé.

Soit x € R, on montre facilement par récurrence que pour tout n dans N,
be 1
1(30) = 0.

On traduit alors I’hypothese f est dérivable en zéro : il existe € € R tel que

lim@=

y=0 Yy

e.
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Ainsi, d’apres le critere séquentiel pour les limites, pour tout x # 0,

lim f(x/Z")

n—+co  X/2M =7

Or, pour tout n € N,

f(x2m) &)

x/2n x’
on a donc par passage a la limite, pour tout x # 0, f(x) = €x. On remarque que cette relation est encore valable lorsque x est nul puisque
f(0) =2f(0) = f(0)=0.

P Réciproquement, les applications linéaires de R dans R répondent bien  la question, la vérification est immédiate.

P On a donc montré que les seules solutions dérivables en 0 de I’équation proposée sont les fonctions de la forme

fo iR->R, x+- fi(x) =ax.

Dérivées successives

Solution 16

1. La fonction g, est de classe C* sur |0, +oo[ d’apres le théoréme sur les produits. En appliquant la formule de Leibniz, on trouve que
la dérivée n + 1-ieéme de f,,.,1 : x — xf,,(x) est égale a

x = xfi00) + (n+ D)
ainsi , pour tout n € N* et tout x € R},
8n+1 = Xgn(X) + (n + 1)gu(x)
2. Prouvons la formule par récurrence sur n € N*,
* La formule est banale pour n = 1.

* Supposons la formule vraie pour un certain n € N*. Alors g, est dérivable sur R} et,

—(n+1) _ 1 el/x

Vx € RY, gn(0) = (-1)"| —73 P

On a donc, d’apres la formule démontrée a la premiére question,

1
D™

Vx € RY, gni(x) = 2

La formule est prouvée au rang n + 1.

* La formule est vraie pour tout n € N* d’apres le principe de récurrence.

Solution 17

Notons u et v les fonctions définies sur R par,
u(x)=x>+1, v(x)=e".

ces deux fonctions sont de classe €, la fonction f = uv est donc aussi de classe C* et d’apres la formule de Leibniz, Vn > 0, Vx € R,

n n 2 n
FM(x) = Z (k)u(k)(x)ex — Z (k)u(k)(x)ex

k=0 k=0
(x* +2nx +n(n—1) +1)e*

Solution 18
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2 2
1. Une primitive de x — nx — 1 étant % — X, les solutions de (E) sont les fonctions x +— Aexp (% - x) avec A € R. On a donc

nx?
Juo0) = exp (" - x),
, nx? P . 1 1 1 1
2. Ona fy(x) = (nx—1)exp - —X). On en déduit que f,, admet un maximum en - On a donc u,, = - etv, = [, (;) = exp (—;1)
Onadoncu=0etv = 1.C0mrne—i — 0,v,—V ~ —i.
n n-+oo n-+c0 2R

3. Notons g,(x) = nx — 1. Comme f, est solution de (E), on a f,; = g, f,. Soit p € N*. On dérive cette identité 2p fois en utilisant la
formule de Leibniz :

2
f(2p+1) — Zp: (zkp>g§lk) fVEZP—k)

k=0

Or g,(1k) = 0 pour k > 2. La somme précédente se réduit donc a deux termes :

FOPI(x) = g, ()P + 2pgh () P ()
Org, (%) =0etg, = n. Donc

1 1
@Cp+D) (2] = @p-1 (=
g (3) = 2nprero ()

Soit HR(p) I’hypothése de récurrence fP+1) (l) = 0. HR(0) est vraie puisque f' —n (l> = 0. De plus, 1’égalité précédente montre
n

que HR(p — 1) implique HR(p). Par récurrence, HR(p) est vraie pour tout p € N et notamment pour p = n, ce qui nous donne le

résultat voulu.

ATTENTION! Si on avait directement dérivé 2n fois, on aurait obtenu

flan+) (%) — on2f@n-1) (l)

n

et on n’aurait pas pu effectuer de récurrence sur n.

Solution 19

1. On note HR(n) la propriété a démontrer.
HR(0) est vraie en posant By = 1. Supposons HR(n) vraie pour un certain n € N. Alors il existe B, € R[X] tel que

1
Pn(t)e_?
vt € R, SO = " S—

En dérivant, on obtient

(£2Pp(t) — 2ntB, (1) + Py (1)) e ¢

vt e Ry, fOD(r) = 2(n+1)

En posant P, ; = X?P, — 2nXP, + P,, on e donc

1
Ppi()e ¢

* (n+1) —
Vi € Ry, fOD() = PO

Ainsi HR(n + 1) est vraie.
Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout n € N.

2. Notons g la restriction de f & R*. g est clairement de classe € sur R* par opérations sur les fonctions de classe €.
Soit n € N. Par croissances comparées, lim,_,o+ g/ (t) = 0 et on a évidemment lim,_,o- g™ () = 0 puisque g™ est nulle sur R* .
Ainsi lim,_,o g"™(t) = 0. Ceci prouve que g est prolongeable par continuité en 0 en une fonction de classe €* sur R. Mais puisque f
est continue en 0 (étudier les limites en 07 et 07), f = g et donc f est de classe €% sur R.
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Solution 20

1. a. OnaW =u"v—uw" =(q— puv.

b. Supposons que v ne s’annule pas sur [a,b]. Comme u et v sont continues, elles restent de signe constant respectivement sur
la, b[ et [a, b]. Quitte & changer u en —u et/ou v en —v (qui sont aussi solution des mémes équations différentielles que u et
V), on peut supposer u > 0 sur |a,b[ et v > 0 sur [a, b]. Alors W > 0 sur [a, b] et donc W est croissante sur ]a, b[. De plus,
W(a) = u'(a)v(a) et W(b) = u'(b)u(b). On a u'(a) > 0 et u'(b) < 0 en considérant la limite du taux de variation de u en a™
et b~. Par unicité de la solution d’un probléme de Cauchy, on ne peut avoir u’(a) = 0 ou u'(b) = 0 sinon u serait nulle. Par
conséquent, u'(a) > 0 et u'(b) < 0. Ainsi W(a) > 0 et W(b) < 0 ce qui contredit la décroissance de W. On en déduit que v
s’annule sur [a, b].

2. a. Soita € R. La fonction u : x ~ sin(M(x — a)) vérifie u” + M?u = 0. De plus, u s’annule en a et a + ﬁ mais ne s’annule pas
sur ]a, a+ ﬁ[ On déduit de la question précédente que f s’annule sur [a, a+ ﬁ]
b. Soite € ]O, ﬁ [ La fonction v : x - sin(M(x — a + €)) vérifie v” + M?v = 0. La question précédente montre que v s’annule sur

[a, b]. Comme v ne s’annule pas sur [a, %ﬁ - E[, onab>a+ % —cie.b—a> ﬁ — €. Ceci étant vrai pour tout € € ]0, ﬁ[,
b—a>=.
M

Formules de Taylor

Solution 21

1. Comme f est nulle sur [§;+oo[, fMW(x) = 0pourn € Netx > % Comme f est €, les f sont continues et donc £ (%) =0

pour n € N.

Appliquons I’inégalité de Taylor-Lagrange entre % et0:

i | 1 1
‘f(O) — ’;) ﬁf(k) (§>‘ < Sl suP |f(n)|

[0:3]
On a vu précédemment que ) (%) = 0. Par ailleurs, sup | f (")' < sup ] f (")| (on a méme égalité). Enfin, f(0) = 1 par hypothese
bt
donc on obtient le résultat voulu. ’
2. Soit n > 1. Supposons sup |f(")| = 2"n! et posons
R,

g(x) = f(x) — (1 —2x)",Vx € R,.

On a donc g (x) = f(x)— (=1)"2"n!. Montrons par récurrence finie décroissante sur k € [1;n] que g est de signe constant sur
[0; %] D’apres notre hypothése, ¢’est clair pour k = n. Supposons g€ de signe constant pour un certain k tel que 1 < k < n. Alors

g*=1 est monotone. Or

g D) = fD(x) - (1— 20y k41

n!
(n—k+1)
donc g(k‘l) (i) = 0 (puisque n—k+1 > 0). Ainsi g(k‘l) est de signe constant sur [0; %] Donc, par récurrence, g’ est de signe constant

.1 .1 =g(l) = 1 m (1) = _(=1)m2np
sur [0, 2] et g est monotone sur [O, 2]. Comme g(0) = g(z) = 0, g est nulle sur [O, 2]. Org (2) = —(=1)"2"n! # 0.1l y a donc
contradiction.

Solution 22

Soit x € ]—%; }%[ L’'inégalité de Taylor-Lagrange entre O et x au rang »n donne :
|I’l

X
17601 < B sup (7] < e < 1.
© o [05x]
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En faisant tendre n vers +o0, on obtient f(x) =
< k k s rp s . .
Montrons par récurrence sur k € N* que f est nulle sur ]_X; I [ On a vu que c’était vrai pour k = 1. Supposons-le vrai pour un k € N*,

Considérons les fonctions :
g: R - R etg,: R - R

X - f(x—’f) X - f(x+l}—t)

A

k_k N £ ;
Comme f est nulle sur ]_X; X[ par hypothese de récurence et que les £ sont continues, on a donc :

f<n)< > f(")<>=0,VneN,

c’est-a-dire
£(0) = g§(0) = ovn € N.

De plus sg{p (g&”)| = s&p |g§")| = s&p ] f (”)|. Donc g; et g, vérifient les mémes hypothéses que f : elles sont donc nulles sur ]—%; %[ Par

. k+1 k+1
conséquent, f est nulle sur ]—T; T[
P . k k N
Par récurrence, f est donc nulle sur tout intervalle ]_X; X[ ou k € N* : elle est donc nulle sur R.

Solution 23

On a clairement ¢(b) = 0. On choisit donc A tel que @(a) = 0. Il suffit ainsi de choisir A tel que :

Ab—ay™t Zf @,

n+ 1) —a)f — f(b) (%)

Comme f est de classe C" sur [a, b] et n + 1 fois dérivable sur ]a, b[, ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. D’aprés le théoreme de
Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) = 0. Or, pour x €]a, b] :

CP,(X) Z f(k+1)(x)k|(b x)k+ Z (k (ic))' (b_x)k—l _A(b :l'x)
Par télescopage, on obtient :
(n+1) _ v\
T i C PN R

Comme ¢'(c) = 0, on obtient :
A+ f*D(e) =0

11 suffit alors d’utiliser la relation () pour obtenir 1’égalité voulue.
Solution 24

n-1
1. Soit I’hypothése de récurrence : «Vx €] — 1, +oo], f M(x) = %> .
X n
_ (=0

. Donc HR(1) est vraie.
1+x (14x)0

Initialisation : Pour tout x €] — 1, +o0, f'(x) =

n-1
Hérédité : On suppose HR(n) vraie pour un certain n € N*. On a donc pour tout x €] — 1, +oo[, f(x) = % En dérivant,

on obtient (<1t
v_x el — 1, s (n+1) x) = _—n
1= 1 +eol, [0 = 5 e
Conclusion : HR(n) est vraie pour tout n € N*,

2. Comme f est de classe €*, on peut appliquer I’inégalité de Taylor-Lagrange entre O et 1 & un ordre n € N* quelconque. Pour ¢ € [0, 1],
[+ (1)] < n! donc

n+l

On en déduit que

In2—-u,| < ——
| "|_n+1
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3. 1l est immédiat que (u,) converge vers In(2).

(-

+00
REMARQUE. On peut alors noter Z =In2.

n=1

Solution 25

1. Si M, = 0, alors f est constamment nulle donc My = M; = M, = 0 et I’inégalité est vérifiée.
Si M, = 0, alors f est affine. Mais comme f est bornée, f est constante. On a donc M; = 0 et I’inégalité est encore vérifiée.

2. Comme f est de classe €2, on peut appliquer I’inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre 2 entre x et x + h, ce qui donne le résultat voulu.

3. Par inégalité triangulaire,
[f' R < |f'()h+ f(x) = f(x+ )|+ |f(x + h) — f(x)]
2
Mol 1f et ) + 17 G0

2
M, h?

IN

IA

+2M,

Puisque i > 0,

4. gest dérivable sur R} etpourt € R}, g'(t) =b — % Onadonc g'(t) <0pour0 <t < \/g et g'(t) > 0 pourt > \/g. On en déduit
que g admet un minimum en \/g et que celui-ci vaut g (\/§> = 2V ab.

5. L'inégalité
, M,h 2M,
< -9
rels =2+ =

étant valable pour tout i > 0, elle est notamment valable pour 4 minimisant le membre de droite. Il suffit alors d’appliquer la question

précédente avec a = 2Mgetb = 72 On en déduit que

) / M
If'(x)] < 24/ 2M, X 72 =24/MM,

Cette derniere inégalité étant valable pour tout x € R, on a par passage a la borne supérieure :

M, < 24/MoM,

Solution 26

x (x—t)"

1. Soitn € N. La formule de Taylor avec reste intégral assure que R,(x) = f; — F+D(¢) dt. En effectuant le changement de variable

t = xu, on obtient

xn+1 1
R0 = S [ (= a0 ) au
“Jo
Comme f*1) est positive,
|x|+1 1
Ral = 0 [ =) au
" Jo
De méme,
rn+1 1
R(r) = o [ =) g
" Jo
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Mais f**1) est croissante sur I puisque f("*2) est positive sur I. Ainsi puisque x < r, f®*+D(xu) < f*D(ru) pour tout u € [0,1]

puis
1 1
f 1 — w) fD(xu) du < f 1 — w) f"D(ry) du
0 0
On en déduit I’inégalité demandée.

2. Soit x € I Il existe r €]0, R[ tel que |x| < r. D’apres la question précédente, pour tout n € N :

n+1
Ro0l < R0

D’une part, I’expression intégrale de R,,(r) montre que R, (r) > 0. D’autre part, f(r) = S,(r) + Rn(r) et S,(r) > 0 en tant que somme

de termes positifs. Ainsi R, (r) < f(r). La suite (R, (7)),,en est donc bornée. Puisque |x| < r,

n—+0o

R, (x) — i.e. (S,(x)),en converge vers f(x).
n—+o000

Solution 27

R, (r) — 0. On en déduit que

Soit k € [[0,n]. f est de classe C? sur [O, %] donc on peut utiliser ’inégalité de Taylor-Lagrange pour f sur [0, %] au premier ordre :

7(:5)- f()—:s%(%f

olt M est un majorant de |f” sur [0, 1]. Par inégalité triangulaire, on a :

n

M k?
<_§ -
- 4

2k:On

Su='0) Y] 2
k=0

n
Or on sait que Z k= n(n +1) Z k? = w Ainsi
6
k=0
n(n + )| Mnn+1)(2n+1)
< —
A -2 6n*
Ona lim —n(n +1) 1 et lim nntl)2ntl) _ Odonc lim S, = —f (0).
n—->+oo 2n2 n—+oo 6n4 n-+oo 2
Solution 28

1. Supposons f dérivable en a. On a alors

fla+h) = f(a)+hf'(a)+o(h)

et
fla—h) = f(a)— hf'(a) +o(h),
ainsi
fla+ h)z_hf(a_h) _ 2hf’(az)h+ olh) _ F1(@) +o(1)
et donc f( - f( -
a a— ,
Jim h = f'(a).

2. La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 mais admet une dérivée symétrique en O car

i = 1=

h—-0 2h =0
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Solution 29

Ecrivons la formule de Taylor-Young a I’ordre deux en X ,

2
Fxo+R) = FGio) + 1f' (ko) + 51 (tg) + 0 (1)

On a donc aussi 2
flxo = h) = f(xo) = hf'(x0) + 5 "(x0) + 0 (R).

D’ou, en notant t(h) le quotient

J(xo +h)+ f(xo —h) —2f(xp)

2
ona,
w(h) = f"(x0) +0(1),
ainsi
lim =(h) = f"(xo)-
Solution 30

Fixons x € R. Appliquons I’inégalité de Taylor-Lagrange entre O et x.

|x|n+1 SUP[O . exp(n+1)

| = i+ 1)

et donc "
. xK| |x|** max(1, e¥)
-y ) < P )
k=0

< (n+ 1)

[x["*+1 max(1,e*)

Par croissances comparées, lim,,_, | o, e

= 0. On en déduit que

Solution 31

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a I’exponentielle (qui est de classe €*), on pour tout n > 0,

x" Yx—t)n
ex—<1+x+---+—'>=f ( )exdx.
n! A

n!

Lorsque n est impair, cette expression est positive pour x < 0 (intégration d’une fonction négative pour des bornes dans le sens décroissant)
alors qu’elle est négative lorsque n est pair. On en déduit en particulier que

2
X
Vx <0, 1+x<ex<1+x+7.

Polynomes
Solution 32

1. Soit n le degré de Peta; < a; < ... < a, les racines de P. Pour tout k = 1,...,n — 1 il existe, d’apres le théoréme de Rolle,
un by € [ag, ar41] tel que P'(by) = 0. Comme les racines de P sont simples, P’ ne s’anulle pas sur les a, donc en fait by est dans
Iintervalle ouvert Jay, a1 . Ainsi by, ..., bi4, sont n — 1 racines distinctes de P’ et pour raison de degré ce sont toutes.
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2. Soit ¢ une racine de Q = P? + a. Il faut montrer que Q’(c) # 0. On a certainement ¢ & R car
Q(x)=P(x)*’+a>0
pour tout x € R. En particulier P et P’ ne s’anullent pas en c. Ainsi
Q'(c) = 2P(c)P'(c) # 0,
ce qui montre que la racine ¢ de Q est simple.

Solution 33

1. Prouvons par récurrence sur n € N que f est de classe C" et qu’il existe un polyndme réel P, tel que Vx € I,

P,(x)

eyt

F®(x) =

P L' hypothese est banale au rang 0 puisque f est continue sur I et que Py = 1 convient.

P> Supposons la propriété vérifiée au rang n. D’apres le théoréme de dérivation des quotients , g = f (") est dérivable et pour tout
x€el,

1 1
vron _ PROO = xA)™ 2 4+ (20 + 1)xP,(x)(1 — x2)"72
g = (1 — x2)2n+1

_ Ph()(1 = x?) + (2n + 1DxPy(x)

1
(1 _ xz)n+1+§

En posant pour tout x réel
P () = By()(1 = x?) + (2n + DxB(x),

on a bien le résultat au rang n + 1 puisque P, est une fonction polynome et que f(*+1) est clairement continue donc f("*+V de classe
en+1.

P La propriété est donc vérifiée pour tout n € N d’apres le principe de récurrence.

2. Prouvons le résultat par récurrence sur n € N.
P Le résultat est banal au rang 0 puisque Py = 1.
P> Supposons le résultat vrai au rang n. Puisque pour tout x réel ,
Py () = PA(O)(1 — X2 + (2 + 1)xB,(x)

et que P, (x) est un polyndme de degré n—1(avec la convention degré de 0=-1) dont le monéme de plus haut degré a pour ccefficient nn!
, Py(x)(1 — x?) est un polyndme de degré n + 1 dont le mondme de plus haut degré a pour coefficient —nn!. De plus , (21 + 1)xP,(x)
est un polyndme de degré n + 1 dont le monéme de plus haut degré a pour coefficient (2n + 1)n! , donc P, ; est un polyndme de degré
n + 1 dont le mondme de plus haut degré a pour ceefficient (2n + 1 — n)n! = (n + 1)!. D’ol le résultat au rang n + 1.

P La propriété est donc vérifiée pour tout n € N d’apres le principe de récurrence.

3. OnaVxel,

ey — x
' (1-x2n1—x2

donc (1 — x?)f'(x) — xf(x) = 0.

4. D’apres la formule de Leibniz , la dérivée n-ieme de x — xf(x) est

x — xfM(x) + nf*=D(x).
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De méme , la dérivée n-ieme de x — (1 — x?)f’(x) est donnée par I’expression :
(1= X)) = 2x(n + 1) ) - 22D -0,

Ces deux fonctions étant égale d’apres la question précédente , on a pour tout x € I,

)CP”(X) + nPn—l(x)

(1= (-

Pn+1(x) - — 2nx Pn(x) - — n(n _ 1) Pn—l(x) -,

Q- (a-x)"s (1-x2)""2

1
soit en multipliant cette égalité par (1 — x2)"*2 |
XP,(x) + n(1 — x?)P, = P,,; — 2nxP,(x)

—n(n = 1)1 = x*)B,, (),

donc
P1(x) = 2n + 1)xP,(x) + n%(1 — x*)P,_1(x).

5. D’apres la question précédente , Vn > 1,
P,11(0) = n’B,_,(0).

On prouve donc par une récurence sans difficulté que , Vn > 0,
Pp41(0) =0

et

(2n)! )2_

P, (0) =(2n—1)x (2n—3) X ... X 1)2 = <2nn!

6. Puisque Vn > lettoutx €1,
Pyy1(x) = By(x)(1 — x?) + (21 + 1)xP,(x),

mais aussi
P 1(x) = 2n + DxB,(x) + n*(1 — x*)B,_; (x),

d’ot, apres simplification par 1 — x2 # 0,
Py(x) = n?By_y(%).

7. D’apres ce qui précede , on peut calculer les polyndmes P, par intégrations sucessives en utilisant le calcul de P,(0) entrepris a la
question 5. On obtient successivement ,

P(x) = x, Py(x)=2x2+1, Pj(x)=6x3+9x,
Py(x) = 24x* + 72x* + 9,
et P;(x) = 120x° + 600x3 + 225x.

Solution 34

1. Aplliquons la formule de Leibniz au produit de fonctions polynémes (qui sont donc de classe €*°) définissant P,. Vx € R,

n &\ nl e
ROEDY ( )ﬁ%--.(x—a) k(x— by

k=0 k

n 2
=n! kzzlo (Z) (x — a)" k(x — b)k
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2. Lorsque a = b, on a bien-siir

2n)!
(0 = 2 —ayn
3. Lorsque a = b, on adonc, Vx € R,
2
(2n)! n_[ | " (n ] 0
C(x—a) —nk;k (x—an,

ainsi

Solution 35

1. Soit HR(n) I’hypothese de récurrence :

P,_1(x)

«Il existe un polyndme P,_; tel que Vx € R, f((x) = m.»

HR(1) est vraie : il suffit de prendre Py = 1.
Supposons HR(n) pour un certain n > 1. Alors pour x € R :

Py_1(%) 2nxP,_4(x) (1 + x?)Py_1(x) — 2nxP,_1(X)
A +x2)n (1+x2)ntl — (1 + x2)n+1

FG) =

11 suffit donc de prendre P, = (1 + X?)P,_; — 2nXP,_;.
Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout n € N*,
Si B,_; et Q,,_1 sont deux polyndmes vérifiant la condition de I’énoncé, alors ils coincident sur R. Ils sont donc égaux. D’oui I’unicité.

2. Commengons par la parité. Soit HR(#n) I’hypothése de récurrence :
«P, ala parité de n.»
HR(0) est vraie puisque Py = 0 est pair. Supposons HR(n — 1) pour un certain n > 1.
* Sinest pair, n—1 est impair donc P,_; est impair d’aprés HR(n—1). Mais alors P;,_; et XP,,_; sont pairs. Or P, = (1+X?)P,_, —
2nXP,_; donc P, est pair.
* Si nestimpair, n— 1 est pair donc P,,_; est pair d’aprés HR(n—1). Mais alors P,_; et XP,_; sont impairs. Or P, = (1+X?)P;,_; —
2nXP,_; donc P, est impair.

Donc HR(n) est vraie. Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout n € N,
Occupons-nous maintenant du degré et du coefficient dominant. Soit HR(n) 1’hypothése de récurrence :

«deg P, = n et le coefficient dominant de P, est (n + 1)! si n est pair, —(n + 1)! si n est impair.»
HR(0) est vraie puisque Py = 1. Supposons HR(n — 1) pour un certain n > 1. On a donc degP,_; = n — 1.

* Sin est pair, n — 1 est impair et le coefficient dominant de P,_; est —n!. On a degP,_; = n — 2 (éventuellement —oo si n = 1) et
le coefficient dominant de P,,_; est —(n— 1)n! (pas de coefficient dominant si n = 1). Donc deg(1+X?)P,,_; = n (éventuellement
—oco si n = 1) et le coefficient dominant de (1 + X?)P,_, est —(n — 1)n! (pas de coefficient dominant si n = 1). De méme,
deg 2nXP,_; = n et le coefficient dominant de 2nXP,_; est —2nn!. Puisque —(n — 1)n! + 2nn! = (n+ 1)! # 0, on en déduit que
deg P, = n et que le coefficient dominant de P, est (n + 1)!.

* Si n est impair, n — 1 est pair et le coefficient dominant de P,,_; est n!. On a deg P;,_; = n — 2 (éventuellement —oo si n = 1) et
le coefficient dominant de P;,_; est (n — 1)n! (pas de coefficient dominant si n = 1). Donc deg(1 + X?)P,_; = n (éventuellement
—oo si n = 1) et le coefficient dominant de (1 + X?)P,,_; est (n — 1)n! (pas de coefficient dominant si n = 1). De méme,
deg 2nXP,_; = n et le coefficient dominant de 2nXP,,_; est 2nn!. Puisque (n — 1)n! — 2nn! = —(n + 1)! # 0, on en déduit que
deg P, = n et que le coefficient dominant de B, est —(n + 1)!.

Ainsi HR(n) est vraie. Par conséquent, HR(n) est vraie pour tout n € N.
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3. Comme degP,_; =n—1<2npourn>1P,_;(x) = (1+x?)" Onendéduitque lim f(x) =0 pourtoutn > 1.
X—*00 x—>*o00

4. Remarquons tout d’abord que les zéros de £ sont les zéros de P,_;. Soit HR(#) I’hypothése de récurrence :
«f" s’annule au moins 1 — 1 fois.»

HR(1) est évidemment vraie. Supposons HR(n) pour un certainn > 1. Sin =1, lim f®(x) = 0, donc f@ s’annule au moins une
X—+00

fois sur R d’apres une généralisation classique du théoreme de Rolle. Sin > 1, f (n) possede au moins n — 1 zéros que nous noterons
X; < -+ < Xp_1. En appliquant le théoreme de Rolle a f (") sur chacun des intervalles [x;, X;4+1], on montre que f (n+1) g’ annule au
moins une fois sur chacun des intervalles ]x;, x;,1[. En appliquant la méme généralisation du théoréme de Rolle a f () sur les intervalles
] — 00, x;] et [X,_1, +0o[, on montre que f"**1) s’annule au moins une fois sur chacun des intervalles | — co, x;[ et ]x,_1, +oo[. On
fait e compte : on a monté que f**1) s’annule au moins # fois. Ainsi HR(n) est vraie. Par récurrence HR(n) est vraie pour tout n > 1.
Comme les zéros de f (n+1) sont les zéros de P,, on a prouvé que P, admet au moins # racines réelles distinctes. Comme deg P, = n,
P, admet au plus n racines comptées avec multiplicité. On en déduit que toutes les racines de P, sont réelles et simples.

Solution 36

1. La fonction x — 1 + x? étant strictement positive sur R et de classe €. La fonction f, qui est son inverse, est de classe C*.
2. a. Si
Pa(x) = (1 + x2)™1 F0(x0),
alors
Py(x) = (n + 1)2x(1 + x2)*fM(x) + (1 + x2)+1 f(r+D)(x)
et un calcul immédiat donne
(1 + x?)P)(x) = 2(n + 1)xP,(x) + Py (x)
b. Montrons le résultat demandé par récurrence sur n.
* Py = 1 vérifie I’hypothese.
* Supposons 1’hypothese vérifiée pour tout k < n. Alors
Po1(x) = (1 + x*)Py(x) — 2(n + 1)xB,(x)
=1 +xA)[(-D"(n+ Dnx""1 + R (x)] = 2(n + Dx ((-1)"(n + 1)!x" + R(x))
= (=)™ (n +2)Ix"* + Q(x)

3. a. Lafonction G est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité en O par lim g(x) = 0. Par composition, elle est dérivable
X—=>+o0
sur ]0, 1[ et pour tout x dans cet intevalle :
-1 1
G'(x) =g (c+a-1).
=78 (;+a
b. On peut appliquer le théoreme de Rolle a la fonction G et on en déduit qu’il existe C €]0, 1[ tel que G’(C) = 0. Donc, il existe

¢ €la, +oo[ tel que g'(c) = 0, avec ¢ = é +a-—1.

4. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente a la fonction g définie par
8(x) = h(—x).

5. Montrons le résultat par récurrence.

* On vérifie que B, et P; admettent respectivement 0 et une racine sur R.

« Supposons que le polyndme P, admette 7 racines distinctes @; < a, < -+ < a,,. La fonction f(™ s’annule donc en ces points.
Du théoréme de Rolle appliqué a chaque intervalle [a;, a;41],1 < i < n — 1, on déduit que f*+ (donc P,,;) s’annule en
(n — 1) point distincts b, < by < -+ < by, avec pourtout 1 < i < n—1 : b; €]a;,a;4;[. Or la fonction f est continue
sur I'intervalle [ay,, +oo[, dérivable sur ]a,,, +oo[ et vérifie f((a,) = 0, 11141_1 f™W(x) = 0. D’apres la question 3., il existe

X—>+00

bpi1 > ay, tel que f+D(b,. 1) = 0. De méme, en appliquant la question 4. & £ sur I’intervalle ]—co, a;[, on trouve b; < a;
tel que f**1(b;) = 0. On a ainsi trouvé (n + 1) points distincts ol P, ; s’annule. Ce polyndme étant de degré (n + 1), il n’admet
pas d’autres racines.
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Solution 37

1. Le résultat est clair pour un polyndme P de degré inférieur ou égal a 1. Si deg(P) > 2 et P admet n racines simples, alors en appliquant
le lemme de Rolle a P entre ses racines, on obtient n — 1 racines deux a deux distinctes de P’. Comme deg(P’) = n— 1, P’ est scindé a
racines simples sur R.

2. Raisonnons par I’absurde en supposant I’existence d’une racine multiple a € C de Q = P? + 1. On a alors

Q@) =Q'(x) =0,
ie
P2(a) = -1, 2P(a)P'(a) = 0,
d’ott P'(a) = 0. Comme P’ est scindé a racines simples sur R (d’apres la question 1.), on a o« € R d’oll, comme P € R[X],
P(a)? € R,
ce qui est absurde car P?(at) = —1.

Solution 38

1. Ontrouve Py =1,P, = X, P, = EXZ - % et P, = §X3 - EX.

2. OnadegQ,, = ndeg(X? — 1) = 2n. Ainsi degP, = degQ, — n = n.

3. Comme Q,, est pair, sa dérivée n®™ P, est paire si n est pair et impaire si n est impair.
Si n est impair, P,, est impair : on a donc P,(0) = 0.
Si n est pair, P, est pair donc Py, est impair : on a donc P,,(0) = 0.

4. Via la formule du bindme "

Q=) (Z)(—l)"—kxz"

k=0
La formule de Taylor en 0 donne également

Supposons 7 pair. 1l existe donc p € N tel que n = 2p. En identifiant les coefficients de X" dans ces deux expressions, on obtient

(n) 2
Q) = ( p )(_1)17

n! p

puis

—1)P(?P
D) _ (—1pep)
2 2%(pl?

Pn(O) =
Supposons n impair. Il existe donc p € N tel que n = 2p + 1. En identifiant les coefficients de X"*! dans les deux expressions

précédentes, on obtient
QD(0) _ (2p " 1)(—1)p
(n+ 1) p+1
puis
@p+2DP(RY)  (—1p@p + 1))

P,(0) = 2p+1 220(pl)2

5. a. Pourn >1,onaQ), =2nX(X?—1)""1etdonc (X? — 1)Q), = 2nX(X? — 1)" = 2nXQ,,. On vérifie que cette égalité est encore
valable pour n = 0 puisque Q, = 1.
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b. On utilise la formule de Leibniz. Comme les dérivées de X? — 1 sont nulles a partir de I’ordre 3 et que celles de X sont nulles &
partir de 1’ordre 2, on a

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
( o )(X2 — QY + 2( ) )XQ&{”U + 2( ) )Q&[’) = 2n( o )XQ&{‘“) + Zn( ) )Q&,”)

Autrement dit
X2 - 1D)QY? +2(n + DXQYY + n(n + QY = 2nxQ"*Y + 2n(n + 1)QL

Oou encore
X2 = DQY™ + 2xQ1 = n(n + HQY

Par définition de P,,, on a donc
(X2 —1)P) +2XP, = n(n + 1)P,

6. a. Q, =X-1"X+ 1)" ce qui prouve que 1 et —1 sont des racines de Q,, de multiplicité n. On a donc Qs,k)(il) = 0 pour
ke[o,n—1].

b. On fait I’hypothése de récurrence HR(k) suivante :

51") posséde au moins k racines distinctes dans I’intervalle | — 1, 1]

HR(0) est vraie puisque les seules racines de Q,, sont —1 et 1 (pas de racine du tout si n = 0).
Supposons que HR(k) soit vraie pour un certain k € [0,n — 1]. Posons oy = —1, oy = leta; pour 1 < i < k k racines

distinctes de quk) dans I’intervalle | — 1, 1[ rangées dans I’ordre croissant. D’aprés la question précédente, lek) s’annule en o et

Og41- De plus, lek) s’annule en les o; pour 1 < i < k. Comme Q,, est dérivable et continue sur R, on peut appliquer le théoréme

(k) ’(1k+1) g

de Rolle entre a; et o; . pour 0 < i < k. Ceci prouve que la dérivée de Qy, 7, a savoir Q annule k + 1 fois.

Par récurrence finie, Qsln) et donc P, posséde au moins n racines dans 'intervalle | — 1, 1[. Comme deg P, = n, P,, posséde au
plus n racines réelles. On en déduit que P, posséde exactement n racines réelles toutes situées dans I’intervalle | — 1, 1].

Etude de suites

Solution 39

e Définition de la suite : Introduisons la fonction
f:00,2[ >R, x—>V2—x.
Cette fonction laisse stable 1’intervalle [0, 2] donc la suite est bien définie pour tout uy € [0, 2]. Son seul point fixe est clairement 1.

e Convergence de la suite : notons I = [0, \/E]. Cet intervalle est stable par f et pout tout uy € [0,2], on a u; € I la fonction f est
dérivable sur I, de dérivée
-1

2\/2—x.

Vxel fi(x)=

1
sup <1

1
erZ\/Z—x_Z\/z_\/E

Appliquons I’inégalité des accroissements finis sur I

Yoy €L [f(0) = fO)] € ——m——|x— .

Donc, Vn > 1, puisque u,,; = f(u,)et f(1) =1,

Vn = 1, |un+l _4| < _|un _4|!
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et par une récurrence immédiate,

Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement,

Solution 40

e Définition de la suite : le terme u; est défini si et seulement si

et dans ce cas u; > 0. Notons I = R, et f I’application de I dans R définie par
X — V44 3x.
La suite est bien définie des que uy > —g puisque I'on a f(I) C L.
e Convergence de la suite : un réel x est point fixe de f si et seulement si
x>0 et x* =4+3x,

ie x = 4. La seule (et éventuelle !) limite de (u,,),,0 est donc 4. La fonction f est dérivable sur I et sur cet intervalle ,

3 3
F=—2 <2
natax 4

Appliquons I’inégalités des accroissements finis sur I

Vay €1, 1100~ fO)I < 3Pl

Donc, pour tout 1 > 1, puisque U, ,; = f(u,) et f(4) = 4,
3
|un+1 - 4| < Zlun - 4|’

et par une récurrence immédiate,
n—1
3
|un_4| < Z |u1_4|-

Ainsi , d’apres le théoréme d’encadrement,
lim u, =4.
n—->+oo

Solution 41

* Définition de la suite : le terme u; est défini si et seulement si

Uy # 0.
35
I—[Z’z]

1 . <1>
X+— 14+ -sin|—).
4 X

Notons

et f I’application de I dans R définie par

La suite est bien définie dés que uq # 0 puisque f(I) C L.
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* Etude de la convergence : prouvons que f admet un unique point fixe appartenant a I. La fonction f est dérivable sur I et sur cet

intervalle ,
( 1 )
cos| =
X

x€l+— f(x)—x.

, 1 4
- <=2

En notant g la fonction définie sur I par

L application g est dérivable sur I et sur cet intervalle ,

g)=f(x)—-1<=--1<0.

Ol &

g est donc strictement décroissante sur 1. Puisque
g(3/4) >0, g(5/4) <0,

g admet un zéro d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires ; ce dernier est unique par stricte croissance de g, notons le €. Appliquons
a f I’inégalité des accroissements finis sur I’intervalle I

4
vy €L |f() = fO) < glx =yl
Dong, pour tout n > 1, puisque U, = f(u,) et f(€) =¢,
4
|un+1 - €| < §|un - €|9

et par une récurrence immédiate ,

4 n—1
un-e1<(3) hu-al
Ainsi , d’apres le théoréme d’encadrement ,
lim u, =¢.
n—+oo

Divers

Solution 42

En dehors de Dorigine, la fonction f est de classe C' par théorémes généraux ; en 0, elle est dérivable, de dérivée nulle, puisque son taux
d’accroissement est x sin l, qui tend vers 0 quand x tend vers 0. Cependant, elle n’est pas de classe C! sur R, puisque sa dérivée, donnée sur
R* par ¥
f'(x) = 2xsin 1_ cos l,
x x
ne tend pas vers f'(0) = O (en fait, elle n’a pas de limite).
Solution 43

Convenons de dire qu’une fonction est dérivable (sans plus de précision) pour signifier qu’elle est dérivable sur son ensemble de définition.

1. Lafonction In (la deuxiéme) est dérivable sur R et (la premiére) strictement positive sur |1, +oo[, donc In o In est dérivable sur |1, +o0[

et
1

Vx>1, (Inoln)(x)= ——.
(Ine Iny'(x) x In(x)
2. La fonction arctan est dérivable sur R et In est dérivable sur R, donc arctan o In est dérivable sur R} et

1

Vx>0, (arctan01n)'(x) = m
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3. La fonction sin? est périodique, de période 7. La fonction \/— est dérivable et strictement positive sur R, donc la fonction f est (définie
et) dérivable au point x si, et seulement si, 1 — 2 sin® x > 0, ¢’est-a-dire si x est strictement compris entre —7t/4 et 1t/4 (modulo ).

Pour de tels x, () cos()
—2sin(x) cos(x

'(x) = —————= = —tan(2x).

' 1 — 2sin’(x) (20

On peut faciliter le calcul de la dérivée en remarquant que

1
Iny/1 —2sin*(x) = 3 In|cos(2x)|

4. La fonction f est définie et dérivable en tout point x tel que sin(x) # x cos(x). Cette équation posséde une infinité de solutions, une
dans chaque intervalle de la forme |—m/2 + k7, w/2 + km[ (avec k € Z). En tout point de son ensemble de définition,

pour tout x # 1t/4 (mod 7/2).

—x2

(sin(x) — x cos(x))?"

[ =

5. La fonction f est dérivable sur R et, pour tout x € R,
£'(x) = —sin®(2)x + (1 + cos(2x)) cos(2x) + 3 cos(2x)

cos(4x) + 4 cos(2x).

6. Un tableau de signes montre que (1 — x)/(1 + x) est strictement positif si, et seulement si, —1 < x < 1. Par conséquent, la fonction f
est dérivable sur ]—1, 1 et pour tout x dans cet intervalle,

-1
f'x) = ——.
21 — x2
Solution 44
1. 11 suffit de considérer la fonction f définie par :
)
Vx>0, f(x)= S

Cette fonction est dérivable sur R} et on a clairement :
lim f(x)=0.
X—>+00
En revanche, pour tout x > 0,ona:

sin(x?)
—

f'(x)= + 2 cos(x)

et puisque
(2
lim sin(x?) _

X—+00 X

0

et 2 cos(x) n’admet aucune limite en +oo (résultat classique qui se démontre en utilisant le critére séquentiel), f' n’admet aucune limite
en +oo.

2. Puisque f' tend vers +o0 avec X, il existe A > 0 tel que
VxZA, fl(x) > 1.
Mais alors, d’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout x > A, il existe ¢ € [A, x] tel que
F&x) = f(A) = f'(©(x — A).

Comme f'(c) > 1, on en déduit que Vx > A,
f) 2 f(A)+ (x - A).

Et donc, puisque le membre de droite tend vers +oco avec x, on a

lim f(x) = +c0.
X—>+0o0
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3. Raisonnons par I’absurde en supposant que
lim fM(x)=¢#0.
X—>+0o0

Quitte a considérer —f au lieu de f, on peut toujours supposer € > 0. Il existe alors A > 0 tel que

Ve A, fO) > 6 - ¢_¢
2 2
On déduit alors de I’inégalité (généralisée !) des accroissements finis que Vx > A :

f(x —A)

FODG) > frD () + S

puis, par les mémes arguments, on aboutit a Vx > A :

£(x — A)?

FEDG) > FrDA) + DA - A) + S5

Par une récurrence descendante sans difficulté, on prouve que VO < k > netVx > A :

k .
n— n—i ( _ A)k_l €( — A)k
JORG) > 2 £ @) x(k—i)! + ;xk!

i=1

En particulier, ona Vx > A :
n

n— n—i (x— A)n_i e = A)"
f( k)(x) > igl f( )(A) (I’l _ l)' 2 X n!

Comme ¢ > 0, le membre de droite de I’inégalité ci-dessus tend vers +oco avec x. Ainsi

lim f(x) = +oo,
X—+00

ce qui est absurde et ainsi € = 0.
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