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DETERMINANTS

Groupe symétrique

Solution 1

1. Posonsc¢; = (i,i+1,...,j—1,j),c;=(—1,j—2,...,i+ L,i)eta =cj oc,.
* Sik ¢ [i,j], olk) =k.
e Sike[i+1,j—1],cpk)=k—1€[i,j—2] etdoncc;(k—1)=k—-1+1=k,dona(k) =k.
s cp(i)=j—1etc(j—1) = jdonco(i) = j.
* ¢,(j) = jete(j) =idonco(j) =i
On en déduit que o = (i, j).

2. Soit (i, j) une transposition de S,,. On peut supposer i < j. (i, j) peut alors s’écrire comme un produit de deux cycles d’apres la question
précédente.
G =0G0i+1,..,.j—Lj)H){j—-1,j—2,...,i+ 1,i)

Or il est simple de décomposer chacun de ces deux cycles comme un produit de transpositions de la forme (k, k + 1)

(Gi+1,..,.j—L)=>0i+D){i+1,i+2)...(j —2,j—1)({—1,j)
(—-1,j—=2,.,i+1L,D)=(-1j=-2)(G—=2,j—3)...(i+2,i+ DI+ 1,0)

On conclut en remarquant que toute permutation s’écrit comme un produit de transpositions.

Solution 2

Soit (i, j) une transposition. Sii = 1 ou j = 1, la transposition (i, j) est bien du type de I’énoncé. Sinon, on a (i, j) = (1, j)(1,1)(1, j). Comme
toute permutation s’écrit comme un produit de transpositions et que toute transposition s’écrit comme un produit de transpositions du type
(1, 1), toute permutation s’écrit bien comme un produit de transpositions du type (1, i).

Solution 3

Premiére méthode :
On peut déterminer le nombre d’inversions : il suffit de compter pour chaque élément de la seconde ligne le nombre d’éléments qui le suivent
et qui lui sont inférieurs. On trouve
nn—1
n(n-1)

Ainsie(o) = (-1) 2 .

Seconde méthode :
On peut décomposer o en produit de cycles disjoints (en fait de transpositions).

* Si n est pair

c=(Ln)o(2,n—1)0.. o<g’g+1>
Ainsi €(0) = (_1)2.
* Si n est impair
c=(1,n)o(2,n—1)o,,,o<n;1’n;'3)

n-1
2

Ainsi g(o) = (—1)
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Solution 4

Comme S, = {Id[; 5], (1,2)}, le centre de S, est évidemment S,.

Supposons n > 3. Tout d’abord Id[; ,,j appartient évidemment au centre de S,,. Soit maintenant ¢ appartenant au centre de S,,. 0 commute
notamment avec toutes les transpositions. Soit i € [1, n]]. Soient également deux éléments j et k de [1, n] tels que i, j, k soient distincts deux
a deux (c’est possible puisque n > 3). Comme ¢ commute avec (i, j), o o (i, j) o 67 = (i, j) i.e. (a(i), a(j)) = (i, j). Ainsi o(i) € {i, j}. On
montre de méme que o(i) € {i, k}. Comme j et k sont distincts, on a nécessairement o(i) = i. Finalement ¢ = Idy ;).

On en déduit que le centre de S, est le sous-groupe trivial {Id; ,,} pour n > 3.

Solution 5

Posons M,, = EZ:I k% = w. D’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz,

n n % n %
> ko(k) < (Z k2> (Z c(k)Z) =M,
k=1 k=1 k=1
Or f(Id[y,,p) = M,, donc M, est le maximum de f sur Sy,.

Soit ¢ € S,, non décroissante. Alors il existe (i, j) € [1,n]? tel que i < j et o(i) < o(j). Soit T la transposition de S,, échangeant o(i) et o(})
et posons ¢’ = To g. Alors

f(@) = f(o) = io(j) + jo(i) — io(i) — jo(j) = (j — D)(a(i) —a(j)) <0
Ainsi le minimum de f est atteint en la seule permutation décroissante de S,,, & savoir la permutation qui 2 k € [[1, n]] associe n + 1 — k. Le
minimum de f sur S,, vaut donc

nn+1? nn+1)2n+1) nn+1)(n+2)
2 6 B 6

Dikin+1-k) =
k=1

REMARQUE. On aurait aussi pu utiliser un argument de monotonie au lieu du théoréme de Cauchy-Schwarz pour déterminer le maximum

de f.

Solution 6

1. Soit (o,7) € S2. Soit (i, j) € [1,n]?. Alors
n n n
PoP)ij = D (P)ik(Pij = 2. 8i6(0ke(j) = 2 So-1(0)kBk())
k=1 k=1 k=1

Cette somme est non nulle si et seulement si 6~ (i) = 1(j) i.e. i = o o 1(j) et dans ce cas elle vaut 1. Ainsi

(PsPp)ij = 8icor(j) = (Poor)i,j

Il s’ensuit que PP, = P..;. On en déduit que P est bien a valeurs dans GL,,(K) puisque pour ¢ € S, P;P;-1 = Py = I,, puis que P est
bien un morphisme de S,, dans GL,,(K).

2. Soit (i, j) € [1,n]>
(PHij = Po)ji = 8oty = Sio-1(j) = (Po-1)ij

et donc P = Pi.

3. Soit T = (i, j) une transposition de S,,. Alors 1’échange des colonnes (ou lignes) i et j transforment la matrice P; en la matrice I,,. On
en déduit que det(P;) = —1 = ¢(1). On conclut en remarquant que les transpositions engendrent S,,.

Petits déterminants

Solution 7
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1. Effectuons 'opération C; «— C; + C, + Cj,

111
Ar=(@+2)| 1 a1l |,
11a
puis C; «— C, — Cy, C3 «— C3 —Cy,
1 0 0
Ai=(@+2) 1 a-1 0 )
1 0 a-1

le systeme étant triangulaire,
A, = (a+2)(a—1)>%

2. Effectuons I’opération C; «— C; + C, + C;,

Q

Apy=(x+2a)| 1 x a |,

1
puis C, «— C, —aCy, C3 «— C53 —aC(y,
1 0
Ay=Qa+x)| 1 x—a 0 ,
1 0 x-a

le systeme étant triangulaire,
A, = (2a+ x)(x — a)?.

Solution 8

Effectuons I'opération C; «— C; + C, + C;3,
2

1 o
A=04+w+wd)| 1 1 w?
1 w 1
} Cas 1 : w = 1. Les trois colonnes de A sont identiques, donc A = 0.
P Cas?2: w = jou j2. Dans ce cas A = 0 car
1+w+w?=0.
Solution 9
1. Une simple application de la régle de Sarrus aboutit a
A, = 2abc.
2. Effectuons les opérations C, «— C, — Cy, C3 «— C5 — (4,
1 0 0

Ay=(b—-—a)c—a)| a 1 1 )

a’ b+ac+a

puis en développant par rapport a la premiere ligne,

A, = (c—b)(c— a)(b—a).
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3. On remarque que les lignes du déterminant sont /iées par la relation
L3 =(a+b+C)L1—L2.

On adonc Az = 0.

4. Posons
abec
M=| cab
bca
et
111
Q= 1 j j?
1
On a
a v
MQ=| a jB jA
a j*B jv
ol
a=a+b+c, B=a+ jb+ jic
et
y=a+ j*b+ je.
On a donc

det(MQ) = det(M) det(Q) = afy det(Q).

D’apres le calcul de A,,
det(Q) = (j2 = NG -G -1) #0,

on a donc
Ay = det(M) = afy.
5. Notons
a b c
A=l a2 |,B=| |, Cc=]|c¢
a? b3 A

Le déterminant s’écrit en colonnes ,
As=|A+B,B+C,A+C|

En développant par trilinéarité ce déterminant , on obtient 8 termes dont 6 sont nuls par le caracteére alterné du déterminant. On a

As=|A,B,C| +

B,C,Al.

Or , par antisymétrie ,
|B, C, A| = |A, B, C|

ainsi
As = 2|A,B,C).
Or,
a b ¢
|A,B,C| =2| a® b? c?
a? b 3
On a donc
Ag = 2abcA,,
d’oll

As = 2abc(c — b)(c — a)(b — a).
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Solution 10

1. Par L « Ly — L, pour k = 2,3 et 4, développement par rapport a la premiere colonne puis factorisation, on aboutit a :

1 a b ab
0d—-a 0 bld—-a)
0 0 b —b ald ->b)
0a—-—ab—-badb—ab
1 0 b
=(d —a)b' —b) 0 1 a
a—a b —b d'b—ab

En effectuant Ly « L3 + (@ — a’)L; puis une factorisation, on obtient :

100b
Ay=( —-a)db -b?|01 a
01 d

On trouve finalement, aprés développement par rapport a premicre colonne :

Ay = (@' —a)(b' — b)? =(a' —a)*(b' — b))%

1 a
1

a/

2. En effectuant L < L; — L; pour k = 2, 3 et 4, puis en développant par rapport a la premiére colonne, on trouve :

1111
111
0222
A, = =2|2 5 5{.
0255
259
0259
Puis par L « L; — 2L, pour k = 3 et 4, on aboutit a :
111 111
Ay=2{033|=6{011]|,
037 037
et en développant par rapport a la premiere colonne :
11
Ay=6 = 24.
37

3. ParL; « L3 — 2L, et Ly « L, — 3L, puis en développant par rapport a la premiére colonne, on trouve :

01 2 3

1 2 3
101 2
01 -2 -3

1 -1 -3
02 -2 -6

Par L, « Ly — L, pour k = 1 et 2 puis en développant par rapport a la premiere colonne, on obtient :

12 3
23
Ay=-2[0 -4 —6|=-12 =—12.
12
0 -3 —6
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4. Par C; <« C; + C, + C5 + C,, on obtient :
1111

1211
1121
1112

A4=5

En effectuant alors L < Ly — L; pour k = 2,3 et 4, on aboutit a :

1111
0100
A4 = 5 = S
0010
0001
Gros déterminants
Solution 11
Pour tout x réel, notons
X n 1
1 1
Px)=| 1 2
. x 1
1 2 .- n1

D’apres la formule développée du déterminant (ou par récurrence sur n au moyen d’un développement par rapport a la derniere colonne), P
est une fonction polyndme de degré au plus n. Comme on a clairement

Vi<k<n, Pk)=0,
il existe A € R tel que

n
Vx€R, P(x)=A]](x—k).
k=1
En développant le déterminant par rapport a la derniere colonne, on s’aper¢oit que le mondme en x" de P(x) provient du déterminant

x 2 n
1
1 X

et vaut donc x". Ainsi A = 1 et "

Vx € R, P(x) = H(x — k).
k=1
Solution 12

} Si n =1, le déterminant vaut clairement
sin(2a;).

P Sin =2, on trouve
—_ Sinz(al —_ az).

cos(ay) sin(a;)
c:[ ; ]s[ ; ]
cos(ay) sin(ay,)
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D’apres la formule d’addition du sinus, pour tout j compris entre 1 et n, la j-ieéme colonne de M vaut
cos(a;)S + sin(q;)C.

Ainsi
Im(M) C vect(C,S)

et donc rg(M) < 2 < n, d’ott det(M) = 0.

Solution 13

Notons, pour tout x réel :
(x + 1)k 2k 3k ... nk

k 2k gk .. k
P(x) = (x+.2) 3¢ 4 (n—.kl)

En développant P(x) par rapport a la premiére colonne, on obtient que P est une fonction polyndme de degré au plus k : P est donc de degré
strictement inférieur a n — 1. Comme il est clair que

Vi<k<n-1, Pk)=0,

la fonction P admet strictement plus de racines que son degré : on en conclut qu’elle est nulle.
Solution 14

En développant A,, = det(A,,) par rapport a la premiére colonne, on aboutit a :
Ap = (=D Apy,
d’ou, par une récurrence immédiate :

n
A, = H(_l)kﬂ — (_1)2+3+---+(n+1) — (_1)n(n+3)/2)
k=1

Solution 15

Effectuons successivement les opérations L, « L; — Ly_; pour k variantde n a 2 :
Ay =] | =n.

Solution 16

1. En effectuant les opérations C < Cj — C; sur les colonnes de det(A + xJ) pour k variant de 2 a n, on obtient que det(A + xJ) est
égal a un déterminant dont les seuls coefficients dépendant de x sont ceux de la premi¢re colonne et sont de la forme a; + xb;. En
développant ce déterminant par rapport a la premiére colonne, on obtient que det(A + xJ) est une combinaison linéaire de fonctions
affines de la variable x : il s’agit donc d’une fonction affine de x.

2. a. Onsait que det(A + xJ) = ax + . Avec x = —a et x = —b, on trouve deux équations qui donnent :
— n __ _ n
o= (c—a)"*—(c—b) ’
b—a
8= b(c—a)" —a(c—b)*
B b—a '

On en déduit det(A) avec x =0 :
b(c— a)" —a(c — b)*
b—a )

det(A) ==
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b. En appliquant la formule développée du déterminant, on remarque que det(A) est une expression polynomiale en (a, b). En tant

que telle, elle est continue (2 a fixé) par rapport a b. En particulier :
b(c—a)" —a(c—b)"*

b—a
=(c—a)"+ na(c — a)*!

det(A) = ll)im
—>a

car
b(c—a)" —a(c—b)*

b—a
est le taux d’accroissement en a de la fonction dérivable sur R définie par

x> f(x)=x(c—a)* —alc—x)"

et que
f'(@) = (c—a)" + na(c — a)" 1.

Solution 17

Effectuons C; « C; + --- + C,, et factorisons :

a
1 x
Dy(x)=(x+m—-1a)|
la..x
Par les opérations Ly < Ly —L; pour k = 2,3 ..., n, on aboutit a :
1 a .. a
0 x—a - :
D,(x)=(x+®m—-1a)| 0
0 0 ..x—a
=(x+nm-Da)(x—a)* L
Solution 18
Effectuons C; < C; + -+- + C,,. On trouve
1 n-1..1
nn+1)| 1 n . 2
Dn = 2 . .
1 1 n
Puis, par les opérations L, « L; — Ly_; pour k variantde na 2 :
n—1. 1
1 1 1
nn+1)| 0 1—-n :
D, =
n 2 1 :
1
0 1 1 1-n1
Développons alors par rapport a la premiere colonne :
1 1
( ) 1—-n
nn+1
D, = > 1
1 1 1-n1
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Puis en en effectuant L, « L — L; pour k variantde 2 a n :

1
( ) -n 0 0
nn+1
D, = > 0
0 0 —-n O
Puis en développant par rapport a la derniére colonne :
-n 0 0
nn+1)| O :
D,=(C-1)"———=
=0T Do 0
0 .. 0 —-n
1
S
_n"'(n+1)
=—
Solution 19
Notons D,, ;, le déterminant cherché. Suppososons p > 1. On note Ly, Ly, ..., L, les lignes de la matrice et on effectue les opérations :
Lp < Lp—Lp

Ly1 < Ly =Ly,

L «L,—- L
L1<—L1_LO

() () ()

o TG T

() ()

| (o) = Gl
0 (n+g—1) n;g;l
= Dn,p—l

en développant par rapport a la premiére colonne. Par récurrence, Dy, , = Dy g = 1.
Solution 20

Notons D,,(a, b) le déterminant a calculer. On note Cy, ..., C,, (resp. Ly, ..., L,) les colonnes (resp. les lignes de la matrice). On effectue
I'opération C; « C; — C,, :

a—-b b

0 a

S (O BN (V)

0 g
b—a b b a
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On effectue ensuite I'opération L,, <~ L,, + L; :

. . ot L 2b
On suppose maintenant a # 0 et on effectue I'opération L,, « L, — =(Ly, + Lz + -+ + L,,_;):
a

a—->b

(0)

2b

b

b
0
. b
2b a+b

MP Dumont d’Urville

a—b b b
0 a b
: 0) 0) :
0 a b
0 0 0 a?+ab—(n-2)b?

a

Par conséquent,
D,(a,b) = (a —b)a"3(a? + ab — (n — 2)b?)

sia #0.
Etudions maintenant le cas a = 0. Remarquons que si n > 4 alors la matrice comporte au moins deux fois la ligne (b, 0, ..., 0, b) donc le
déterminant est nul. Par ailleurs, un rapide calcul donne D,(0,b) = —b? et D5(0,b) = 2b>. La formule précédente reste vraie pour n > 3.
Finalement,

—b’sia=0etn=2

(a = b)a">(a* + ab — (n — 2)b*) sinon
Solution 21

On effectue les opérations Ly, < L — Ly_; pour k variantde n a 2 :

01 2 n—1
1 -1 ... .. -1
S
P oo
1 ... ... 1 -1
On effectue ensuite 'opération C; « C; + C,,; :
n—-1 1 2 n—1
0 -1 e —1
1 -
0 (1 1 -1
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On effectue enfin les opérations Cy < Cj + C,, pour k variantde O an —1:

n—1
0 -2 (%)
0) -2
0 0 -1

Le déterminant vaut donc (—1)*"12"72(n — 1).
Solution 22

En effectuant les opérations L; < L; — L;,; pour i variant de 1 a n — 1, on obtient,

10 0
0

D, = 0
0 0 11
-1 -1 0

En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient D,, = D,,_; + (—1)". Comme D; = 0, on trouve que D,, = 0 si n est impair et
D,, = 1 si n est pair.

Solution 23

En développant par rapport a la deuxie¢me ligne, on touve D,, = 1 — D,,_;. Comme D; = 1, D,, = 2 — n pour tout n € N*.
Solution 24

Supposons n > 3. En développant D,, par rapport a la premiere ligne, on trouve

X X 0
01+x* x 0
D,=(1+x*D,_;—x 0 0
0 .. 0 x 1+x* «x
0 x 1+x2

[n-1]

En développant le dernier déterminant par rapport a la premiére colonne, on aboutit 2 D,, = (1 + x?)D,,_; — x2D,,_,. Le polyndme caracté-
ristique associé a cette relation de récurrence est X2 — (1 + x?)X + x2 qui a pour discriminant (1 + x%)? — 4x? = (1 — x?)?. Ses racines sont
donc 1 et x2. On distingue alors deux cas :

Cas x? # 1 : Il existe alors A, i € R tels que D,, = A1 + u(x?)" = A + ux?". Puisque D; = 1+ x? et Dy = (1 + x2)? — x2 = 1+ x% + x*,
2 1— xz(n+1)
xz_l.Onadonch = W

Cas x> =1: Ilexiste alors \,u € Rtelsque D, = (An+ 1" =An+u.OnaD; =1+x>=2etD, =1+ x*>+x*=3.Ontrouve A = 1
etu=1douD,=n+1.

rouve A = ——— et
on trouve = ——¢€ =
1—x2 K

REMARQUE. On aurait également pu passer I’expression de D,, pour x? # 1 & la limite quand x tend vers 1 puisque D,, est polynomial
en x donc continu en Xx.
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Solution 25

Remarquons tout d’abord que si deux des a; sont égaux, le déterminant définissant D(x) admet deux colonnes identiques, il est donc nul. On
supposera donc par la suite les a; distincts deux a deux.

P(x
Remarquons que p ( o H(x — @;) est polynomiale en x de degré n — 1. En développant le déterminant par rapport a la premiére ligne,
—q; 11
J#i
on voit que D est polynomiale en x de degré inférieur ou égal a n — 1 (on peut notamment la prolonger par continuité en les a;).
Pour 1 < i < n, notons A; le déterminant de Vandermonde des complexes ay, ..., a;_1,Qj41, ... » Q. On a donc A; = H (ak — @)).
1<j<k<n
J#ik#i

eme

On va calculer D(q;) pour 1 < i < n. La premiére ligne du déterminant définissant D(q;) a tous ses coefficients nuls hormis le i
HJ. #(aj — a;). En développant par rapport a cette ligne, on a donc :

qui vaut

D(a;) = ((—1)i_1 11 - ai)) A= ((‘Di_l 11 - ai)) (H(aj - ai)) Il (-9

j#i j<i j>i 1<j<k<n

J#LK#L

= (H(ai - aj)) (H(aj - ai)) H (ar — )
Jj<i Jj>i 1<j<k<n
J#Lk#L

= (H(ai - aj)) (H(ak - ai)) H (ax — )
j<i i<k 1<j<k<n
J#ELK#L

On peut partitionner I’ensemble {(j, k) € [1,n]? | j < k} en 3 parties suivant que j # ietk # ioubien j =ietk >ioubienk =iet j <i.
On a donc
D(a)) = H (ax — a))
1<j<k<n
Autrement dit D(a;) = 8 pour 1 < i < nou & représente le déterminant de Vandermonde de a, ... , a,. Le polyndme D — & est donc de degré
inférieur ou égal & n — 1 et admet n racines distinctes (les a; sont supposés distincts deux a deux) : il est donc nul. On a donc D(x) = 8 pour
tout x € C.

Solution 26

1. Comme deg P = n, P admet n racines dans C comptées avec multiplicité. Il suffit donc de montrer que toutes ces racines sont simples.
Supposons que z soit une racine multiple de P. On a donc P(z) = 0 et P'(z) = 0ie. z" —z+ 1 = O et nz"! — 1 = 0. En utilisant

la deuxieme équation, on obtient z" = Z Puisen reportant dans la premiere, on obtient z (— - 1) + 1 = 0. On trouve donc z = Ll
n n

n" -
(n-1yn-1 (n-1n-1
Par conséquent, toutes les racines de P sont simples et P admet donc #n racines distinctes.

Puisque nz"! —1=0,0na = 1, ce qui est impossible car

2. On définit les vecteurs de C" suivants : U = (1, ..., 1) et Z; = (§;jZj)1<i<n pour 1 < j < n. Si on note B la base canonique de C", on
adetA = detg(U+ Z,,...,U + Z,). En développant ce déterminant par multilinéarité, on obtient une somme de 2" termes dont tous
ceux qui comportent plus d’une fois le vecteur U sont nuls. Il reste :

n
detg(U + Zy, ..., U+ Z,) = detg(Zy, ..., Zy) + ., detg(Zy, ... Z_1, U, Zjp1, oo, Zp)
=
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2z 0) n

Or detg(Zy, ..., Z,) = = Hzi. Etpour1 < j<n,
©  ze|
Z 1
Zj-1
detB(Zl’---aZj—17U’Zj+1,---,Zn) = 1 = Hzi
2z i#j
j+1
1 Zn

en développant par rapport a la j*™ ligne. En notant o; pour 1 < i < n les fonctions symétriques élémentaires des z;, on a detA =
Oy + 01 Comme les z; sont les racines de P, 5, = 0,_; = (—1)". Ainsi detA = 2(-1)".

Solution 27

1. D,, est nul puisque deux des colonnes ou deux des lignes sont égales.

2. En développant par rapport a la derniere ligne, on montre que F est une combinaison linéaire des fractions rationnelles g, pour
+ .
j

sont

1 < j £ n. Ainsi F est une fraction rationnelle puisque C(X) est un C-espace vectoriel. De plus, les fractions rationnelles
J
toutes de degré —1 donc degF < —1.

As
3. On a vu que F est de la forme E;.lzl ﬁ ou les A; sont des complexes. En réduisant au méme dénominateur, on voit que F(X) =
J
PX)
—_
IT;,X+by)

4. Les a; pour 1 <i < n— 1 sont des zéros de F puisqu’en substituant un de ces g; 2 X dans le déterminant définissant F(X), on obtient
deux lignes égales donc un déterminant nul. Les a; pour 1 < i < n — 1 sont donc des racines de P. Les a; étant distincts deux a deux,
P possede bien au moins n — 1 racines.
Puisque degP < n—1,ilexiste A € Ctel que P = A Hir:ll(X — @;). On a bien évidemment D,, = F(a,,). Reste a calculer A. On a

n-1 )
d’une part (X + b,,)F = A%

ou P est un polyndme. Puisque degF < —1,degP < n —1.

et d’autre part

j=1 X+b;
1 1
a1+b1 o o a1+bn
X+b)FO=| 1 1
o +b oo ves o _+b
Kb, | X+b, 11 "
X+by X+bp—1

En substituant —b,, & X dans les deux expressions de (X + b, )F que 1’on vient de trouver, on obtient

1 1
a;+b; B ay+by, 1
. . n—
. Hi:l al + bl’l
1 1 = n—1
1" b,—b
an_1+b1 an_1+bn j=1 J
b o

En développant le déterminant du membre de gauche par rapport a la derniere ligne, on trouve :
n-1
H j=1 bn - b]

A== -
H?:_ll a; + by

n—1
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Par conséquent
-1 -1
H?:l (an - ai) H;lzl (bn - bj)D

D, = F(an) = - -
1, (@ + by) szll(a,, +b)

On montre alors par récurrence que :

H15i<j5”(aj - a) Hlﬁi<j£n(bj -b)

D —
" I, j<n(ai + b))

Solution 28

Premiere méthode :

Pour (xg, X1, ... , X,,) € C"*1, note V,,(x, X1, ... , X,) le déterminant de 1’énoncé.

Supposons 1 > 1 et fixons (X, ... , X,,) € C"**1. Pour x € R, posons P(x) = V,,(xo, ... , X,_1). En développant le déterminant correspondant
par rapport a la premiee colonne, on voit que P est une fonction polyndmiale de degré au plus n et que le coefficient du mondme de degré
nest V,_1(xg, ... » Xp_1). Supposons dans un premier temps les complexes Xy, ... , X, distincts deux a deux. Ce sont tous des racines de P
puisqu’en remplagant x par un de ces complexes dans le déterminant définissant P(x), on obtient deux lignes identiques et donc un déterminant
nul. On en déduit que

n—1
P(x) = Va1 (X0, -, Xp21) H(x —X;)
i=0
Finalement
n-1
Vi (xg, - Xp) = P(xp) = Vi1 (xg, ..., Xpo1) H(xn - X;)
i=0
L égalité est encore valable lorsque deux des complexes parmi X, ... , X,,_; sont égaux puisque dans ce cas Vi, (X, ... » X)) = Vy_1(Xgs +vv » Xp_1) =
0 (deux lignes sont égales dans chacun de ces déterminants).
On fait alors I’hypothese de récurrence suivante :
HR(n) : V(xg, .o Xp) € C™, Vi(xgsonx) = [ (5 —xp)
0<i<j<n

HR(0) est vraie puisque pour tout x, € R, Vy(Xo) = 1. Il suffit de convenir classiquement qu’un produit indéxé sur I’ensemble vide vaut 1.
Supposons HR(n — 1) vraie pour un certain n € N*. Soit (x, ... , X,,) € C"*1. D’apreés ce qui précéde

n—1
Va(Xg, -, Xp) = Vi1 (X5 w5 Xpp1) H(xn —X;)
i=0

0<i<j<n—1

H (x5 — x;)

0<i<j<n

Ainsi HR(n) est vraie.
Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout n € N.
Seconde méthode :
On reprend les mémes notations que précédemment. Supposons n > 1. Onnote Cy, ... , C, les colonnes du déterminant définissant V,,(xy, ... , X;,).
En effectuant les opérations, C; < C; — xoC;_; pour n variant i variant de n a 1, on obtient

1 0 0 0

1 x;—xg X (x; = Xg) - X171 = Xo)
Vo (Xgs oee s Xp) = ] )

1 X, =X Xu(Xp = Xg) - XpH(Xy — Xo)

En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient

X1 —Xg X (x; = Xg) .. XPTHx = xg)
V. (xgs eee s Xp) = :

Xn — Xo xn(xn - xO) xﬁ_l(xn - xO)
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On peut alors factoriser chacune des lignes et on obtient

Va(xos - » Xp) = (H(xi - xO)) Vo1 (X, -5 Xp)
i=1

On conclut alors par une récurrence similaire a celle effectuée pour la premiere méthode.
Solution 29

1. On trouve

2 -1 0 0 O

2 -1 0 2 -1 0 0 -1 2 -1 0 0
Ay=]| -1 2 -1 Ay=|-1 2 =10 As=| 0o -1 2 -1 0
0 2 -1 0 0 —-12 0 0 -1 2 -1

0O 0 0 -1 2

2. Soit n € N*. En développant D,,,, par rapport a la premiére colonne

2 -1 0 .. .. O -1 0 0 .. O
-1 2 -1 -1 2 -1 ~
0 o oo
Dnya=| | W0 =20y +| 0 . w0
: -1 2 -1 0 .. _01 —21 _21
o e, [n+1]

[n+2]

En développant le second déterminant par rapport a la premiere ligne,
Dp42 = 2Dpy1 — Dy
3. Lasuite (D,,) vérifie la relation de récurrence D,,,,—2D,,,; +D,, = 0. L’équation caractéristique associée a cette relation de récurrence
estr? —2r +1 = 0 qui admet 1 pour racine double. Il existe (A, u) € R? tel que D,, = (An + )1" = An + W pour tout n € N*. Puisque
D, =2etD, = 3,ontrouve A = u = 1 et donc D,, = n + 1 pour tout n € N*,

Déterminants d’endomorphismes

Solution 30

Notons B la base canonique de K,[X] et M la matrice de f dans la base B. On a immédiatement que

110
M=| 012
001

On a donc det(f) = det(M) = 1 # 0, donc f est un automorphisme de K,[X].
Solution 31

Notons respectivement p et s la projection et la symétrie de I’énoncé. Soient ¢ = dimF et ¥ = dim G (on a donc q + r = n). Soit B une base
adaptée a la décomposition en somme directe E = F @ G.
Ig | Og

La matrice de p dans cette base est ( ) On adonc det p = 1siq = netdet p =0 sinon.

T,q r,r

I 0
La matrice de s dans cette base est ( ! qI’r ) On a donc dets = (—1)".
T,q —r
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Solution 32

1. Si p = Idg, alors det p = 1. Si p # Idg, alors p n’est pas inversible et det p = 0.
2. Posons F = Ker(s — Idg) et G = Ker(s + Idg). On sait que E = F @ G. En écrivant la matrice de s dans une base adaptée a cette
décomposition en somme directe, on a dets = (—1)4™mC,

n(n—1)

3. f estune symétrie et Ker(f + Idg) = A, (K). On sait que dim A, (K) = @ D’apres la question précédente, det f = (—1) 2 .

Solution 33

1. SiM € M,(R), alors AM € M,(R). De plus A(AM + uN) = AAM + pAN.

2. Notons classiquement (E;, E1, E»;, E»,) 1a base canonique de M,(R). On a :

an 0 0 a

m(Ey) = ( o 0 ) =anEp +anEyn m(Ey;) = < 0 a ) =anEpp +anExy
21 21
ap 0 0 app

m(E,) = ( ) = a;E11 + anEy m(Ey) = < ) = a3E1; + apExy
ay 0 0 axp

A0

Ainsi la matrice de m, dans la base (Eqy, E51, Eq2, E5) (attention a I'ordre !) est la matrice définie par blocs (—H) On a donct
0y,

det(my) = (det A)2.

Mn(R) — Mn(R)
M — AM
(Eij)1<i,j<n la base canonique de M,(R). Remarquons que E;;Ej; = §;xE;;. On a alors

3. Soient n € N* et A € M, (R). On note a nouveau m, : . my est encore un endomorphisme. On note

n
maA(E;) = Y. auEEiy= Y. audiBi = ), agEBk;
=1

1<k,l<n 1<k,l<n

La matrice de my dans la base (Eq1,Eo;, -+ s E1s E12, Eags oo s Eops oo Engs Engs «ov » Epp) est la matrice de M,,2(R) diagonale par blocs
dont les blocs diagonaux sont tous égaux & A. On en déduit que det(m,) = (det A)".

Solution 34

1. Evident.
2. Pour tout (x4, ..., Xx,) € R"
Ug o u‘r(xh s xn) = uc(xr(l)’ e x‘c(n)) = (uTOG(l)’ e u‘coc(n)) = uroc(xl’ e xn)
On en déduit que ug © U; = Uqog-

3. Onaugoug-1 = Ug-1,g = Uidg, = Idg. Ainsi ug est inversible (et (ug) ™ = ug-1.
Pouro, 1€ ©,,
U(007T) = U(gor)-1 = Ur-log-1 = Ug-1 0 U1 = U(0) o U(7)

donc U est bien un morphisme de groupes.
4. Notons (ej, ... , €,) la base canonique de R". Soit ¢ € &,. Pour i € [1,n], us(e;) = e5-1(;). Donc
det(ug) = det(uc_l(l), ,ug—l(n)) = 8(0_1) =¢(o)

car un déterminant est une forme multilinéaire antisymétrique.
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Solution 35

1. f est linéaire par linéarité de I’intégrale.
Soitk € [0,n]. On a

k+1l=0 l

k
kY 1 k+1 _ yk+1) — 1 k+1 1
£ = (D k) = S (BT
Ainsi deg f(XK) = k < net f(X¥) € R,[X]. Par linéarité, f(P) € R,[X] pour tout P € R, [X].

f induit bien un endomorphisme f,, de R, [X].

2. Lexpression de f(XK) trouvée a la question précédente montre que la matrice de f, dans la base canonique est triangulaire supérieure

. . 1 . N < .
et que ses coefficients diagonaux valent k—H(kzl) = 1 pour k variant de 0 a n. Le déterminant de f,, vaut donc 1.

Solution 36

1. On a alors
det(u)? = det(u?) = det(— Idg) = (—1)4mE

Puisque E est un R-espace vectoriel, det(u) € R et donc det(u)? > 0 donc dim E est paire.

2. On utilise la mise sous forme canonique.
2

1 1
Ainsi
det (u+ 5 1de) = det(—71ds) = ()
de sorte que dim E est paire.

REMARQUE. De maniére générale, la méme méthode montre que s’il existe (a, b) € R? et u € L(E) tels que u? + au + bIdg = 0 et
a? — 4b < 0, alors dim E est paire.

Solution 37
4 -2 -1
1. On trouve évidemment A=|1 1 -1
4 —4 1

http://lgarcin.github.io 17


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

2. SoitA € R. On a V(A) = det(A — Al3) donc

V)= 1 1-12 -1

=[1—-21-A -1 Cl « C1+C2+C3

1 -2 -1
=1-1)11-12 -1
1 -4 1-A
1 -2 -1 L L1
—(1_ _ 2 < e~
=1-1|03-12 0 L, « Li—L,
0 -2 2-2A
3-2 0
=1-A
( ) 2 2-A

=1-)2-1M)3B-1)
V’annuledoncen A; = 1,4, =2etA; = 3.

3. Notons Ay la matrice de u — Ay Idg dans la base (eq, e,, e3) pour k € [1,3].

3 -2 -1

OnaA;=|1 0 -1 | Vial’'opération C; < C; + C, + C3, on voit que rg(u — A, Idg) = 2 et que e; + e, + e3 € Ker(u — A, Idg).
4 -4 0

Via le théoréme du rang, dim Ker(u — A, Idg) = 1 et f; = e; + e, + e5 est un vecteur directeur de Ker(u — A, Idg).
2 =2 -1

OnaA, =|1 —1 —1 |. Vial’opération C; « C; + C,, on voit que rg(u — A, Idg) = 2 et que e; + e, € Ker(u — A, 1dg). Via le
4 —4 -1

théoréme du rang, dim Ker(u — A, Idg) = 1 et f, = e; + e, est un vecteur directeur de Ker(u — A, Idg).
1 -2 -1

OnaAz;=|1 —2 —1 |. Vial’opération C, « C, — 2C3, on voit que rg(u — A3 Idg) = 2 et que e, — 2e; € Ker(u — A3 Idg). Viale
4 —4 -2

théoreme du rang, dim Ker(u — A5 Idg) = 1 et f; = e, — 2e; est un vecteur directeur de Ker(u — A, Idg).

4. Vérifions que (fi, f5, f3) est une base de E a I’aide du déterminant.

110
det(el,ez,eg,)(fl’fZ’f.;:) =|11-1|=-1#0
10 2
100
donc (fi, f», f3) est bien une base de E. Puisque u(fi) = Ay fi, pour tout k € [1, 3], la matrice de u dans cette baseest D =] 0 2 0 |.
003
12 0
5. 11 suffit de prendre pour P la matrice de passage de la base (e;, e,, e3) vers labase (fi, 5, fz)ie.P=]1 1 1 | Par pivot de Gauss,
10 -2
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-2 4 2
on trouve P71 = i 3 =2 -1
-1 2 -1
1 0 O
6. Soit n € N. La matrice de u” dans la base (ej, e,, e3) est A”. On prouve par récurrence que A" = PD"P~!. Puisque D" =| 0 2" 0
0 0 3"
On en déduit que
2(3.2" — 1) 401 -2 2(1-2m)
A" = 41_1 —2432"—3" 42" 423" 22" 3"
23" — 1) 41 -3 2(3" + 1)

Déterminants par blocs

Solution 38

a;1B | a;,B c;1D | ¢1D
1. OnaA®B = etC®D = . Un calcul par blocs donne
a21B a22B C21D C22D

_ [ ac;;BD ‘ ac;,BD
ac,;BD ‘ acy,BD

(ayicny + a12¢2)BD ‘ (ay1¢12 + @12¢2,)BD )
(az1€11 + @25651)BD ‘ (@161 + G32¢52)BD

(A®B).(C®D) = ( ) =(AC)® (BD)

en notant ac;; le coefficient en position (i, j) de la matrice AC.

B|O
2. L,®B= (04‘?2) donc det(I, ® B) = (det B)?.
2

Soit u 1’endomorphisme de C* canoniquement associé 2 A ® I,. Notons (e, e,, e, e,) la base canonique de C*. Alors la matrice de u
dans la base (e, €5, e,,e4) est I, ® A. On a donc det(A ® I,) = detu = det(I, ® A) = (det A)? d’apres ce qui précéde.
D’apres la premiére question, A® B = (A ® I,).(I, ® B). Ainsi det(A ® B) = (det A)?(det B)?.

3. Puisqu’une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, d’apres la question précédente, A X B est inversible si
et seulement si A et B le sont. Dans ce cas, on a d’apres la premieére question

(A®B).ATT®@BH=AAH®BBH=LQL =1,

Solution 39

Remarquons que

En passant aux déterminants, on obtient

Il ne s’agit plus que de déterminants triangulaires par blocs :
det(M) det(I,) det(I;) = det(A) det(S)

et finalement det(M) = det(A) det(S).
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Solution 40

Pour tout A € R, posons D; = D + Al et
A B
M, = .
C Dy

det(N;t) = dCt(D)L)

Notons N; = (_D(’-‘: I(:; ) On a clairement

et
AD,-BC B\ _ [AD,-BC B
B 0 D,

car D, C = CD,. Ainsi,
det(M;LN;L) = det(ADA —BO) det(D;L),

or, on a aussi

det(M; N;) = det(M,) det(N; ) = det(M;) det(D,).
Comme le spectre de D est fini, il existe Ay € R, tel que
VA > 4y, det(Dy) #0

et donc
VA > }Lo, det(MA) = det(AD;L — BO).

Cette égalité entre deux fonctions polynomiales en A (il suffit d’appliquer la formule développée du déterminant) étant vérifée sur un ensemble
infini, les deux fonctions sont en fait égales, en particulier pour A = 0 :

det(M) = det(AD — BC).
Inégalités

Solution 41

Supposons n impair et soit A € M,,(R) antisymétrique. Alors
det(AT) = det(—A) = (—=1)"det(A) = — det(A)

donc det(A) = 0. A fortiori, det(A) > 0.

Pour le cas pair, on raisonne par récurrence.

Pour n € N* et (k, 1) € [1,n]? tel que k # L, on notera P; = (8ix(j))1<i,j<n OU Test la transposition de &,, échangeant k et [. La multiplication
a gauche (resp. a droite) d’une matrice de M, (IK) échange les k¥™¢ et ™ lignes (resp. colonnes). On remarque que Py; est symétrique et
inversible car P,fl =1,.

0
Soit A € M,(R) antisymétrique. Alors il existe a € R tel que A = (
—a

a
0 ) donc det(A) = a? > 0.

Supposons maintenant qu’il existe p > 2 tel que toute matrice antisymétrique réelle de taille 2(p — 1) soit de déterminant positif. Soit
A € M,p(R) antisymétrique. Si A = 0, alors det A = 0. Sinon, il existe (i, j) € [1,n]? tel que i < j et A;; # 0. Posons B = Py;P;AP;;Py;.

J U 0 aq;
Comme Py; et P,; sont symétriques, B est antisymétrique. B est donc de la forme (ﬁ) avec ] = ( (;J ) et C antisymétrique.

L, | -I7'U
0 In—z

T J10 Ty-1
D =Q'BQ. Alors D = NE avecE=U'J"'U+C.Or

det(D) = det(Q)? det(B) = det(B)

Comme a;; # 0, J est inversible. Posons Q = ( ) Q est triangulaire a coefficients diagonaux non nuls donc inversible. Posons
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et
det(A) = det(B) det(P;;)* det(P,;)* = det(B)
donc
det(A) = det(D) = det(J) det(E) = A}; det(E)
Or E est antisymétrique car J et C le sont. Par hypothese de récurrence, det(E) > 0 donc det(A) > 0.
Par récurrence, toute matrice antisymétrique réelle de taille paire posséde un déterminant positif.
Solution 42

1. EnposantS = a?+b?>+c’etc=ab+bc+ac,ona:

S
AAT =|¢o
co S
2. Posons & = det(A). On a, par L, « L —oL; pourk =2et3:
c
det(AA) =8 =| o
o1l
1 g o]

=|0 1-0% 0—0?
0 c—0c? 1-a?
=2(c—1)*(c +1/2)

Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
o] <a?+b*+c*=1

donc ¢ € [—1,1]. Notons, pour tout réel o,
P(0) =2(c — 1)*(c + 1/2) = 20° — 3062 + 1.

Comme
P'(c) = 6(c — 1)o,

la fonction P est croissante sur [—1, 0] et décroissante sur [0, 1]. Comme
P(-1)=—4, P(0)=1 et P(1)=0

et P(c) = 82 > 0, on en déduit que

P(o) € [0,1]
et donc que
|8] =/ P(B) € [0,1].
Comatrice
Solution 43

On a
(%) com(A) = det(A) (AT)71,
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det(com(A)) = det(det(A) (AT)™1)
= det(A)" det((AT)™1)
= det(A)" 1,

En appliquant deux fois la formule (), on obtient

com(com(A)) = det(com(A)) (com(A)")~1,

puis
com(com(A)) = det(A)"~! (det(A) A‘l)_1
= det(A)" 1 det(A)t A
= det(A)" 2 A.
Solution 44

1. Le déterminant d’une matrice est une somme de produits de coefficients de cette matrice. Comme les coefficients de A et B sont des
entiers, det A et det B sont également des entiers.

2. On sait que Acom(A)T = (detA)I, et que Bcom(B)" = (detB)I,,. Comme det A AdetB = 1, il existe u,v € Z tels que udet A +
vdetB = 1. En posant U = ucom(A)" et V.= vcom(B)T, on a donc AU + BV = I,,. Les coefficients de com A et com B sont, au
signe pres, des déterminants d’ordre n — 1 extraits de A et B : ce sont donc des entiers. Ainsi U et V sont a coefficients entiers.

Solution 45

Il'y a trois cas.

1
det(A)

* Soit rg(A) = n. Alors A est inversible et com(A) également puisque det(A) # 0 et ( AT> com(A) = I,,. Donc rg(com(A)) = n.

* Soit rg(A) < n — 1. Alors toutes les sous-matrices carrées de taille n — 1 extraites de A sont de déterminant nul. Par conséquent
com(A) = 0 et rg(com(A)) = 0.

* Soit rg(A) = n — 1. Alors on peut extraire de A une sous-matrice carrée inversible de taille n — 1 qui est, au signe pres, un cofacteur
de A. Ainsi com(A) # 0. Puisque det(A) = 0, on a AT com(A) = det(A)I,, = 0. Ainsi Im(com(A)) C Ker(AT). Puisque rg(A") =
rg(A) = n— 1, dimKer(AT) = 1 via le théoréme du rang. Ainsi rg(com(A)) < 1. Puisque com(A) est non nulle, rg(com(A)) = 1.

Divers

Solution 46

1. M(a, b) est inversible si et seulement si det M(a, b) # 0. Or detM(a, b) = |a|®> + |b|>. Donc M(a, b) est inversible si et seulement
si (a,b) # (0,0).

2. D’abord, M(1,0) = I, et pour a, b, ¢, d € C,
M(a, b)M(c, d) = M(ac — bd, bc + ad)

Enfin, pour (a, b) # (0,0)

1 1 a b
-1 _ —
M(@.b)™ = M@ D) ~ [P+ 1op ( b a

a —b
) =M( G T o)

Ceci prouve que X \ {0} est un sous-groupe de GL,(C).
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Solution 47

f est clairement une forme n-linéaire. Montrons qu’elle est alternée. Soit (xy, ..., x,,) € E™. On suppose qu’il existe (i, j) € [1, n]? tel que
i # jetx; = x;. Parmi les termes de la somme définissant f(xy, ..., X), ceux ol n’apparait pas f(x;) ou f(x;) sont nuls d’apres le caractere
alterné du déterminant. Les deux termes restant sont ceux faisant apparaitre f(x;) et f(x;). On obtient I'un & partir de I’autre en échangeant
les vecteurs f(x;) = f(x;) et x; = X; : le caractere alterné du déterminant permet d’affirmer que ces deux termes sont opposés. Il s’ensuit
que f(xy,...,X,) = 0 puis le caractere alterné de f.

En tant que forme n-linéaire alternée, f est proportionnelle a detg. Il existe donc A € K tel que f = Adetg. Pour déterminer cette constante,
il suffit d’évaluer la derniére égalité sur la base de B de E. En notant B = (ey, ..., e,), A = f(ey, ..., e,). Le i®™ terme de la somme définissant
f(ey, ..., e,) est le déterminant de la matrice I,, dans laquelle on a remplacé la i™ colonne par le vecteur colonne composé des coordonnées
de u(e;) dans la base B. En développant ce déterminant par rapport  sa i™ ligne, on trouve qu’il est égale a la i*™ coordonnée de u(e;) dans
la base B. Ceci signifie que A = f(xy, ..., X,) est égal a la somme des coefficients diagonaux de la matrice de u dans la base B. Autrement
dit, A = tr(u).

Solution 48

Remarquons tout d’abord que si M € GL,(Z), alors |det(M)| = 1. En effet, M et M~! sont a coefficients entiers donc leurs déterminants
également et det(M) det(M 1) = det(I,,) = 1.

Soit ¢ : x € R + det(A + AB). Cette application est polynomiale de degré au plus n. De plus, elle prend 2n + 1 fois les valeurs 1 ou —1.
On en déduit que ¢ + 1 ou ¢ — 1 s’annule au moins n + 1 fois. Puisque ¢ + 1 et ¢ — 1 sont de degré au plus n, I’'une de ces deux applications
est nulle. Il existe donc € € {—1,1} tel que ¢ = .

Pour tout x € R*, ¢(1/x) = ¢, ce qui peut encore s’écrire det(B + xA) = ex". Les applications x — det(B + xA) et x — ex” sont
polynomiales et coincident sur R*, elles coincident donc en 0. On en déduit que det(B) = 0.

Solution 49

Puisque A et B sont semblables, il existe P € GL,(C) telle que PA = BP. On peut poser P = Q + iR avec (Q, R) € M,(R)?. Puisque A et B
sont réelles, on obtient QA = BQ et RA = BR par passage aux parties réelle et imaginaire.

Posons D(A) = det(P + AQ) pour tout A € C. Puisque le déterminant est une fonction polynomiale des coefficients de la matrice, D est une
fonction polynomiale. Puisque D(i) # 0, D n’est pas constamment nulle sur C. Elle ne peut pas étre constamment nulle sur R car elle serait
alors nulle sur C puisque R est infini.

Soit donc A € R tel que D(A) # 0. Alors S = Q + AR appartient a M, (R) et est inversible et SA = BS, ce qui prouve que A et B sont
semblables sur R.

Solution 50

1. Soit x € Im f N Ker f. Puique x € Im f, il existe y € R3 tel que x = f(y). Comme f3+ f =0, f3(y) + f(y) = 0i.e. f2(x)+x = 0.
Or x € Ker f donc f(x) = 0 puis f?(x) = 0. Finalement x = 0. Ker f et Im f sont donc en somme directe. D’aprés le théoréme du
rang, dim Ker f + dim Im f = dim R3. On en conclut que R3 = Ker f @ Im f.

2. a. Comme f est non nul, Im f # {0} donc Im f contient un vecteur non nul u.

b. Cela a en fait déja été démontré a la premiere question.

c. Soit A, € R tels que Au + uf(u) = 0. En composant par f, on a également Af(u) + wf?(u) = 0i.e. Af(u) — pu = 0. En
éliminant f(u) dans les deux égalités, on trouve (A% + u?)u = 0. Comme u est non nul, on a A> + u> = 0 etdonc A = w = 0.
Ainsi (u, f(u)) est une famille libre de Im f, d’oti rg f > 2.

3. a. Commerg f = 3, f est un endomorphisme surjectif donc bijectif. En composant f3 + f = 0 par f~!, on aboutit 2 f2 +1d = 0
ie f2=-1Id.
b. On a donc det(f?) = det(—Id) = (—1)3 = —1. Or det(f?) = det(f)? > 0.1l y a donc contradiction.

La seule possibilité est donc rg f = 2. Par le théoréme du rang, dim Ker f = 1.

4. Puisque dim Ker f = 1, il existe v € R3 tel que Ker f = vect(v). De plus, (u, f(u)) est une famille libre de Im f et donc une base de
Im f puisque rg f = 2. Puisque Im f et Ker f sont supplémentaires, (v, f(u), 1) est une base de R3. La matrice de f dans cette base
est bien de la forme voulue.

Solution 51
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2 _ < — pn-1 : 0 _
1. On remarque que K* = pK. On montre alors par récurrence que K" = p"~'K pour n > 1. On a bien entendu K° = T,.

2. Premieére méthode Ona A = p%l(K —1I). D’apres la formule du bindbme de Newton,

1
“(p-1)n
1
“(p—-1)n
1
ICEE
1
C(p—1m
1
RCEIE

Al’l

5o

:k:0

(D", + ), (Z)(—l)"—kKk]

- krzll

corie 3 (o
L k=1

(£ )

(-1, +

[ n l _ n__ (_ n
1+ (=1 = 1))K]

Or K = (p — 1)A + 1. On trouve aprés simplification :

n_(_(=D'p 1 p-1__ V"
A= ((p— 1 p>1p +< p plp— 1)”‘1>A
_ (= 1 _p-1__ (D"
On a donc v, = T + p etuy, p p(p— Dn-1’

Deuxiéme méthode On aK? = pK et K = (p — 1)A + I,,. On en déduit que (p — 1)A* — (p — 2)A — I, = 0. Notons R,, le reste de la
division euclidienne de X" par P = (p — 1)X? — (p — 2)X — 1. On a donc deg R,, < 1. Posons R,, = u,, X + vj,. Les racines de p

sont 1 et —Ll. On adonc R,(1) = 1" =1etR, (—Ll) =
p- p—
(=D"p

T

(=D
p(p— 1)1

p—1

déduit u, =
p

etvy, =

(="
(p—1)n

+ % Comme P(A) = 0, A"

.OrR(1) = u, + v, et R, (—%)
p—

R, (A) = u,A + v,

1
——1u, + U,. On en
p—1

3. On a AX = X. Par récurrence, A"X = X pour tout n € N. Donc la suite (A"X) est constante égale a X. Sa limite est X.

4. Premiere méthode Notons L, ...
* Ly« Li+ X0, L
. LkeLk—%LlpourzskSp;
p—

e Ly <« —(p—1)Lgpour2 <k < p;
. Ll «— Ll - Zi:Z Lk

» Lp les lignes d’une matrice de MP(IR). On effectue les opérations suivantes a la fois sur A et I, :

De cette fagon, la matrice A est transformée en I, et la matrice I, est transformée en la matrice B avec des (2 — p) sur la diagonale
et des 1 ailleurs. Ceci prouve que A est inversible et que A~! = B.

Deuxiéme méthode On a vu précédemment que (p — 1)A? — (p — 2)A — I, =0ie A[(p— 1A —(p—2)I] = I,,. On en déduit que

A est inversible et que A™! = (p — 1)A — (p —

2)I. A~! est la matrice avec des (2 — p) sur la diagonale et des 1 ailleurs.

5. Premiére méthode Lamatrice A(A) = A—AlI, estla matrice avec des —A sur la diagonale et des le ailleurs. La matrice A <— L) est

évidemment de rang 1 < p donc son déterminant est nul. De méme la somme des colonnes de A(1) est nulle donc son
—Ll et A, = 1. Apres calcul, on trouve (A — A,1,)(A — 4,1,) = 0.
p—

est nul. Donc x admet pour racines A,

Deuxiéme méthode Le polyndme P = (p — 1)X? — (p — 2)X — 1 admet A,

A)(X = 13). On en déduit que (A — A;1,)(A —
sinon on aurait A —A,p = 0ou A — L1, =0,

et A, sont des racines de x.
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déterminant

—Ll et A, = 1 pour racines. Donc P = (p — 1)(X —
p—

Ll,) = zﬁP(A) = 0. Les matrices A — A1, et A — 4,1, ne sont pas inversibles
ce qui n’est pas. On en déduit que det(A — A;1,,) = det(A — A,1,) = Oi.e. que A,
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