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ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Produits scalaires

Solution 1

1. Prouvons que {:|-) définit un produit scalaire.
* (-|-) est bilinéaire par bilinéarité du produit sur R et par linéarité de 1’évaluation.
* (-|-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
e SoitP€ E.On a
(P|P) = P2(xq) + ... + P%(x,) > 0,
la forme bilinéaire (-|-) est donc positive.

* Soit P € E. Puisqu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls , on a
(P|P) = P2(xq) + -+ + P?(x,,) = 0

si et seulement si X, ... , X, sont racines de P. Puisque P est de degré inférieur a n et que les x;. sont deux a deux distincts , cette
condition est équivalente 2 P = 0. La forme bilinéaire {:|-) est donc définie.

2. Prouvons que (-|-) définit un produit scalaire.

* (:|-) est bilinéaire par bilinéarité du produit sur R , par linéarité de la dérivation des polyndmes et par linéarité de I’évaluation.
* (-|-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
* SoitP € E.Ona
(P|P) = P*(ap) + ... + (P™)*(a,) > 0,
la forme bilinéaire {:|-) est donc positive.
* Soit P € E tel que
(P|P) = P%(ag) + ... + (P™M)%(a,) = 0.

Puisqu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les réels sont nuls, on a (P()2(a,,) = 0. Puisque P est de
degré inférieur a n, P est une constante , qui est donc nulle d’aprés 1’égalité précédente. P est donc de degré inférieur a n — 1,
et puisque

(P (a,_4) =0,

on en déduit que la constante P~ est nulle et donc que P est de degré inférieur a n — 2. Par une récurrence descendante
immédiate, on prouve que P = 0. La forme bilinéaire (-|-) est donc définie.

3. Prouvons que (- | - ) définit un produit scalaire sur E.

 Lapplication (- | - ) est bilinéaire par linéarité du produit sur R , de I’évaluation et de 1’intégrale.
* La forme bilinéaire (- | - ) est symétrique car le produit sur R est commutatif.

* Soit P € E. Par positivité de I’intégrale , on a
1
(P|P) = f P(t)%dt > 0.
0

La forme bilinéaire ( - | -) est donc positive.

* Reprenons les notations précédentes. Puisque qu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls,
I’égalité (P|P) = 0 est équivalente a
1
f P2(t)dt = 0.
0

La fonction P2 étant continue et positive , la condition est équivalente & P = 0. La forme bilinéaire {|) est donc définie.

4. Prouvons que (+|-) définit un produit scalaire sur E.
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e Soient A,B,C€EetA€ R.Ona

(AJAB + C) = tr(AT(AB + C)) = tr(AATB + ATC)
(par linéarité de la transposition)
= Atr(ATB) + tr(ATC)
(par linéarité de la trace)
= MA[B) + (A[C)

L’ application (:|-) est donc linéaire a droite.
e Soient A,B€ E.On a
(BJA) = tr(BTA) = tr((ATB)T) = tr(ATB) = (A|B)

L application (:|-) est symétrique donc linéaire & gauche puisqu’elle est linéaire a droite.

* Pour tout A = (a; j)1j,j<n €t tout indice 1 <i < n,

n
(ATA);,; = Z ai’i.
k=1

On a donc "

CINEDY znj ap; > 0.

i=1k=1
La forme bilinéaire (-|-) est donc positive.

* Puisque sur R, une somme de carrés est nulle si et seulement si tous les carrés sont nuls, on a, d’apres le calcul précédent,
(A]A) = 0 si et seulement si V1 < k,i < n, ax; = 0, ie A = 0. La forme bilinéaire (:|-) est donc définie.

5. Prouvons que (|-) définit un produit scalaire sur E.

» Lapplication (+|-) est bilinéaire par linéarité du produit sur R, de la dérivation et de I’intégrale.
* La forme bilinéaire (:|-) est symétrique car le produit sur R est commutatif.

* Soit f € E. Par positivité de I’intégrale , on a

1
(1) = FQ)? + f P02t > 0.
0

La forme bilinéaire (| ) est donc positive.

» Reprenons les notations précédentes. Puisque qu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls,
I’égalité (f|f) = 0 implique

1
f)=0 et f f2(t)dt = 0.
0

La fonction f’? étant continue et positive, la deuxieéme condition est équivalente 2 f' = 0, la fonction f est donc constante et
finalement nulle puisque f(1) = 0. La forme bilinéaire (|-) est donc définie.

6. Prouvons que (-|-) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.

» Symétrie : pour tous f et g dans E, on a
1
(flgr= f (f(Dg®) + (g (1)dt
0

1
- f @OF0) + g OF O)dt
0
= (glf)

par commutativité du produit sur le corps (R, +, X).
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* Linéarité : pour tous f,gethdans EetA € R,on a

1
(f+aglhy = | ((f + 2)Oh(®) + (f + Ag)' (DK (1))dt

s—

1
= f (f(ORE) + Ag(Dh(t) + f'(OR' (1)
0
+Ag' (DR (1))

1
_ f (FOR®) + f/(OR (E)dt
0

1
i f ((OR() + g (O (O)dt
0
= (1) + Mglh)

par linéarité de la dérivation, de 1’évaluation et de I’intégrale. Ainsi, (-|-) est linéaire & gauche donc bilinéaire sur E par symétrie.

* Positivité : pour tout f dans E, on a
1
i = [ O+ re> 0
0
par positivité de ’intégrale puisque f2 + (f)? > 0.

* Caractére défini : pour tout f dans E, on a

1
(1) = / (P20 + (FY(O)dt = 0
0

si et seulement si f2+4(f")? = 0 car Iintégrale sur un segment d’une fonction continue et positive est nulle si et seulement si cette
fonction est nulle. Ceci équivaut a

=" =o,
ie f=0.
Inégalités

Solution 2

1. Prouvons que (:|-) définit un produit scalaire sur E.

» Lapplication (+|-) est bilinéaire par linéarité du produit sur R, de la dérivation et de I’intégrale.
* La forme bilinéaire {:|-) est symétrique car le produit sur R est commutatif.

* Soit f € E. Par positivité de I’intégrale , on a

1
(1) = FO2 + f P02t > 0.
0

La forme bilinéaire (| ) est donc positive.

* Reprenons les notations précédentes. Puisque qu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls,
I’égalité (f|f) = 0 implique

1
f)=0 et ff’z(t)dtzo.
0

La fonction f’2 étant continue et positive, la deuxiéme condition est équivalente & f’ = 0, la fonction f est donc constante et
finalement nulle puisque f(1) = 0. La forme bilinéaire {:|-) est donc définie.
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2. Appliquons I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions de E définies par
fEE, g:te[0,1] —t.
Puisque
1
=+ [
0
puis
1
P =2+ [ o
0

et finalement
lgl* =1+1=2,
I’inégalité s’écrit
1 2 1
(ro+ [ roa) <2(ra+ [ o)
0 0

Solution 3

1. D’une part,on a :

1£G0) = fFOII? = (f ) = fO) fG) = )
= [fCOI? = 2(f (), fO) + IfF WI?
_ 1 ) (x,y) 1
Il iyl liyli2”

D’autre parton a :

(nx —yl )2 _ 2l =260, ) + Iyl
Iy EIREIE
_ 1 Xy 4 1
2 Tyl Jx2

D’ou la conclusion.

2. Remarquons tout d’abord que 1’inégalité est évidente si deux des vecteurs a, b, ¢, d sont égaux. On les suppose maintenant deux a deux
distincts. Soient x, y, z € E \ {0}. Linégalité triangulaire donne

15 = fFOII < 1f ) = fF@I + 1/ (2) = fFWDI

qui devient en utilisant la premiére question :
=yl o Ix=z] , llz=JI
Iyl = lxliizll 2yl

En multipliant par ||x||||[y||||z||, on obtient :

Iz[lllx =yl < Iyllllx =zl + x|z — ¥
Enposantx =b—a,y =d —aetz = c— a, on obtient le résultat voulu.

Solution 4

Si la famille (xy, ..., X;,) est liée, alors detg(xy, ..., X,) = 0 et I'inégalité est trivialement vérifiée.

Sinon, on peut orthonormaliser la famille (x;, ... , X,;) en une base orthonormale B’ = (ey, ... ,e,) de E. Notons M la matrice de (xy, ... , X;)
dans la base B, Q la matrice de passage de la base B vers la base B’ et R la matrice de (x, ... , X,,;) dans la base B’. On adonc M = QR puis
detg(xq, ..., x,) = det(M) = det(Q) det(R). Puisque B et B’ sont des bases orthonormales, Q est orthogonale et donc det(Q) = +1. De plus,
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par procédé de Gram-Schmidt, la matrice R est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont (x;,e;), ...,

que
n
detg(xq, ..., X,) = H(x,-,ei>
i=1
puis par inégalité de Cauchy-Schwarz

n n
detg(xy, . X0) < [ [ Ibxilllell = T T il
i=1 i=1

Solution 5

(Xps€,). On en déduit

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux

on obtient

d’ou, en élevant au carré,

Solution 6

En appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz aux

on aboutit a

d’ou, en élevant au carré,

=N
/N
—
1=
=
\t/
—
1=
5|~
SNS——

Solution 7

En appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz aux réels

on aboutit a

d’ou, en élevant au carré,

d’ou le résultat.

Solution 8

D’apres-Cauchy-Schwarz,

fabf o | 7752 (f VI

o] 0

1
Donc la borne inférieure de 1’énoncé existe. Elle est atteint si \/7 et — sont colinéaires : il suffit par exemple de prendre f = 1 sur [a, b].
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Solution 9

Ona

t
vt € [a,b], f(t) =f f'(w)du.

Appliquons alors I’inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient

soit

120 < ( f tdu)( / tf’z(u)du),

£ < (1= ) f PRy

Comme f2>0eta<t<b,ona

f ' Fdu < f "

b
Vi € [a,bl, fA0)<(t—a) / Fu)du,

puis, par positivité de I’intégrale,

fb fA(Hdt € (/b(t - a)dt) /b f?(w)du

et donc

b b
fa frudu < =2 / £ 2w

Bases orthonormales

Solution 10

Soit u I’endomorphisme de E tel que u(3B) = B’. u transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée directe donc u
est une isométrie vectorielle directe donc det(u) = 1. Or det(u) = detg(B').

On a detg, = detg(B')detg. Donc detg: = dets.

REMARQUE. On en déduit que le déterminant dans une base orthonormée directe ne dépend pas du choix de cette base. Le déterminant
de n vecteurs uy, ... , u,, dans une base orthonormée quelconque s’appelle le produit mixte de ces vecteurs et est noté [x, ... , X, ].

Cette application est linéaire car le déterminant est linéaire par rapport a chacune de ses variables et notamment par rapport a la derniere.
De plus, elle est a valeurs dans R. C’est donc une forme linéaire.

C’est tout simplement le théoréme de Riesz.

Démontrons simplement la linéarité par rapport a la premiére variable. Soient X1, ..., X,_; € E, x] € Eet A, € R. Pour tout x € E,
detg(Ax; + Uxy, Xy, ... , Xp) = Adetg(xy, Xy, ..., X,,) + pdetg(x], Xy, ..., Xp)

Notons u = (Ax] + WX AX3A e AXp_1, U = X{AX3 A e AXp_q €L W = X] AXy A ... AX,_q. Ainsi pour tout x € E, (u,x) =
M, x) + ww, x) i.e. (u — (Av + pw), x) = 0. Donc u — (Av + pw) € E = {0}. On a donc u = Av + pw, ce qui prouve bien la linéarité
par rapport a la premiere variable. La linéarité par rapport aux autres variables se traite de la méme maniere.

Soient Xy, ..., X,_; € E tels que deux vecteurs parmi ceux-ci soient égaux. On a donc det(xy, ..., X,,_1, X) = 0 pour tout x € E puisque
le déterminant est une forme multilinéaire alternée. Ceci signifie que (x; A ... AX,,_1, X) = 0 pour tout x € E. Ainsi X; A ... Ax,_; = 0.
L application de 1I’énoncé est bien alternée.
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Solution 11

1. Lapplication (., .) est clairement symétrique. Elle est bilinéaire puisque la dérivation et I’évaluation en a sont linéaires. Elle est évi-
demment positive. Soit enfin P € R,[X] tel que (P,P) = 0. On a donc P(a) = P'(a) = --- = P™(a) = 0. Ainsi a est une racine
d’ordre au moins n + 1 de PetdegP < ndonc P = 0.

2. La famille ((X — a)k) est clairement orthonormée. Puisqu’elle contient n+ 1 éléments et que dim R,[X] = n+1, ¢’est une base.

0<k<n

Solution 12

1. En développant ||x + ||, on prouve sans peine que

I + II2 — xl® — iyl
2

(x|y)=

et I’on en déduit que
n

V(x,y) € E2 (x| y) = Y (x| ey | e)

i=1
2. Soit x € E. Posons

z= x—Z(x | e;de;

i=1

Ona
n n n 2 n n 2
Iz||* = Z(Z | ex)? = Z <x - Z(X | epe; | ek> = Z ((x | ex) — Z(x | ex)ex | €i>)
k=1 k=1 i=1 k=1 i=1
=D (xle)—(xle)?=0
k=1
Ainsi z = 0.

3. D’apres la question précédente, la famille (ey); <<y, est génératrice de E. Comme n = dim(E), cette famille est une base de E. Pour

toutl <k<n,ona
n

e = ) (ex | epe;

i=1

Ainsi, par identification des coordonées dans la base (ey, ... , ),
V1<i<n, {ele) =0,
Comme cela est valable pour tout 1 < k < n, on en déduit que la famille (ey, ..., e,,) est une base orthonormée de E.

Solution 13

1. Prouvons que (:|-) définit un produit scalaire.
* (-|-) est bilinéaire par bilinéarité du produit sur R et par linéarité de 1’évaluation.
* (-|-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
* Soit P € E. On a (P|P) = P2(—1) + P?(0) + P?(1) > 0, la forme bilinéaire (-|-) est donc positive.
* Soit P € E. Puisqu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls , on a

(P|P) = P?(-1) + P?(0) + P?(1) = 0

si et seulement si 0, 1, —1 sont racines de P. Puisque P est de degré inférieur & deux , cette condition est équivalente a P = 0. La
forme bilinéaire (-|-) est donc définie.
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2. Orthonormalisons la base canonique de E par le procédé de Gram-Schmidt.

* Premiére étape. On pose
1 1

[ =—=—.
G

* Deuxiéme étape. Notons p; la projection orthogonale sur vect(I3). Posons n; = X — p;(X). On a

l’ll =X—<X|F1>F1 =X—0F1 = X

Puisque ||n;]| = \/E, on compléte (I7) par
ny X

L=—=—.
2= Tl = V2

* Troisiéme étape. Notons p, la projection orthogonale sur vect(I}, I). Posons n, = X? — p,(X?). On a

np; = X? — <X2|F1> - = <X2|F2> -

2
=X’-—=-T1-0-5
3
2
=X2-=z.
3

Puisque ||n,|| = V2/3, on complete (I3, ) par

L= 12 = +/3/2(x2 — 2/3).

nel
La famille (I3, [}, I3) est une base orthonormée de E.

3. Posons
L Xx-1 _X(X+1)
- 2 2
Il s’agit des polyndmes de Lagrange associés aux réels +1 et 0. Cette famille est clairement orthonormée pour le produit scalaire (-|-)
, elle est donc libre dans E qui est de dimension trois : il s’agit d’'une base orthonormée de E.

5 Ll et L0=1—X2.

REMARQUE. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est lourd en calculs au-dela de trois vecteurs...Il faut parfois avoir
un peu de culture — voire du flair ! — mais surtout suivre les indications de 1’énoncé pour trouver des bases orthonormées.

Sous-espaces orthogonaux

Solution 14

1. Prouvons que - | - ) définit un produit scalaire sur E.

» Lapplication (- | - ) est bilinéaire par linéarité du produit sur R, de 1’évaluation et de I’intégrale.
* La forme bilinéaire (- | - ) est symétrique car le produit sur R est commutatif.

* Soit f € E. Par positivité de I’intégrale , on a
1
i = [ fwrao
0

La forme bilinéaire ( - | - ) est donc positive.

* Reprenons les notations précédentes. Puisque qu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls,
I’égalité (f|f) = 0 est équivalente &

1
f fA(tdt =o0.
0

La fonction f? étant continue et positive la condition est équivalente 4 f = 0. La forme bilinéaire (, ) est donc définie.
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2. Calcul de F+.

a. Soit f € F1. On a alors
Vg €F, (flg)=0.

Comme Vg € F, on a fg € F (car (fg)(0) = 0), on en déduit que :

VgEF, (flfg)=0.

Puisque Vg € F,

1 1
0=(flfg) = f FOF gt = f FAOg0dt
0 0
=(f?lg)
ona f? € Ft.

b. Notons g, : [0,1] — R définie par go(t) = . On a clairement g, € F. Ainsi, pour f € F*, on déduit de la question précédente
que (f%,g0) =0, i.e.

1
f tf3(t)dt = 0.

0

Comme f2g, est continue et positive, on en déduit que f2g, = 0 et donc que :
vt € [0,1], tf3(t) = 0.

En particulier, f(t) = 0 pour tout 0 < ¢t < 1. On en déduit que f(0) = 0 par continuité de f en 0. Ainsi f = 0, ce qui achéve de
prouver que F+ = {0}.

3. Non, car en dimension finie, on a FL = {0} si et seulement si F = E, ce qui n’est manifestement pas le cas.

Solution 15

s est clairement linéaire et s* = Idp¢, (ry donc s est une symétrie. Soit S € Ker(s — Idyg,r)) et A € Ker(s + Idpg, (w). Ainsi ST = Set
AT = —A. Par conséquent (S,A) = tr(STA) = tr(SA) et (A,S) = tr(ATS) = —tr(AS) = —tr(SA). Donc (S,A) = 0. Ceci signifie que
Ker(s — Idyg, (r)) et Ker(s + Idyg, (r) sont orthogonaux I’un a I’autre : s est une symétrie orthogonale.

Solution 16

n
1. Posons A = matg(f) et B = (ey, ..., ¢,). Comme 3B est une base orthonormale, pour tout j € [[1,n], f(¢) = Z(f(ej), e;e;. On en
i=1
déduit que pour tout (i, j) € [[1, n]?,
ajj = <f(€j), €)= <€j,f(€i)> = (f(e)s ej> = Gji

Ainsi A est symétrique.

2. Soitx € Ker f ety € Im f. 1l existe donc z € E tel que y = f(2z). Ainsi
(x,y) = (x, f(2)) = (f(x), ) = (05, 2)0
Ainsi Ker f C (Im f)*. De plus, dim(Im f)* = n — dimIm f = dim Ker f d’apres le théoréme du rang. Ainsi Ker f = (Im f)*.

Solution 17

1. Supposons F C G. Soit x € G*. Alors x est orthogonal a tout vecteur de G et a fortiori de F donc x € F*. Ainsi G C F*.
Supposons F et G de dimension finie et Gt C FL. D’apres ce qui précede, (FL)t ¢ (G1)L. Mais F et G étant de dimension finie,
(FL)L = Fet (GY)* = G.
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2. On sait que F C F + G donc (F + G)! C F* d’apreés la question précédente. De méme, G C F + G donc (F + G)* c G*. Ainsi
(F+G)t c FtnGt
Soit x € F+ N G*. Soit y € F + G. Il existe donc (u,v) € FX G tel que y = u + v. Alors {x,y) = {x,u) + (x,0). Orx E Ftetu € F
donc (x,u) = 0. De méme, x € G* et v € G donc {x,v) = 0. Ainsi {(x,y) = 0. Ceci étant vrai pour tout y € F + G, x € (F + G)*.
Dot FL NGt c (F+ G)L.
Par double inclusion, (F + G)* = F+ N G*.

3. FNn G C Fdonc F* C (F n G)* d’apres la premiére question. De méme, FN' G C G donc Gt C (F N G)*. On en déduit que
FL + Gt c (FNnG).
Supposons E de dimension finie. Alors

dim(F* 4+ Gt) = dimFt + dim G* — dim(F* N G1)
Or d’apreés la question précédente, F- N G+ = (F + G)* donc

dim(F* + G1) = dimF! + dim G+ — dim(F + G)*
= (dimE — dim F) + (dim E — dim G) — (dim E — dim(F + G))
= dimE — (dimF + dim G — dim(F + G))
=dimE — dim(F N G) = dim(F N G)*

Puisqu’on a précédemment montré que F+ + G c (F n G)*, on peut conclure que (FN G)t = F+ + G*.

Projecteurs orthogonaux

Solution 18

Notons p la projection orthogonale sur vect(u) et P sa matrice dans B. Comme (1) est une base orthonormale de vect(u), on a, pour x € E,
p(x) = {x, u)u. Notons X le vecteur colonne associé i un vecteur x de E. On a PX = (U'X)U = U(UTX) = UU'X. La matrice de P dans
B est donc UUY.

Solution 19

* Prouvons que 1. = 2.
Lorsque p est une projection orthogonale de E, on a Im(idg — p) = Ker(p) = Im(p)* donc, pour tout x et y dans E, p(x) Ly — p(y) ie

(P()y) = (p(X)| p(»))-

Cette expression étant symétrique en (x,y), on a

(pM)y) = (p()Ip(¥)) = (p(M)|p(x)) = (p(Y)]x)
= (x|p(y))

* Prouvons que 2. = 3.
Soit x dans E. Appliquons le 2. 2 x et y = p(x). On a
IpGOI? = (p()p(x)) = (x| p(x))-

ainsi, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
GO < flxll - IpGOI-

Si p(x) = 0, I’inégalité 3. est banalement vérifiée. Si p(x) # 0, ||p(x)|| > 0 et en divisant membre & membre 1’inégalité précédente,
on aboutit a

PGl < flx]|-
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* Prouvons que 3. = 1.

Soient x € Imp,y € KerpetA € R. Siy =0, alors xLy.
Supposons maintenant y # 0. D’une part,

IpCx + AW)II* = [1x]?

et d’autre part,
lx + Ay[1? = Ix]1* + 2A(x[y) + A%|ly|1?

D’apres 2., 2A(x|y) + A2||y[|?> > 0 pour tout A € R. Le discriminant de ce trindme du second degré en A est donc négatif, ce qui impose
(x|y)? < 0 et donc (x|y) = 0. On a donc x_Ly. On en déduit que Im p L Ker p et donc que p est une projection orthogonale.

Solution 20

Commencons par établir un plan de bataille...Il nous faut calculer une base orthonormée de F afin de calculer le projecteur orthogonal p sur
F. On commence donc par déterminer une base de F qu’il faudra ensuite orthonormaliser par le procédé de Schmidt.

o Détermination d’une base de F. 11 est clair que le systéme d’équations définissant F est équivalent &
X1+ X3 =Xx;+x4=0.
Un vecteur X appartient donc a F si et seulement si il est de la forme
X =x(1,0,-1,0) + x,(0,1,0,—1)

oll X1, X%, € R. Posons
u=(1,0,-1,0) et v=(0,1,0,—1).
La famille (u, v) est clairement libre et génératrice de F , il s’ agit d’une base de ce sous-espace de R*.

* Détermination d’une base orthonormée de F. La base (u, v) est clairement orthogonale. Puisque I'on a |Ju|| = |v] = \/E, la famille
formée par

u = (1/N2,0,-1/7/2,0) et v' = (0,1/4/2,0,-1/1/2).

est une base orthonormée de F.

* Calcul de p. Pour tout vecteur x de E, on a
p(x) = (x|u")u’ + (x[v")v'".

Ainsi , en notant B = (e}, e,, €3, €4) la base canonique de E, on a

p(el) = (1/2a O’_l/za 0) ) p(eZ) = (O’ 1/2, 0’_1/2)’

puis
p(e3) = (-1/2,0,1/2,0) et p(ey) = (0,—1/2,0,1/2).
Ainsi
1 0 -1 0
t5(p) 1 0 1 0 -1
ma ==
2PE3 210 1 0
0 -1 0 1
Optimisation
Solution 21

Remarquons déja que
(aX?+bX+c|aX?+b'X+c)=aa +bb +cc

puisque la base canonique de R,[X] est orthonormale d’aprés 1’énoncé. Pour les mémes raisons

|aX? + bX + c|* = a® + b* + ¢?
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1. Pout tout P € E, la formule de Taylor s’écrit

P//(l)

P=P1)+P(1)X-1)+ T(X —1)?

Ainsi les polyndomes P, = X — 1 et P, = (X — 1)? engendrent F. La famille (P, P,) est clairement libre : ¢’est donc une base de F.

2. Premiere méthode
D’apres le cours, la quantité ||X — P|| est minimale lorsque P = mtp(X), ol T désigne le projecteur orthogonal sur F. Orthonormalisons
la famille (P, P,) par le procédé de Gram-Schmidt. Posons

P X-1

VETRIT G

Notons 7; la projection orthogonale sur vect(P;). Posons
n=X-1?-m(X-1?%
=X -1 —(X-1?1 Q)Y
=X-12%+ %(X—l)
=X>-X/2-1/2

Notons ensuite

Q= ﬁ= V2/3n

On a
p(X) = (X | Q)Q; + (X | Q2)Q,
D Sl R e
== ;X —X/2-1/2)
=-X%/3+4+2/3X—-1/3
Ainsi 5
X —7mp(X) = #
et 1
8= X - mp(X)] = —=

V3

Deuxiéme méthode

On peut également remarquer que 8 = ||tp.(X)| ol Tp. désigne le projecteur orthogonal sur FL. En effet, F* est une droite vectorielle
et il est donc plus facile de calculer un projeté orthogonal sur F* plutdt que sur F. Soit Q = aX? + bX + ¢ un vecteur directeur de F*.
Q est donc orthogonal 3 X — 1 et (X — 1)? ce qui donne

b—c=0
a—-2b+c=0

et donc a = b = ¢. On peut donc prendre Q = X? + X + 1. Ainsi

= |@lx9) 1
EIRRNG

Troisieme méthode
Notons Q = aX? + bX + c le projeté orthogonal de X sur F* de sorte que = ||Q|. Q est orthogonal a P, et P, de sorte que

b—c=0
a—2b+c=0

X2+X+1

etdonc a = b = c. Par ailleurs, X — Q € Fdonc a + b + ¢ = 1. On en déduit que Q = 3

puis & =

=
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Solution 22

T
Soit E = €([0; 7], R). On munit E du produit scalaire (f, g) — f f(x)g(x) dx.On pose pour (a, b) € R?
0

[0,m1] — R
x — ax®+bx

Jap: {

et
F={fup (ab) € R%} = veci(f;, /)

avec fy = fo1 et o = fio. F est un sous-espace vectoriel de E et ¢(a, b) = || sin —f; p||>. Le minimum de ¢ est donc atteint quand f, j, est la
projection orthogonale de sin sur F et vaut alors d(x, F)? = || sin —pg(sin)||? ot py est la projection orthogonale sur F.
Premiere méthode

On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt pour orthonormaliser la famille (f;, f,). On pose donc e; = ”{0—1” ete, = ”§+“ avec
1
g = fo — (fr,e1)e;. Alors pr(sin) = (sin, e;)e; + (sin, e,)e,. D apres le théoréme de Pythagore,
Isin —pg(sin)||* = ||sin ||* — || pr(sin)|>
= || sin ||* — (sin, e;)? — (sin, e,)?
) (sin, fi)*  (sin, g)?
= || sin||* — - >
1Al lgll
_ sin [ SimA)? _ (Gsin, fo) = (o en)sin, e1))”
A1 1517 = (for e1)?
, Lol DinfD)
. 2 ((mn,fz) — —)
= |sin|? - (sin, f;> _ ||f1\|22
Al P G2h?
1102
. . 2
_ psinp = S0 (AIPGin £) = (. )i, )
1Al AN AAIPIANZ = (o D)
A I’aide éventuellement d’intégrations par parties, on trouve
PR , ™ , ™ it . . 2
Isin|*= > AN == 1217 = = )= (sin, fi) = m (sin, fo) =" — 4
On trouve finalement s 160 1280
ind = 2 T_°, 0 2%
Iﬁlzan_d(x’F) =2 TRt 5
Seconde méthode
On sait qu’il existe (a, b) € R? tel que pp(sin) = af, + bf;. De plus, sin —pg(sin) € F* = vect(f;, f,)* donc
{(Sin —Pr(sin), fi) = 0
(sin —pg(sin), ) = 0
Ceci équivaut a
{a<fz’f1> +bllfil* = (sin, fi)
all Ll + b(f, fo) = (sin, fo)
Or on a trouvé précédemment que
73 7 4 , ,
IAI? = = A7 == h.h=— (sin, i) = m (sin, fo) = m* — 4
3 5 4
Ainsi
7T—4a + 7T—ab =7
4 37
o omt )
?a + Zb =7“—-4
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La résolution de ce systéme donne

20 320 12, 240
BT et

A nouveau en vertu du théoréme de Pythagore

[Isin —pr(sin)||* = || sin |* — | pr(sin)||*

= [Isin|* —llaf + bA|?
Isin[[> = @[ f5]1* — 2ab(f. f2) = B Al
m_8 160 1280

2 o om 5

Solution 23

1. E est une partie non vide de R minorée par 0. Elle admet une borne inférieure.

2. Si (8) admet une solution, alors K = 0. Les pseudo-solutions de (8) sont donc les éléments X de M, ;(R) tels que [AX —B||> = 0 i.e.
tels que AX — B = 0. Ce sont donc les solutions de (8).

3. Premiere méthode
Puisque {AX,X € M, ;(R)} = ImA, on peut affirmer que X € M, ;(R) est pseudo-solution de (8) si et seulement si AX est la
projection de B sur Im A. Or AX est la projection de B sur Im A si et seulement si AX — B est orthogonal a ImA. Or AX — B est
orthogonal & Im A si et seulement si il est orthogonal a chaque colonne de A puisque les colonnes de A engendrent Im A. Ainsi
X € M, ;(R) est pseudo-solution de (8) si et seulement si AT(AX — B) = 0 i.e. si et seulement si X est solution de (S").
Seconde méthode
Supposons que X soit solution de (8') i.e. AT(AX — B) = 0. Alors pour tout Y € My 1(R)

IAY - B|* = JA(Y - X) + AX - B||?
= [AQY = X)I* + [AX — B* + 2(A(Y — X), AX — B)
= |A(Y = X)|I” + |AX = B|* + 2(Y = X) TAT(AX - B)
= |A(Y - X)|I* + |[AX — B|* > |AX — B||?

Ainsi X est pseudo-solution de (8).
Supposons que X soit pseudo-solution de (8). Alors pour tout A € R et tout Y € M, ;(R),

IACX + 1Y) - B||* > |AX - B||?
ou encore
I(AX - B) + AAY|? > |AX — B|]?

ce qui donne via une identité remarquable
2MAY, AX — B) + A2|AY|? > 0

Si on fixe Y, la derniére inégalité étant vraie pour tout A € R, on a nécessairement (AY, AX — B) = 0. Ainsi pour tout Y € M, ;(R),

(AY, AX — B) = 0 ou encore (Y, AT(AX — B) = 0, ce qui prouve que AT(AX — B) = 0 et que X est solution de (8").

4. Soit X € Ker A. On a donc AX = 0 puis ATAX = 0 donc X € Ker ATA. Ainsi Ker A C Ker ATA.
Soit maintenant X € Ker ATA. On a donc ATAX = 0 puis X' ATAX = 0. Notons Y = AX. Ainsi Y'Y = Oi.e. [Y|? =0donc Y = 0
i.e. AX = 0. D’ott X € Ker A. Ainsi Ker ATA C KerA.
Finalement, Ker A = Ker ATA et rg A = rg AT A via le théoréme du rang.

5. Sirg(A) = n, alors rg(ATA) = n. La matrice AT A est une matrice carrée de taille n et de rang n le systéme (8’) est donc de Cramer :
il admet une unique solution i.e. (8) admet une unique pseudo-solution.

Solution 24

p
Comme E est ouvert, un minimum de f est forcément un minimum local et donc un point critique. Pour x € E, Vf(x) = ZZ(x - X;).
i=1
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p
L’unique point critique de f sur E estdonc m = — Z x;. Il suffit donc de vérifier que m est bien un minimum : il sera nécessairement unique.
i=1

Pour x € E
f(x)=;plllx—m+m—xill2
= Zp;(ﬂx —m|? +2(x = m,m - x;) + [|m - x;||*)
= pllx—mllz+f(m)+<x—m,zp}m—xi>
= pllx —m|* + f(m) 2 f(m) -
p

car Z m — x; = 0. Ceci prouve que f atteint bien son minimum en m.
i=1

Solution 25

Pour x € E,
p
f) =D lIx=m+m—x|?

i=1
= Z (IIx = m||*> + 2(x — m,m — x;) + |m — x;||?)

p
=1

i

p
= pllx — m|? +f(m)+<x—m,Zm—xi>

i=1
= pllx —m|* + f(m) > f(m)
b
car Z m — x; = 0. Ceci prouve que f atteint bien son minimum en m.
i=1

Familles de vecteurs

Solution 26

P
1. * Supposons que la famille (x;, ..., xp) soit liée. Il existe donc A5, ... , A, € R non tous nuls tels que Z A;x; = Og. On a alors pour
j=1
touti € [[1,n] :

p
D A(xilx) =0
Jj=1

p
Sionnote (Cy, ..., Cp) les colonnes de la matrice Gp (X, ... , Xp), on a donc Z A;Cj = 0. Les colonnes de la matrice Gp (X1, ... , Xp)
j=1
sont liées donc det Gp(xy, ..., xp) = 0.

* Réciproquement, supposons que det G = 0. Alors les colonnes Cy, ..., C,, de G sont li€es. Il existe donc 44, ..., A, € R non tous

p
nuls tels que Z 2;C; = 0. On en déduit comme précédemment que pour tout i € [1, p] :
Jj=1

p
Z Ai(xilx) =0
=

p p
Posons z = Z Ajx;. L égalité précédente signifie que (z|x;) = 0 pour 1 < i < p. Par linéarité, on a donc (z| Z Aix;) = Oi.e.
j=1 i=1
|z]|? = 0. Donc z = 0, ce qui signifie que (x1, ..., xp) est liée.
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n
2. a Pourl<j<px= Z(xj|ei)ei puisque 3B est orthonormée. Donc A = ((xjle;));<;, j<p- De plus,
i=1

(xilx) = D (xile)(xilex)
=1

Ceci signifie que G, (xy, ..., Xp) = ATA.
b. OnadetG,(xy, ..., Xp) = det(AT) det(A) = (det A)%. Comme Xy, ..., x,, est libre, c’est une base de F et donc det A # 0. Ainsi
detGp(xl, s Xp) > 0.

3. a. < Six €F,lesdeux déterminants sont nuls.
* Six ¢ F, notons B une base orthonormée de vect(x, X;, ..., Xp) et posons comme précédemment A = matg(X, X1, ... , Xp)-
On a alors également Gp,1(X, X1, ..., Xp) = ATA. Notons également A’ = matg(x — 7(x), X1, ... , Xp) de sorte que Gpq(x—
(%), X1, ..., Xp) = (A)TA.

14
Comme 7(x) € F et que (x4, ..., xp) est une base de F, il existe A, ... , A, € R tel que t(x) = z A;x;. Notons C, Cy, ..., C,

i=1
n

les colonnes de A : la matrice A’ s’obtient a partir de A en effectuant I’opération de pivot C « C — Z A;C;. On en déduit
i=1

que det(A") = det(A) puis que det Gpp1(xX, X1, ..., Xp) = det Gpy1(x — 7(X), X1, ..o, Xp).
b. Comme x — m(x) € F*, ona x — m(x) L x; pour tout i € [1, p]. On en déduit que

lIx — (0|2 \ 0..0
Gyt (5 — (X0 X1, e ) 0
p+1 — 53 X1y eees p =
Gp(xl, s Xp)
0

On a donc det G (x —71(X), X1, ..., Xp) = [|x —7(x)||*> det Gp(x;, ... , Xp). On conlut en remarquant que d(x, F)* = [|lx —7(x)||*.

Solution 27

1. Onau+ v = 0. Donc ||u|? = —(u,v) = — Z oya(x;, X;). Or pour (i, j) € T X J, a;a(x;, x;) > 0. Ainsi si I et J sont non vides,
(i,j)eIxJ
[ul> < 0, ce qui est absurde.

2. Supposons que I soit non vide. Alors J est vide. On a donc v = 0 puis u = 0. Donc (u, x,) = 0. Or (u, xp,) = Z ai{x;, Xp). Mais pour

iel
i €J, ay{x;, xp) < 0. Comme I est non vide, (u, xp> < 0.1y a donc contradiction. Ainsi I est vide. On démontre de méme que J est
vide.

3. Comme I et J sont vides, a; = 0 pour tout i € [[1, p — 1]|. Ceci signifie que la famille (x, ..., x,_;) est libre.

Solution 28

1. Ona A = ((xj, e;))1<i<n- De plus, comme B est orthonormée, pour tout (i, j) € [1, p]]2 :
1<j<p

n

<xi’xj> = 2<xi’ek><xj’ ex)

k=1
Ceci signifie que G(xy, ..., X,) = ATA.

2. Si (x4, ..., Xp) est li€e, alors rg A < p. Par conséquent, rg G(xy, ..., Xp) = rg(ATA) < rg A < p. Ceci signifie que G(xy, ... , Xp) est
non inversible. Donc det G(xy, ..., xp) = 0.
Si (xy, ..., Xp) est libre, alors A est une matrice carrée inversible. Donc det(A) # 0. Par conséquent, det G(x, ..., Xp) = det(ATA) =

det(A)? > 0.
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3. Onposex =y+zavecy € Fetz € F1. Onaalors :
det G(x, ... ,xp,x) = det G(x, ... ,xp,y) + det G(x, ... ,xp,z)

Comme y € F, la famille (x, ... ,xp,y) est liée et det G(xy, ... ,xp,y) = 0. De plus, det G(xy, ... ,xp,z) = ||z|| det G(x1, ... ,xp), le
déterminant étant diagonal par blocs. On conclut en remarquant que d(x, F)? = |z||%.

Solution 29

1
1. La symétrie de ¢ est évidente. La bilinéarité de ¢ provient de la linéarité de I’intégrale. Pour P € R,,[X], f P(#)Q(t) dt > 0 donc ¢

-1
1

est positive. Soit P € R,[X] tel que f P()Q(t) dt = 0. Comme P? est continue positive qur [—1, 1], on en déduit que P? est nulle
-1

sur [—1, 1]. Le polynéme P? admet donc une infinité de racines : il est donc nul. Par conséquent, P est également nul. Ceci prouve que

¢ est définie.

¢ est donc un produit scalaire.

2. 1 et —1 sont des racines de multiplicité n de Q,,. On en déduit que lek)(—l) = Qslk)(l) =0 pourk < n.

3. Soit k,1 € [[0, n] avec k # L. On peut supposer k < [.
Supposons | > 1 pour se donner une idée de la marche a suivre. On utilise une intégration par parties :

1 1
@m = [ Qoo a=[oPoa 0] - [ o nef 0 a
-1 - -1

Orl—1 <ldonc le_l)(—l) = le_l)(l) = 0 d’apres la question précédente. Ainsi (Qg{), le)) = —(Qgckﬂ), le_l))
On peut donc prouver a 1’aide d’une récurrence finie que (Q(kk), le)) = (—1)l<Q§<k+l): Q). Or k < ldonc k + 1 > 2k. Puisque
deg Qi = 2k, Q(kk+l) = 0. On a donc (P, P) = 0.

Les Py sont donc orthogonaux deux a deux. La famille (Py)g<k <y, est donc orthogonale. De plus, deg Q; = 2k donc deg P, = deg Qg{k) =
k. La famille (P;)o<k<p est une famille de polyndmes & degrés étagés : elle est donc libre. Comme elle comporte 1 + 1 éléments et que
dim R, [X] = n + 1, c’est une base orthogonale de R, [X].

Endomorphismes remarquables

Solution 30

1. Soientx,y,z € Eet A, u € R.

(z,u(Ax + W)y = — (u(z2), Ax + wy) par antisymétrie
= A u(z), x) — u{u(z),y) par bilinéarité du produit scalaire
= Az, u(x)) + u(z, u(y)) par antisymétrie

On a donc {z, u(Ax + uy) — Au(x) — i(y)) = 0 pour tout z € E. Comme E+ = {05}, u(Ax + puy) — Au(x) — u(y) = 0g. Do la linéarité
de u.

2. (i) = (ii) Soient x,y € E. Alors (u(x + y), x + y) = 0. Or, par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire :
u(x + ), x + y) = (u(x), x) + u(x), y) + ), x) + @), y) = W), y) + ), x)

D’ou I’antisymétrie de u.
(if) = (iii) On a vu dans la question précédente que u était linéaire. Soit B = (ey, ... , €,) une base orthonormée de E et A la matrice
n
de u dans cette base. Comme B est orthonormée, u(e)) = Y. (u(e), e;)e; pour 1 < j < n. On en déduit que a;; = (u(e)), e;)
i=1
pour 1 < i, j < n. Or, par antisymétrie de u, (u(ej),ei> = - <u(el-), ej> i.e. a;j = —agj;pour 1 < i, j < n. On en déduit que A est
antisymétrique.
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(iif) = (i) u est bien linéaire par hypothese. Soient B une base orthonormale de E et A la matrice de u dans B. Soit x € Eet X la
matrice colonne de x dans B. Alors

(u(x),x) = (MX)TX = -X"TMX = — (x, u(x))
On en déduit que (u(x), x) = 0.

3. Fixons une base orthonormée B de E et considérons @ I’isomorphisme de £(E) dans M, (R) qui 2 un endomorphisme de E associe sa
matrice dans la base B. D apres la question précédente, ®(A(E)) = A,(R) out A,,(R) est le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué

des matrices antisymétriques. On a donc également A(E) = ®1(A,,(R)) donc A(E) est un sous-espace vectoriel de £(E) comme

n(n—1)

image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire et dim A(E) = dimA,(R) = car ® est un isomorphisme.

4. Soient x € Keru et y € Imu. Il existe z € E tel que y = u(z).
<X, J’> = <X, u(z)) = <Z’ u(x» == (Z’ 0E> =0
Ainsi Imu C (Ker u)l. D’apres le théoréme du rang dimImu = n — dim Keru = dim(Keru)*. Ainsi Imu = (Keru)*.

5. Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. Soient x € F*. Alors, pour tout y € F, (u(x),y) = —(x,u(y)) = 0 car u(y) € F. Ainsi
u(x) € Ft, ce qui prouve que u(Ft) c FL.

Solution 31

Soit B’ une base orthonormale adaptée a la décomposition en somme directe E = Im p @ Ker p. La matrice A’ de p dans la base B’ est
diagonale (les éléments diagonaux valent 1 ou 0). Notons P la matrice de passage de B vers B’. Ona A = PA’P~!. Or P est orthogonale donc
P~1 = PT. Ainsi A = PA’PT est symétrique.

Solution 32

Soit A € M, (R) antisymétrique. Si A est nulle, rg A = 0 et donc le rang de A est pair.
Sinon, notons u 1’endomorphisme de R" canoniquement associée 2 A. On munit R" de son produit scalaire canonique et on se donne une
base orthonormale B de R" adaptée a la décomposition en somme directe R” = S@ Ker u ot S est un supplémentaire de Ker u. La matrice de

B O
u dans cette base B est de la forme A’ = ( co ) avec B carrée de taille p = dim S. Si on note P la matrice de passage de la base canonique
vers la base B, P est orthogonale et A’ = P~'BP = PT AP. On en déduit que A’ est également antisymétrique et donc B est antisymétrique et
0
C est nulle. On a donc A’ = ( 00 ) On arg A’ = rg B mais comme S est un supplémentaire de Keru, rg A’ = dimS = p, ce qui prouve

que B est inversible. Or det(BT) = det(—B) = (—1)P det B donc p est pair sinon on aurait det B = 0 et B non inversible.
Solution 33

D’apres le cours sur les espaces euclidiens et le théoréme du rang :
dim(Ker(u)*) = dim(E) — dim(Ker(u)) = dim(Im(w)),

il suffit donc de prouver que
Im(u) C Ker(u)*.
Soit y € Im(u). Il existe x € E tel que y = u(x). Soit x’ € Ker(u). On a:
0 = (u(x + x)|x + x') = @(x)|x") + (xfulx"))
= (u(x)lx’) +0
et donc
ylx’) = 0.
On a donc prouvé que Im(u) C Ker(u)?'.
Solution 34
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1. Lapplication f est clairement un endomorphisme par linéarité a droite du produit scalaire (-, -). Soient x et y dans E. On a

(f(x), y) = (@, )b + (b, X)a, y)
= (a,x)Xb,y) + (b, x)a,y)

Comme cette expression est symétrique en (X, y), on a

(F),y) = {f(), x) = (x, f(¥)
par symétrie du produit scalaire (-, -).
2. Pour tout x € E, on a x € Ker(f) si et seulement si
{a,x)b + (b, x)a = 0.

Comme (a, b) est libre, cela équivaut a
{a,x) =(b,x) =0,

ie x € vect(a, b)*. Ainsi
Ker(f) = vect(a, b)*

et, d’apres le théoréme du rang,
rg(f) = n — dim(Ker(f)) = n — dim(vect(a, b))
= n — (n — dim(vect(a, b))) = dim(vect(a, b))
=2
car (a, b) est libre.
3. On pose F = Im(f).

a. Festun sev de E en tant que noyau d’un endomorphisme de E.

* Fest stable par f : soity € Im(f); on a alors f(y) € Im(f) = F. Ainsi F est stable par f.

e Base de F : on a clairement
F = Im(f) C vect(a, b).

Comme dim(F) = 2 (d’apres la question 2.), on a nécessairement
F = Im(f) = vect(a, b).

Ainsi (a, b) est une base de F car cette famille est libre.

b. Notons B = (a,b) et M = matg(f). Comme
{f(a) = lal’*b +(a, b)a
f(b) = |bl*a+{a,b)b’

M=( (a,b) bJ )
lal® ¢ab)

on a

Solution 35

¢ Soit
x € Ker(u — idg) N Im(u — idg).

On a alors u(x) = x et il existe y € E tel que x = u(y) — y. Par une récurrence sans difficulté, on établit que
vneN, nx=u"(y)—y.
Ainsi,

n —
Vn € N*, x:—u (yrz Y
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et donc, d’apres 1’inégalité triangulaire,
[u" OOl + ¥l
n

vn e N*, |x| <

Par une récurrence immédiate, on a
veeN, [u"G) < Iyl

et ainsi
¥n e N*, 0< x| <

2|l
p
En faisant tendre n vers +o0, on obtient par le théoréme d’encadrement, | x|| = 0, ie x = 0. Ainsi
Ker(u — idg) N Im(u — idg) = {0}.
e Comme Ker(u — idg) @ Im(u — idg), on déduit du théoréme du rang que

dim(Ker(u — idg) @ Im(u — idg)) = dim(E)

et donc que
E= Ker(u - ldE) b Im(u — ldE)

car Ker(u — idg) @ Im(u — idg) C E.

Divers

Solution 36

Pour simplifier, on peut supposer uy, ..., 4 unitaires de sorte que pour i, j € [[1,n + 1] distincts, (w; | u;) = cos a,.

Premiere méthode

Notons u}, ..., u}, les projections orthogonales de uy, ..., u, sur vect(u,,1)*. Pour i € [1,n] u} = u; — (cos o, )y, et par le théoreme
de Pythagore, |[u}]* = |lu;||* — (cos? o) |[up41]* = 1 — cos? a,. Pour i, j € [1, n] distincts

(u§ | ujl) = (uiluj) —cosay, ((ui|un+1) + (uj|un+1)) + cos? o‘n”un+1”2 =cosay — cos? An

Par conséquent,

! !
(ui |w)  cosa, —cosc? oS
! ATHE -
llei | Nl 1—cosap L +cosay,
R cosa, . coS Oy,
Les vecteurs ), ... , ul, font donc un angle constant a,,_; deux a deux. De plus, cos &,_; = ————— i.e. COS Ay = —————
1+cosa, 1—cosay,_;
. (s L 2n 1 . ‘e . .
L’énoncé n’a de sens que pour n > 2. On trouve ais€ément o, = 3 Posons z,, = . La suite (z,,) vérifie la relation de récurrence
cosay,
. L. 1
Z, = Z,_1 — 1. Puisque z, = —2, on trouve z,, = —n pour tout n > 2. Ainsi a,, = arccos (_ﬁ)

Deuxieme méthode

Puisque dimE = n, les n + 1 vecteurs uy, ..., U,4; forment une famille liée. Il existe donc (A;, ..., A,41) € R\ {(0, ..., 0)} tel que
n+1

Z Aju; = Og. Fixons j € [1,n + 1]. On a donc

i=1
n+1

Z Ai(ui | w) = (Og | w) =0
i=1
ou encore
Aj +2)LiCOSO£n =0
i#j
n+1
Posons A = Z A;. L égalité précédente s’écrit encore
i=1

Aj+ (A —Aj)cosa, =0
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ce qui équivaut a
Ai(1 =cosa,) + Acosa, =0

En sommant ces égalités pour j € [1,n + 1], on obtient
Al —cosa,)+(n+1)Acosa, =0

ou encore
A +ncosa,) =0

Par ailleurs, il existe j € [1,n+ 1] tel que 4; # 0 et on rapelle que A;(1 — cosa,,) + Acosa,, = 0. Si on avait A = 0, on aurait donc
1
cosa,, = 1, ce qui est exclu par I’énoncé. Ainsi A # 0, ce qui permet d’affirmer que cos o, = - On cherche implicitement un angle a,,
s 1
non orienté donc a,, = arccos <_ﬁ)'

Solution 37

Soit X € Ker A. On a donc AX = 0 puis ATAX = 0 donc X € Ker ATA. Ainsi Ker A C KerATA.

Soit maintenant X € Ker ATA. On a donc ATAX = 0 puis XTATAX = 0. Notons Y = AX. Ainsi Y'Y = 0. Or Y'Y est la somme des carrés
des composantes de Y donc Y = 0i.e. AX = 0. D’ott X € Ker A. Ainsi Ker ATA C KerA.

Finalement, Ker A = Ker ATA et rg A = rg ATA via le théoréme du rang. En changeant A en AT, on a également rg AT = rg AAT. Or
rg A =rg AT, Ainsi rg ATA = rg AAT =rgA.

Solution 38
1. Evident.
2. On va montrer que F admet pour supplémentaire la droite vectorielle Ry[X] dans R[X].
+infty
Soit P € Ry[X] N F. Alors il existe (A,,) € RN tel que P = Z Ap(1 +X™). On a donc
n=1

+00 +o00
P= (Z An) + D0 A, X"
n=1 n=1
Mais comme deg P < 0, A,, = 0 pour tout n € N* et donc P = 0. Ainsi F et Ry[X] sont en somme directe.

+o00

3. Soit P € FL. Posons P = Z a, X" avec (a,) € R™N). Puisque (P, 1 4+ X") = 0 pour tout n € N*, on a ag + a,, = 0 pour tout n € N*,

=0

Mais comme la suite (a,,) est nulle a partir d’un certain rang, on en déduit que a, = 0 puis que a,, = 0 pour tout n € N*. Ainsi P = 0
puis F+ = {0}.

En particulier, F @ F* = F # R[X] puisque F est un hyperplan de R[X].
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