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ESPACES VECTORIELS

Axiomes

Solution 1

1. Laloi + est définie par
{ (Rn)z — R
(s ey Xp)s V15 w5 ¥0)) = (e + Y15 e s X+ V)

Laloi - est définie par
{ RxR" — R"
A, (X5 eee s X)) — (AXq, ..y AXy,)

Le vecteur nul est le n-uplet (0, ..., 0).

2. Laloi + est définie par

{ (RR? — RR
(f.8) — (xeR- fx)+gx)

La loi - est définie par
RxRR — RR
A f) — (xeRmAf(X)

Le vecteur nul est I’application nulle sur Ri.e. x € R — 0.

3. Laloi + est définie par
{ (RN)Z —_ RN
(Unens Wpnen) > (U + Vppen

La loi - est définie par

{ RxRY — RN
()L’(un)neN) — ()Lun)neN

Le vecteur nul est la suite nulle i.e. (0),en-

4. Laloi + est définie par
c2 — C
{ (z21,22) V— zZ1+2,
La loi - est définie par
RxC — C
{ ANz) — Az

Le vecteur nul est le complexe nul.

Solution 2

D’abord constatons que pour tous 4,0 € R} et A € R,

uHv=uv>0 et AHu=ut =MW 5,

donc les lois interne et externe sont bien a valeurs dans R . Vérifions ensuite les huit régles de la définition.

P Commutativité : uFHv = uv = vu = v Hu.

> Associativité :
uH WA w) = u(vw) = (uv)w = (Ul v) Hw.

P> Le vecteur nul est le nombre 1 € R.
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P Le vecteur opposé de u € R} est u L.

piu=u=u

PAOMHW =AHu* = @) = ut = = Q) Du.
P A+wHu=vM =vhut = Hut = A HuBpHu
P A uED) = W) =t = Ho' = AHuBEAv.

Sous-espaces vectoriels

Solution 3

1. Appliquons la caractérisation paramétrique des sev.

P Puisque pour tous A, 4 € R,
(A =34, 28 + 3, A) = Auy + pu,

ounuy, =(1,2,1)etu, = (-3,3,0), F = vect(uy, u,) et il s’agit donc d’un sous-espace de E.

P De méme, G = {(x,x,z) € E, (x,z) € R?}, ainsi G = vect(v;,v,) ov v; = (1,1,0) et v, = (0,0,1), et G est un sous-espace
vectoriel de E.

2. Un triplet (x, y, z) appartient 2 F N G si et seulement si il existe A, u € R tels que
X=A-34 y=21+3u, z=2Aet x+2y=0,
c’est-a-dire si et seulement si il existe A € R tel que
X=6A y=-3\ z=A
En posant w = (6, —3, 1), I'intersection F N G est la droite vect(w).

Solution 4

P Puisque XN'Y C X, vect(X N'Y) C vect(X). De méme, vect(X N'Y) C vect(Y) et donc
vect(XNY) C vect(X) N vect(Y).
P Dans le cas particulier olt E = R2, posons respectivement X = {(0, 1)} et Y = {(0,2)}, ona X N'Y = @& donc
vect(XNY) ={(0,0)} # {0} X R = vect(X) N vect(Y).

Solution 5

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels stricts de E.
e SiFCG,alorsFUG =G # E.Deméme, siG C F,alors FUG =F # E.

* Supposons alors F ¢ Get G ¢ F. Il existe donc f € F\Getg € G\ F.Posons x = f+g. Si x appartenait 2 F, on auraitg = x— f € F
et si x appartenait 2 G, on aurait f = x — g € G : on aboutit 2 une contradiction dans les deux cas et x € FU G.

Solution 6

1. E; estun sev de R3 car E; = vect((1,—1,0),(0,0,1)).
2. E, n’est pas un sev de R3 car n’est stable par I’addition. (0, 1,0) et (1, 0, 0) appartiennent 3 E, mais (0,1,0)+(1,0,0) = (1,1,0) € E,.

3. E; estun sev de R* car E5 = vect((0,1,1,0),(0,0,0,1)).
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4.
5.
6.

E, n’est pas un sev de R3 car ne contient pas le vecteur nul.
Es n’est pas un sev car n’est pas stable pas ’addition. (3, —3) et (0, —1) appartiennent & Es mais (3,—3) + (0,—1) = (3,—4) € E,.

Pour tout (x,y) € R?,
X2+ xy+y?*=(x+y/2)+3y*/4>0

Ainsi Eg = R? est un sev de R2.

Solution 7

R contient O et est stable par combinaison linéaire & coeflicients réels : c’est donc un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C. Mais
R n’est évidemment pas stable par combinaison linéaire a coefficients complexes : ce n’est donc pas un sous-espace vectoriel du C-espace
vectoriel C.

Solution 8

R W N

. La fonction nulle s’annule en 1 et toute combinaison linéaire de fonctions s’annulant en 1 s’annule également en 1. E; est bien un

sous-espace vectoriel de R®.

. E, ne contient pas la fonction nulle : E, n’est pas un sous-espace vectoriel de R®.
. Par exemple, exp € E; mais —exp & E; donc E; n’est pas un sous-espace vectoriel de R®.

. Cette fois, —exp € E, mais exp & E4 donc E, n’est pas un sous-espace vectoriel de R®.

f: x> xetg: x — x> appartiennent a E5 mais h = f — g & Es puisque h(0) = h(1) = 0 < h(1/2) = 3/8. Ainsi Es n’est pas un
sous-espace vectoriel de R®.

. La fonction nulle est bien paire et si f et g sont deux fonctions paires, alors pour tout (A, u) € R?,

Vx € R, (Af +pug)(—x) = Af(=x) + ug(—=x) = Af(x) + ug(x) = Af + pg)(x)

Donc Af + ug est paire et E¢ est bien un sous-espace vectoriel de R,

. La fonction nulle est bien impaire et si f et g sont deux fonctions impaires, alors pour tout (A, u) € R2,

Vx € R, (Af +ug)(=x) = Af(=X) + pg(—=x) = —Af(x) — ug(x) = —(Af + ug)(x)
Donc Af + ug est impaire et E; est bien un sous-espace vectoriel de RR.

La fonction nulle est bien 27-périodique et si f et g sont deux fonctions 27t-périodiques, alors pour tout (A, u) € R2,

Vx € R, (Af +pg)(x +2m) = Af(x + 21) + pg(x + 27m) = Af (x) + ug(x) = (Af + pg)(x)
Donc Af + ug est 2n-périodique et Eg est bien un sous-espace vectoriel de R®.
Les fonctions indicatrices 1Z et 1., |3 sont bien périodiques (de périodes respectives 1 et \/5). Supposons que leur somme T + 1 73
le soit également. Alors il existerait un réel T non nul tel que (17 + 1., \/E)(T) =(z+1, \/3)(0) = 2. Puisque les fonctions indicatrices
sont & valeurs dans {0, 1}, on aurait nécessairement 17(T) = 1, ﬁ(T) =lie.TeZn Z\/g. Il existerait donc deux entiers non nuls

petgtelsque T = p = q\/g et donc \/E = p/q serait rationnel. La fonction 17 + 1, Ng n’est donc pas périodique : Eg n’est pas un
sous-espace vectoriel de R,

Solution 9

1.

2.

La suite nulle est convergente et une combinaison linéaire de suites convergentes 1’est encore. E; est donc un sous-espace vectoriel de
E.

Les suites de termes généraux (—1)" et (—1)"*! divergent mais leur somme est la suite nulle qui converge. E, n’est donc pas un
sous-espace vectoriel de E.
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3. La suite nulle est constante et une combinaison linéaire de suites constantes 1’est encore. E; est donc un sous-espace vectoriel de E.

4. La suite nulle est bornée. Soit (u,v,A, 1) € Eﬁ x R2. 1l existe des constantes réelles positives K et L telles que pour tout n € N,
|u,| < Ket|v,| < L. Alors
Vn €N, [Auy, + po,| < [Mfup| + [ul[v,] < [AK + |p/L

La suite Au + pv est donc bornée. E, est bien un sous-espace vectoriel de E.

5. La suite nulle est de limite nulle et une combinaison linéaire de suites de limite nulle 1’est encore. E5 est donc un sous-espace vectoriel
de E.

6. La suite nulle est évidlemment dominée par la suite de terme général n. Soit (u, v,A, ) € E2 x R2. Les suites de termes généraux
u, Ay, 4wy,
n2 2
Au+ uv € Eg et Eg est bien un sous-espace vectoriel de E.

1% £ . " . (2 . p s
et n—'zl sont donc bornées. La question précédente montre que la suite de terme général est également bornée. Ainsi

7. La suite nulle n’appartient pas a E; donc E; ne peut €tre un sous-espace vectoriel de E.
. " o111 c - o .
8. Notons u et v les suites de termes généraux respectifs - + 2 et — (les termes de rang 0 étant choisis arbitrairement). u et v appartiennent

bien a Eg mais u — v € Eg. Eg n’est donc pas un sous-espace vectoriel de E.

Sommes de sous-espaces vectoriels

Solution 10

1. On sait que

X+y+z=0
(x,9,2) EFNG < {x—y+2z=0
X+y—z=0
Par pivot de Gauss
x+y+z=0 x+y+z=0 x=0
X—=y+2z2=0 < —2y+z=0 < Jy=0
xX+y—z=0 —2z=0 z=0
Ainsi FN G = {(0,0,0)} et F et G sont en somme directe.
Ona
F=(x,y2) €R|x+y+z=0}={(x,y,—x—y),(x,y) € R?} = vect((1,0,-1),(0,1,—1))
et

G={(xy,2)€ [R3|x—y+2z=x+y—z=0}={(—%z,%z,z>,z € IR{} = vect((—1,3,2))

Posons U = (1,0,—1), V= (0,1,—1), W = (=1,3,2). On adonc F + G = vect(U, V, W). Soit X = (x,y,z) € R3.

X€EF+G < I\ W) € R3,X =AU + uV +vW

A—v=xXx
< (A, uv) € RS, u+3v=y
A—p+2v=2z

Ce systeme admet pour unique sol t'on<§x+1 +lz —§x+l —iz lx+l +lz> Ceci prouve que E=F+ G
y! pour uniqu uti 2 4y4,4 4y4,4 4y4. i prouve que E = .

REMARQUE. L unicité de la solution montre méme I’unicité de la décomposition d’un vecteur de R3 en la somme d’un vecteur de F
et d’un vecteur de G : il était en fait inutile de vérifier que F et G étaient en somme directe.
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2. Le projeté de X = (x,y, z) sur F parallélement & G est
5 1 1 3 1 3 1
AU +pv = (Zx+ Pt e Xty 33Xyt —z)

et le projeté de X = (x, y, z) sur G parallélement a F est

vW—( 1x L 1z 3x+3 +3z 1x+1 +1z>
T\ T TR 2V 73

Solution 11

1. Tout d’abord E, F, G sont inclus dans RV,
Ensuite, la suite nulle appartient a chacun des ensembles E, F, G car elle est convergente, de limite nulle et constante.
Enfin, une combinaison linéaire de suite convergentes (resp. de limite nulle, resp. constante) est convergente (resp. de limite nulle, resp.
constante).
Ainsi, E, F, G sont des sous-espaces vectoriels de RN.

2. Une suite constante de limite nulle est nulle donc F N G = {(0)}.
Une suite de limite nulle ou constante est convergente donc F et G sont inclus dans E. Par conséquent F + G C E.
Soit (u,,) € E : (u,) est donc une suite convergente. Notons [ sa limite. Posons v,, = u,, —l et w,, = [ pour tout n € N. On a clairement
(v,) € Fet(w,) € GdoncE C F+G.
Par double inclusion, E = F + G puis E = F @ G puisque FN G = {(0)}.

Solution 12

1. On a G = vect(1) ou 1 désigne la fonction constante égale a 1 donc G est un sous-espace vectoriel de E.
Clairement, la fonction nulle appartient a F. Soient (f,g) € F? et (A, ) € R2. Alors

Af +ug)(0) + (Af + ug)(1) = A(f(0) + f(1)) + u(g(0) + g(1)) = 0
donc Af + pg € F. Ainsi F est un sous-espaces vectoriel de E.

2. Soit f € FN G. Puisque f € G, il existe ¢ € R tel que f(x) = c pour tout x € R. Alors f(0) + f(1) = 2c. Or f € F donc
fO)+ f(1) =0douc = 0. Ainsi f est nulle et FN G = {0}.

Soit maintenant h € E. Notons g la fonction constante égale a w etf=g—h.Onabienh=f+g,geGet
h(0) + h(1 h(0) + h(1
70+ 51y = BOTRD ) HOXID 1= g

donc f € F. 1l s’ensuit que E = F + G.
Comme F et G sont en somme directe, E=F @ G.

Solution 13

1. Puisque toutes les solutions de (€) sont de classe €, E C C*°(R, R). La fonction nulle est clairement solution de (£) donc appartient
a E. Soient (y;,y,) € E2 et (4;,1,) € R2. Alors

Ay +2502)" = (ayr + 422) = M — 1) + (05 —y2) =0

dOnC 7‘1)’1 + }kzyz (S E.
E est donc bien un sous-espace vectoriel de C* (R, R).

2. Soity € F. Alors y” +y’ +y = 0. Puisque y est de classe €*, on obtient en dérivant la relation précédente, y” + y” +y' = 0. En
soustrayant ces deux relations, on obtient y” — y = 0 de sorte que y € E. Ainsi F C E.
Soit y € G. Alors y' = y. En dérivant, on obtient y” = y' = y. En dérivant a nouveau, on obtient y” = y" = y. Ainsi y € E.
Finalement, G C E.

http://1lgarcin.github.io 5


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

V3 V3

1 . 1 . .
3. Le polynome caractéristique associé a (F) est X2 + X + 1 dont les racines sont —5 tis et—= — = Les solutions de (F) sont

2 2
n3 n3

t
te (lcos —~ *Hsin T)e_i avec (A, ) € R?

t/3 E

t t
En posant f; : t +— e 2 cos —~ etf, it e zcos —-ona donc F = vect(fi, f5) de sorte que (fi, f>) est une famille génératrice
de F.
Les solutions de (G) sont les fonctions ¢ — ve! avec v € R. Ainsi G = vect(f;) en posant f; : t — e'. Ainsi (f;) est une famille
génératrice de G.

donc les fontions

4. a. Puisquey € E, y” = yetdonc y* = y'. Ainsi

WA +n=QQ -y =y +Q2y -y -y) +Q2y -y -y")
=y =y =Y+ Q@Y -y =y + 2y -y —Y")
=@ =y=y)+@' =y =y+Q2y-y' =y")=0
donc y; € F. De plus
Va=Q+Y YY) =YY Y =y +y +y=»
donc y, € G.

b. Soity € FNG. Puisquey € G,y =ydoncy" =y =y.0ry" +y +y =0cary € Fdonc 3y = 0 puis y = 0. Finalement
FnG ={0}.
Puisque F C Eet G C E, F+ G C E. Soit maintenant y € E. Posons y; =2y —y' —y"ety, =y+)y +)".Onavuquey, € F

et y, € G. Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels, §y1 € Fet §y2 € G. Puisque y = gyl + §y2’ y € F+ G. Ainsi

E c F + G. Par double inclusion, E = F + G.
Mais puisque F N G = {0}, E = F @ G. Ainsi F et G sont supplémentaires dans E.

5. On déduit de la question précédente que

E =F® G = vect(f, ) + vect(f;) = vect(fi, f, fz)

Autrement dit, les solutions de (&) sont les combinaisons linéaires de f;, f et f3, ¢’est-a-dire les fonctions

V3 ty3)\ ¢
t (AcosT\/_ + Wsin T\/_)e 2 +ve! avec (A, 4, v) € R3

Solution 14

=

OnaFNG CF=F+{0} CF+G car, en tant que sev de E, G contient 0.
OnaF=F+{0} CF+GetG ={0}+ G C F+ G car tout sev de E contient 0. On a donc aussi FUG C F+ G.

OnaF = F+ {0} C F+ G car, en tant que sev de E, G contient 0.

0w D

OnaF = F+{0} C F+F car, en tant que sev de E, F contient 0. Réciproquement, F étant stable par combinaison linéaire, F+ F C F.
Onadonc F=F+F.

»m

Comme FNG C F,onaFU(FNG)=Fdonc,daprésle 3., FU(FNG) C F+G.
6. Comme I’addition d’un ev est toujours commutative, on a clairement F+ G = G + F.

Solution 15
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1. Raisonnons en deux temps.
P> Supposons que F+ G = F. Comme 0 € F (car Festun sevde E),onaG={0}+GCF+G =F.

P Réciproquement, supposons que G C F.OnaalorsF+ G C F+ F =F.

2. Cette application est fausse ! Par exemple, si E = R? et que F, G et H sont des droites vectorielles distinctes de E,onaF+G = F+H=E
mais H et G ne pas comparables par la relation d’inclusion :onn’ani G C H,ni H C G.

Solution 16

11 suffit de prouver que G C F. Soit g € G. Puisque 0 € H, il existe f € Heth € Htelqueg = f+ h.Onadonch=g— f € Geth € H,
ainsih e GNH=FNGdouh € Fpuisg=f+h €F.Onadonc prouvé que G C F.

Solution 17

1. P et I sont deux ensembles non vides de E (ils contiennent tous deux la fonction nulle) et clairement stables par combinaison linéaire :
ce sont deux sous-espaces vectoriels de E.

P Puisque que la seule fonction paire et impaire est la fonction nulle, P n I = {0}.
P> Soit f € E. Pour tout x € R, posons

fO) + f(=x) f) — f(=x)
2 2 :

Jolo) = et fi(x) =

On a clairement f = f, + f;, f, € Pet f; € Idonc E C P @ I et puisque I’inclusion réciproque est banale, E = 1€ P.

REMARQUE. Les formules de f, et f; s’obtiennent naturellement par Analyse-synthese.

2. Il est clair que le cosinus est de partie impaire nulle et le sinus de partie paire nulle. D’apres les formules précédentes, les parties paires
et impaires de I’exponentielle valent respectivement ,

x - ch(x) et x — sh(x).
Il est immédiat que les parties paires et impaires de la fonction x — x* + x valent respectivement

x> x* et x x.

Solution 18

1. Cet A sont deux ensembles non vides de E (ils contiennent tous deux la fonction nulle) et clairement stables par combinaison linéaire :
ce sont deux sous-espaces vectoriels de E.

P Puisque que la seule fonction constante sur [0, 1] s’annulant en 1 est la fonction nulle, € N A = {0}.
P Soit f € E. Pour tout x € [0, 1], posons
c(x) = f(1) et a(x) = f(x) = f(D).
On a clairement f =a+c,a € Aetc € Cdonc E C C @ A et puisque I’inclusion réciproque est banale, E = C @ A.

REMARQUE. Les formules de c et a s’obtiennent naturellement par Analyse-synthese.

2. CetV sont deux ensembles non vides de E (ils contiennent tous deux la fonction nulle) et clairement stables par combinaison linéaire :
ce sont deux sous-espaces vectoriels de E.
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P Puisque que la seule fonction constante sur [0, 1] d’intégrale nulle sur ce segment est la fonction nulle, € N NV = {0}.

P> Soit f € E. Pour tout x € [0, 1], posons

1 1
c(x) = f f)dt et n(x) = f(x)— f f()dt.
0 0
On a clairement f =n+c,n € Netc € Cdonc E C C @ NV et puisque I’inclusion réciproque est triviale, E = € @ N.

REMARQUE. Les formules de c et a s’obtiennent naturellement par Analyse-synthése.

3. 11 suffit de reprendre les calculs précédents ;la projection de f € E sur € parallelement a A est

x — f(1).
la projection de f € E sur € parallelement a NV est

1
x»—»/(; f()dt.

4. Rappelons encore une fois qu’en toute généralité un sous-espace F strict d’un espace vectoriel E (ie F # E) admet une infinité de
supplémentaires. Par exemple, dans cet exercice, on a prouvé que N et A sont des supplémentaires de € dans E. On trouver une infinité
de supplémentaires de € dans E : les sous-espaces NV, et A, définis par tout u € ]0, u] par

m:{feE| fo f(t)dt=0}

et

A,={f€E | fw=0}

Solution 19

1. OnaX € Fsietseulementsi 3x,y € R tels que
X=(xyx+y) =x(1,0,1)+ y(0,1,1).

Ainsi F = vect((1,0,1),(0,1,1)) et F est un sous-espace vectoriel de E. De méme, un vecteur X appartient & G si et seulement
sida,b € R tels que
X=(a-b,a+b,a—3b)=a(1,1,1) + b(-1,1,-3).

Ainsi G = vect((1,1,1),(—1,1,—-3)) et G est un sous-espace vectoriel de E.

2. Un vecteur X appartient 2 F N G si et seulement si il est de la forme X = (a — b,a + b,a — 3b) ol a et b sont deux nombres réels
vérifiant
(a=b)+(a+b)—(a—3b)=0, c’est-a-dire a = —3b.

On a donc
F N G={(—4b,—2b,—6b) | b € R}
= vect((—4, =2, —6)) = vect((2,1, 3))
3. Puisque F N G # {0}, la somme F + G n’est pas directe.

Solution 20
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1. Puisque les intersections et les sommes de sev de E sont des sev de E, F et G sont des sev de E. Il reste a vérifierque F C Het G C H.
p Comme ANBC AetANCCA,ona
FCA+A=A
De plus, ANBCcBetANnC c Cetdonc
FcB+C
etainsiFC ANn(B+C)=H.
p Comme ANCCC,ona
B+(AnC)cB+C
et donc
G=AnB+(AnC)cANn(B+C)=H.
2. Procédons par double inclusion.
p Comme ANBCAetANCCA,ona
FCA+A=A
mias aussi
FCcB+(ANC).
AinsiFCAN(B+(AnC)) =G.
P Soitue AN(B+(ANC)):ilexistea € A,b € Beta’ € AnC tels que
u=a=>b+a.
Onadonc b = a—a’ € A en tant que somme de deux vecteurs du sev A de E. Comme b € B, on a
u=b+d €(AnB)+(BnNC).
3. Non! Par exemple, lorsque E = R2 et F, G, H sont des droites vectorielles deux 2 deux distinctes de E, on a :
F =G = {0} mais H= A # {0}.
Solution 21

Raisonnons par double inclusion.

p Comme

on a

FCF+(GNnF)et FCF+(GNG'),

FCEF+(GnF)NF+(GnNG)).

P> Réciproquement, soit

ue(F+(GnF))NEFE+(GnNG)).

Il existe alors fi, /H dans F, f' € GNF' etg € GNG' tels que

u=fi+f =fh+g

On a donc

f'-g=Hh-fi€F

mais aussi f' — g € G en tant que somme de deux vecteurs du sev G de E. On a donc

ff—-g€eFNnG=FnG cCG

d’ou f" € G’ en tant que somme de deux vecteurs du sev G’ de E. On a donc

ffeEFNG =FNGCF
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et ainsi :
u=fi+f €F
en tant que somme de deux vecteurs du sev F de E. On a donc prouvé que
F+GnF)Y)NF+(GnNnG"))CF.
Solution 22

1. Vet A sont deux ensembles non vides de E (ils contiennent tous deux la fonction nulle) et clairement stables par combinaison linéaire :
ce sont deux sous-espaces vectoriels de E.

2. En avant!

P Soit f € AN N f appartient a A il existe donc a, b € R tels que
Vx €R, f(x)=ax+b.
Puisque f € N, a = f'(0) =0etb = f(0) = 0. Donc f = 0.
P> Soit f € E. Pour tout x € R, posons
a(x) = f(0)x + f(0)
et
n(x) = f(x) - a(x).

On a clairement f = a+n,a € Aetn € N :eneffet n'(0) = f'(0) — f'(0) = 0 et n(0) = f(0) — f(0) =0. AinsiE C N @ Aet,
puisque I’inclusion réciproque est triviale , E = NV @ A.

REMARQUE. Les formules de a et n s’obtiennent naturellement par Analyse-synthese.

3. D’apres les calculs précédents , la projection d’une fonction f sur A parallelement a N vaut

x € R f'(0)x + f(0).

Familles de vecteurs

Solution 23

On peut répondre aux deux questions a la fois. Un vecteur (x, y, z) est combinaison linéaire de la famille F si et seulement si le systeéme
suivant admet une solution.

a + 2 — y = x
20 — 33 + 3y =y
a + B - 2y = z
Meéthode du pivot de Gauss...
1 2 -1 X 2 9-1
-2 -3 3 y ‘]j
1 -2 z +
1 2 -1 X
0 1 y+2x
0 -1 -1 zZ—X ] +
1 2 -1 b
0 1 1 y+2x
0 0 0 Xx+y+z

Le systéme admet donc une solution si et seulement si X + y + z = 0. Ainsi (2, 5, —7) est combinaison linéaire de la famille F tandis que
(2,1, 3) ne I’est pas.
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Solution 24

Raisonnons par double inclusion.
P Soit0<k<nVxeR,
eix + e—ix )k

i) = cosk() = (5

k
Z (k)e(zk—é’)ix
1=0 ¢

(2 o)

k(K
2 (l)gze_k(x)
£=0

I
=~

Les fonctions g, étant paires , on a
frc € vect(ggs -+, 8n)
d’ott
vect(fy, -« » fn) C vect(gg, .. » &n)-
P Réciproquement, soit 0 < k < n. Vx € R,

gk(x) = cos(kx) = Re (e<¥)

=Re [(cos(x) + isin(x))k]
k

Re ( Z (l;) sin?(x)i¢ cos‘;_k(x))

€=0

8k(x) = ( ¢ )(—1)€
‘ ozz<k \2¢

(1= cosz(x))e cosk=2¢(x).

On remarque alors qu’en posant Vx € R,
k y
— —1V(1 — 2\ k-2
P(x) = 0<22€<k (2€)( Df(1-x%)x

P est une fonction polyndme de degré inférieur ou égal a n telle que
Vx €R, cos(kx) = P(cos(x)).

On a montré que
gr € vect(fos -5 fr)
d’ou
vect(gg, --- > 8n) C vect(fy, -5 fu)-

REMARQUE. Les lecteurs cultivés auront reconnu les polyndmes de Tchebychev et leur problématique inverse, a savoir la linéarisation.

Solution 25

Puisque (u, v) est libre , w = (1,1, 2) € vect(u, v) si et seulement si (1, v, w) est liée. Appliquons la méthode du pivot de Gauss. Notons S

le systeme (u, v, w).

1 -1 1 1 -1 1
S~ |1 1 2|~ [0 2 1 L, < L,—1;
0 0 a

1 a 1
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1 -1 1
0 0 2a-1

S est donc de rang inférieur ou égal a 2 si et seulement si a = 1/2. Ainsi w € vect(u, v) si et seulement si a = 1/2.

Solution 26

Notons a chaque fois E ’espace vectoriel en question.

1.
E={(x,y,2) €R3 x+y+z=0}={(-y—2),2), ,2) € R*} = vect((-1,1,0),(-1,0,1))

2. Les racines du polynome caractéristique X2 + 2X + 2 sont —1 + i de sorte que les solutions 2 valeurs réelles de 1’équation différentielle
y" + 2y + 2y = 0 sont les fonctions t — (Acost + wsint)e~" avec (A, w) € R2. Ainsi

E = vect(t — cos(t)e™, t = sin(t)e™)

3. Les racines du polyndme caractéristique X2 +2X + 2 sont —1 + i de sorte que les solutions a valeurs réelles de 1’équation différentielle
y//+2y!+2y=0

Solution 27

Montrons que ¢ € vect(a, b). On résout le systéme résultant de I’équation @ = Ab + ub d’inconnue (A, u) € R2. On montre qu’il existe une
solution, & savoir (A, u) = (2, —1). De méme on montre que d € vect(a, b). Comme vect(a, b) est un sous-espace vectoriel, il est stable par
combinaison linéaire donc vect(c,d) C vect(a, b).

La méme méthode permet de montrer I’inclusion réciproque.

REMARQUE. On peut également remarquer que dim vect(a, b) = dim vect(c, d) = 2 puisque les vecteurs a et b d’une part, et c et d d’autre
part, sont colinéaires. A ce moment, une seule des deux inclusions suffit.
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