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FONCTIONS USUELLES

Exponentielles et logarithmes

Solution 1

1. Soit x € R. Le réel 1 est une solution évidente de 1’équation; puisque la fonction définie f sur R par f(x) = 2* 4+ 3% est strictement
croissante en tant que somme de deux fonctions strictement croissantes, il s’agit de I’'unique solution de I’équation.

2. Un réel x est solution de I’équation si et seulement si
1 7
3% 4321 = 0% 4 Y,
x+32 x=3
ce qui équivaut 2 32*"1(3 4+ 1) = 27" 2(1 + 23), puis 2 32*3 = 2" "z et donc &
3
2x-3)In(3) =x— 3 In(2).

Ainsi, I’'unique solution de I’équation est
3
_ 31In(3) — 5 In(2) _ 3
21n(3) — In(2) 2

Solution 2

1. Six =0, alorsVn > 1, f,(x) =0.D’otu
lim f,(x)=0.
n—+oo

Six >0, lim f,(x)=0.
n—+oo
Six <0, lim f,(x)=—o0.
n—+oo
2. Pour tout n > 1, f,, est dérivable sur R et sur cet ensemble,
fa(x) = n%e "1 — nx].

Ainsi, puisque
lim f,(x)=—o00, lim f,(x)=0,
X—=—00 X—>+o0

la fonction f;, est donc strictement croissante sur I’intervalle | — o0, 1/n] de —o0 a f,,(1/n), puis strictement décroissante sur [1/n, +oo[
de f,,(1/n) a0 : f admet un maximum valant u,, = f,(1/n).

3. Ona 1
u, = f,(1/n) = n* x S Xe= n*le.

Ainsi, lorsque a > 1, lim u, = +o0.
n—>+

—>+o0
Lorsque « =1, lim u, =e.
Lorsque a < 1, lim u, =0.
n—->+oo

Solution 3

¢ Sia =0, le résultat est banal.
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* Soit o # 0. Pour n assez grand, ona 1 + I>oet donc,
n

ln(1+g)
ln(un) = nln<1+%> = OCXTn

n

In(1 + u) _

Puisque lim 1l,ona
u—0

lim In(u,) = a,
n—+oo
et par continuité de I’exponentielle en a,

lim u, =e%
n—-+oo

Solution 4

R - ST I
Pour n € N*, §/n = n!/" = "W/ Pour x reel supérieur ou égal a 1, posons alors f(x) = ).

* f est deérivable sur [1, +oo[ et pour x > 1,
1 —1In(x)
x2

f'x) =
Sur [1, +oo[, f'(x) est du signe de 1 — In(x) et donc f croit sur [1, e] puis decroit.

* En particulier, pour n entier supérieur ou &gal a e = 2.71..., on a f(n) < f(3) et donc, par croissance de la fonction exponentielle sur
R’
=™ < f® =33=1,44...

Comme d’autre part, l\/I =1lety2 =1,41..., pour tout entier naturel non nul, on a W < VE : VE ~ 1,44 ... est la valeur cherchee.

Solution 5

Soient a et b deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 tels que a < b. On a alors,

a® = b © bin(a) = aln(b) @ = @

< f(a) = f(b)

ol f est la fonction étudiée x > 0 — In(x)/x. Aprés une étude sans difficulté, on prouve que la fonction f est strictement décroissante sur
[e, +oo[. Par suite, si a et b sont tous deux dans [e, +oo[ ou encore dans [3,+oo[, f(a) # f(b) et le couple (a, b) n’est pas solution. Ceci
impose donc a = 2 et b > 3. La fonction f étant strictement décroissante sur [3, +co[, ’équation f(b) = f(2) ou encore I’équation 2P = b?
a au plus une solution dans cet intervalle. Cherchons cette éventuelle solution. Comme 23 = 8 # 9 = 32, puis 2* = 16 = 42. Donc, b = 2
convient et il existe un et un seul couple solution, le couple (2,4).

Solution 6

Par stricte croissance de In sur R%, I’inégalité équivaut a
Vx €10,1[ , xIn(x)+ (1 —x)In(1 — x) > —In(2).

Posons alors, pour tout x € ]0,1[,
f(x)=xIn(x) + (1 — x)In(1 — x).

Cette fonction est dérivable sur son intervalle de définition en tant que somme de fonctions dérivables, et Vx € 10, 1[,
, b x—1
f (X) = ; + IH(X) + m - ln(l - X) = IH(X) - ln(l — X).

Comme In est strictement croissante, f'(x) > 0 si et seulement si x > 1 — X, i.e. x > 5 La fonction f est donc strictement décroissante sur

]o, %[ et strictement croissante sur [%, 1[. Elle admet ainsi un minimum sur ]0, 1] valant f (i) = —1n(2), d’otr le résultat.
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Solution 7

Posons pour tout x € R,
f(x) = ae™b* — be~9x,

La fonction f est dérivable sur R et Vx € R,
fl(x) = ab[e‘ax — e‘bx].

Soit x > 0. Puisque 0 < a < b, on a —ax > —bx et par croissance stricte de I’exponentielle sur R, f'(x) > 0. La fonction f est strictement
croissante sur R} et f(0) = a — b, ainsi
Vx>0, f(x)> f(0)=a-b.

Solution 8

Seuls les numéros 1. et 2. présentent des formes indéterminées.

1. On a, pour toutn > 2:
u, = eln(n)—\/ln(n)

et donc
lim u, = 4o0.
n—+oo
2. On a, pour toutn > 2 :
- ezln(n)—\/ﬁ
n= .

D’apres les croissances comparées :
lim (2In(n) —yn) = —c0
n—-+oo

d’oul
lim u, =0.
n—+oo
3. On a, pour toutn > 2:
_ 1
" neViin(n)
d’ou
lim u, =0.
n—+oo

4. On a, pour toutn > 2 :
u, = n(In(n))"™
d’ou
lim u, = +oo.

n—+oo

Solution 9

1. Puisque In(4) < 3,

lim x%e™3%4* =0 et lim x2%e73*4* = +oo0.
X—=>4+o0 X—>—00

2. D’apres les théoremes de comparaison usuels :

lim x24* = 400 , lim x24* =0.
X—>+00 X——00
3. D’apres les théoremes de comparaison usuels :
lim x%¢*=0 , lim x% > = +oo.
X—+o00 X——00
4. Puisque In(4) > 1,
lim e *4* =400 , lim e *4*=0.
X—>+00 X—>—00
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Solution 10

Sio<x<1, lim x"=0etsix=0 , f,(x)=0donc dans tous les cas,
n—->+oo

lim f,(x) =0.
n—+oo
La fonction f,, est dérivable sur R et sur cet ensemble,
fu(x) = x"Yn - (n+ 1x).
La fonction est donc croissante sur [0, n/(n + 1)] et décroissante sur [n/(n + 1),1] : elle admet un maximum en n/(n + 1) valant :

Uy = fo(n/(n+1)) = L(1 + 1)_n.

n+1 n

D’apres le résultat de I’exercice 4, on a
. ™"
lim (1 + —) =el,
n—+infty n
ainsi,

lim u, =0.
n—->+oo

Solution 11

1. festdérivablesur RetVx € R, f'(x) = Ae™ > 0. f est donc strictement croissante. De plus, lim f(x) = +ooet lim f(x) = 0.
X—+00 X—>—00

2. Si f(x) = x, alors ¥ = f(f(x)) = f(x) = x.

3. Soit x solution de (E), ce qui équivaut a f(f(x)) = x. Supposons f(x) > x. Comme f est strictement croissante, f(f(x)) > f(x) et

donc x > f(x). Il 'y a contradiction. De méme, si on suppose f(x) < x, alors x = f(f(x)) < f(x) etil y a également contradiction.
C’est donc que f(x) = x.

4. gest dérivable sur Ret Vx € R, g'(x) = Ae™ — 1. De plus, lim g(x) = +oo et lim f(x) = +co. On en déduit le tableau de
X—+00 X—>—00
variations.

X —o0 _hn2 +00
A
Signe de f’'(x) - 0 +
0 +00

Variations de f

1+lnA

1+Ini 1+InA
L’équation f(x) = x n’admet donc aucune solution si +)Ln > 0. Elle admet une unique solution si +}Ln
1+InA

T < 0. Comme d’apres les deux questions précédentes les solutions de f(x) = x sont les solutions de (E), on en déduit :

= 0 et deux solutions si

1
e SiA> > I’équation (E) n’admet aucune solution.

1
e Sid= > I’équation (E) admet une unique solution qui vaut e.
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1
e SiA< > I’équation (E) admet deux solutions.

Solution 12

L’équation n’a de sens que pour x € R%.

(E) & \/Eln(x) =X ln(\/;) par injectivité de In sur R%

PN ln(x)<§ —x)=0
In(x) =00U§ =\/;

x=1louyx=2

111

x=1loux=4

Fonctions trigonométriques et réciproques

Solution 13

s
car x € R

La fonction f est clairement paire et 2m-périodique, il suffit donc de 1’étudier sur [0, 7t]. Elle est de plus dérivable sur R et sur cet intervalle,

f'(x) = —sin(x) — sin(2x) = —2sin(x)[cos(x) + 1/2]

Ainsi f’ est négative sur [0, 27t/3] puis positive sur [271/3, 7t], ne s’annulant qu’en 0, 27t/3 et 7. La fonction f est donc strictement décroissante
sur [0, 27t/3] de 3/2 4 —3/4 et strictement croissante sur [27t/3, 7t] de —3/4 & —1/2. On en déduit la courbe représentative.

Solution 14

1. On remarque que la fonction de 1’énoncé, que nous noterons f, est 2m-périodique et paire. Il suffit donc de I’étudier sur I = [0 7]. Sur

I, on a arccos(cos(x)) = x.

* Pour x € [0,7/2], 2x € [0, 7] et donc
arccos(cos(2x)) = 2x,

puis f(x) = 0.

* Pour x € [1/2, 7], 2 — 2x € [0, 7] et a le méme cosinus que 2x, donc
arccos(cos(2x)) = 2w — 2x

et f(x)=2x—m.
* D’ou le graphe de f sur R,

2. On remarque que la fonction de I’énoncé, que nous noterons g, vérifie
Vx e R, f(x+2m) = f(x)+m.
On déduira donc le graphe de g sur R de celui sur [0, 27t] par translations de vecteurs

ki oo u=2n1T+7n7, keZ
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* Soit x € [0, 27],

2

. \/1 + cos 2(mt/4 — x/4)
2

— arcsin/ cos2(wt/4 — x/2)

— arcsiny/ sin®(1/4 — x/2)

— arcsin | sin(7t/4 + x/2)|.

g(x) =

| |
o &
= =
o o
w w
2 Z
=] =]

NIXNI& NI NIx DX

* Pour x € [0,7/2], /4 + x/2 € [0,7/2] donc
g(x) = x/2 — (n/4 — x/2) = —7/4.
* Pour x € [n/2,37/2], m/4 + (x/2) € [%/2, ] donc
g(x) = x/2 — (n — /4 — x/2) = =31/4 + x.
» Pour x € [31/2,2n], /4 + (x/2) € [m, 57/4] donc
g(x) = x/2 — (n/4 + (x/2) — m) = 3n/4.

* D’ou le graphe de g sur R,

Solution 15

1. Puisque pour tout x positif,
arctan(x) = 1/2 — arctan(1/x),

I’équation est équivalente a
arctan(1/2) + arctan(1/5) + arctan(1/8) = g

Puisque les nombres 1/2,1/5 et 1/8 sont strictement compris entre 0 et 1/ \/_ = tan(7/6), leurs images par la fonction arctangente sont
strictement comprises entre 0 et 7t/6. Posons

a = arctan(1/2), b = arctan(1/5), ¢ = arctan(1/8).
Onaa+ b+ c € [0,n/2[. Légalité est donc équivalente a

tanla+b+c) = 1.

Ona
tan(a+b)+é
tan(a+b+c)=m
s
Or
11
PR
tan(a + b) = = -
1L 9
10
Ainsi,
7,1
9 g 65
tan(l@+b+c)=2-3 == =1.
1_712 65
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2. La fonction définie sur R par
X — arctan(x — 2) + arctan(x) + arctan(x + 3)

étant strictement croissante en tant que somme de fonctions strictement croissantes, 1’équation du 1. n’admet qu’une seule solution
égale a 5.

Solution 16

* Soit f la premiere fonction;f est dérivable sur R et pour tout x réel,
f'(x) = 4cos(x)sin®(x) — 4sin(x) cos>(x)
4 cos(x) sin(x)[ sin?(x) — cosz(x)]

= —2sin(2x)cos(2x) = —sin(4x)

La fonction f étant paire et 7t/2-périodique, il suffit de 1’étudier sur I’intervalle [0, t/4]. D’aprés le calcul de f’, f est décroissante sur
4
cet intervalle : elle admet donc un minimum en 7t/4 valant m = 2(%) = % et un maximum en 0 valant 1. Voir la figure.

REMARQUE. En intégrant et en utilisant f(0) = 1, on obtient en fait que
1 3
Vx eR, f(x)= 1 cos(4x) + vE

Cette égalité peut également se retrouver par une linéarisation.

Soit g la deuxieme fonction; g est dérivable sur R et pour tout x réel,
g'(x) = 5cos(x)sin*(x) — 5sin(x) cos*(x)

5cos(x) sin(x)[ sin3(x) — cos3(x)]

% sin(2x)[ sin(x) — cos(x)]
X [ sin(x) + sin(x) cos(x) + cos?(x)]

_ % sin(2x)sjn(x)\7;08(x)

=l sin(2x) sin(x — 7/4) X [1 + sin(x) cos(x) ]
V2

X [1 + sin(x) cos(x)]

La fonction g étant clairement m-antipériodique, il suffit de 1’étudier sur un intervalle d’amplitude 7, par exemple [0, t]. Puisque pour
tout x réel,

1 1
1+ cos(x)sin(x) =1+ 5 sin(2x) > 1 — 3 >0,

g’ est du signe de sin(2x) sin(x — 1/4); ainsi g est décroissante sur [0, 7t/4], croisssante sur [7t/4,7t/2], puis 2 nouveau croissante sur
[7t/2, 7t]. Pour déterminer les extrema de g il faut donc comparer les nombres g(0), g(7/4), g(1/2) et g(m) :

8(0) = g(m/2) = —g(n) = 1,

et
5

1 1
/4)=2—=) = —.
g(m/4) (ﬁ> NG

Le maximum de g vaut donc 1 et son minimum —1. Voir la figure.

http://lgarcin.github.io 7


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 17

. . .. 1- . e s .
1. Oui, car pour tout réel x positif, |1 — x| < 1 + x donc 1+_x € [—1, 1], intervalle de définition de 1’arccosinus.
X

2. Soit x > 0. Posons 6 = 2arctan(\/§). D’apres les variations de 1’arctangente sur R, on a 0 < 6 < 7. De plus, \/E = tan(6/2) d’ou
x = tan?(0/2).

3. Soit x > 0. Posons 6 = 2arctan(\/§) de sorte que x = tan?(0/2). Puisque i;—i = cos(8) et 0 < O < 7, f(x) = arccos(cos(6)) = 6 =
2 arctan(ﬁ).
Solution 18

Y a pas d’secret : il faut faire apparaitre du sinus puisque y est un arcsinus ...

cos(4y) = 1—2sin*(2y) = 1—8sin’(y)cos?(y)
1-82[1 - 1]

145

ot u = sin(y) = - Apres tout calcul,

cos(4y) = —u = sin(—y) = cos(n/2 + ).
On a donc - -

4y = 5 + y[27] ou 4y = -3 - y[2r],
c’est-a-dire - -

y= E[Zn/S] ou'y= —1—0[27'5/5].

Or y est I’arcsinus d’un nombre positif donc y € [0, 1/2].Or la seule solution de la premiére congruence appartenant a cet intervalle est /6
qui n’est donc pas y puisque

sin(y) # % = sin(7t/6);

. N . . ; 3
la seule solution de la seconde congruence appartenant a [0, 7t/2] étant 3m10,nécessairement y = =,

10
Solution 19

Puisque a et b sont positifs,
arctan(a), arctan(b) € [0, /2|,

donc arctan(a) — arctan(b) €] — /2, /2[. Or,

a—-b
tan ( arctan(a) — arctan(b)) =Txab’
ainsi
arctan(a) — arctan(b) = arctan a—b
- 1+ab/
Solution 20
Notons

a = arctan(1/5) et = arctan(1/239).

D’aprés les variations de 1’arctangente,on sait que 0 < a < 1/5et 0 < f§ < a, ainsi
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Allons-y !
tan(4a) — t.
anaa— gy — -an(4e) = tan(§)
1 + tan(4a) tan(3)
Posons u = tan(4a). On a alors,
Y
T 1-0v
ol
2 tan(a) 5 5
v = tan(a) = = = =
(2) 1 — tan?(c) 1L 12
52
donc
5
w5 _12
h 2 119
144
D’ou
120 1
u—1/239 19~ 239
tan(4a — B) = = 1
n(a=P) = Ty = [,y T
119 7 239
Et puisque 40 — 8 € [0, /2], 40 — B = E.
Solution 21
Remarquons que
arctan(3) = g — arctan(1/3),
I’égalité est donc équivalente a
. T
arctan(1/3) + arcsm(l/\/g) =7
Posons
a = arctan(1/3)et b = arcsin(l/\/g).
Puisque 0 < % < 1, a €]0,7/4[. Puisque 0 < is < iz’ onab € [0,7t/4],et ainsi a + b €]0, /2[. L’égalité est donc équivalente a
tan(a + b) = 1. C’est parti !
1
wna 4+ b) = tan(a) + tan(b) _ 3 ¥ tan(b)
~ 1-tan(a)tan(b) ~ ; _ )
3
Or,
1 sin®b
tan®(b) = —1= ——— =1/4,
an“(b) cos?b 1—sin%b /

et puisque tan(b) > 0 (Cf. les encadrements établis ci-dessus) ,
1
t ==,
an(b) >

On a donc

tan(a + b) =

Solution 22
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e Premiére méthode : on dérive!
Soit f la fonction définie sur R par :

X —> arctan(x) + 2 arctan (\/ 14+ x2-— x).

Cette fonction est dérivable sur R d’apr-‘es les théorémes sur la dérivation des fonctions composées,et pour tout x réel,

Fl) = —— +ox | = —1|x !
L+ VX2 +1 1+(\/x2+1—x)2
1 X 1
L+x Vx2+1 14+x2—xVx2+1

1 x-Ve1 1 _1 -1 y 1
2 = 2
I+x Vx2+1 1+x2—xVx2+1 1% 1412 4+x/x2+1 1+x2-x/x2+1

1 -1 1 -1

1+x2+(x2+1)2_x2(x2+1)1+x2+x2+1

La fonction f est donc constante sur R et puisque f(0) = 7/2,f est constante sur R égale a 7/2.

* Deuxiéme méthode : en finesse...

: Pour x > 0,1’égalité de 1’énoncé est équivalente a :

2 arctan (V 1+ x2— x) = arctan(1/x).

Puisque dans ce cas,
0<Vx2+1-—-x<1,
2 arctan (\/ 14+ x2— x) € [0,7/4],

il est donc équivalent de prouver que

o= tan(arctan (\/1 + x2 — x)) = )l—c

Allons-y!
o = 2% Vx24+1-—x i
1—(\/x2+1—x)
1
T ox

« Pour x < 0,]’égalité de 1’énoncé est équivalente a :

2arctan (V1 4 x2 — x) = 7 + arctan(1/x).
(

Puisque dans ce cas,

Vx2+1—-—x>1,
2 arctan (V 1+ x2— x) €ln/2, 7,

il est donc équivalent de prouver que
1
tan ( arctan (\/ 14+ x2-— x)) = >

Le calcul précédent est toujours valable.

«a La formule est banalement vraie pour x = 0.
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Solution 23

1. Soit x € R une solution de 1’équation étudiée, on a successivement :

tan (arctan(x) + arctan(2x)) = tan(m/4)
3x
=22 !
2x*+3x—1=0

2. Le discriminant de I’équation précédente est A = 17 et ses deux solutions sont :

—_¢<0’

-3 17
B LA

X2
La solution x; est a rejeter car, d’apres les variations de la fonction arctan sur R ,

X; <0 = arctan(x;) + arctan(2x;) < 0,

On remarque que 0 < x, < 2x, < 1, ainsi
T T
0 < arctan(x,) + arctan(2x,) < 2Z =5

X, est donc 1’'unique solution de I’équation.

REMARQUE. Il faut bien comprendre le raisonnement précédent : on a vu que
arctan(x,) + arctan(2x,) € [0, 7t/2[

et
tan(arctan(x,) + arctan(2x,)) = 1 = tan(rwt/4)

on en déduit que
s
arctan(x,) + arctan(2x,) = 1

car /4 est I’'unique angle compris entre 0 et /2 dont la tangente vaut 1 (tan est injective sur [0, g[)

Solution 24

1. Soit x une solution de la premiere équation. On a alors,
tan(x) = sin(x),

c’est-a-dire
sin(x)[l/ cos(x) — 1] =0,

et donc nécessairement
x = 0[~x].

Or x € Imarcsin donc x € [—1, 1]. La seule solution envisageable est 0.
Réciproquement, on vérifie sans peine que 0 est effectivement solution.

2. La deuxieme équation est équivalente a
arccos(x) = arcsin (V1 — x2),

c’est-a-dire
arccos(x) = arcsin ( sin ( arccos(x))),
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Or, si x € [0,1],
arcsin ( sin ( arccos(x))) = arccos(x),

etsix € [—-1,0[,
arcsin ( sin ( arccos(x))) = 1 — arccos(x),

et
7T — arccos(x) # arccos(x).

L’ensemble des solutions est donc [0, 1].

Solution 25

Soit x €] — 1, 1[. Posons u = arcsin(x). On a alors x = sin(u) et u € ] — g, g[, d’ott
X sin(u) _osin(w) _ sin(w)  sin(u)

Vi—x B \/1 — sin’(w) B \Jcos2(u) " |cos(w)|  cos(u)

= tan(u).

. s N . X
Puisque u € ] -I E[, on a donc u = arctan , C’est-a-dire arcsin(x) = arctan | —— |.
z 2 1—x2 1—x2

Solution 26

Raisonnons par récurrence. Soit n > 0. On note HR(n) la proposition suivante : Vk < n, il existe un polyndéme réel Py tel que Vx €
[—1,1], cos(karccos(x)) = P(x).

« HR(0), HR(1) et HR(2) sont banalement vérifiées carVx € [—1,1], cos(0xarccos(x)) = 1, cos(arccos(x)) = x et cos(2 arccos(x)) =
2 cos?(arccos(x)) — 1 = 2x? — 1.

* Soit n > 2. Supposons vérifiée HR(n). Il existe alors deux polynémes réels P,_; et P, tels que
Vx € [-1,1], cos((n —1)arccos(x)) = P,_1(x) et cos(narccos(x)) = B,(x).

Or, puisque
V6 € R, cos((n+1)8)+ cos((n—1)8) = 2cos(6) cos(nd),

onaVx € [-1,1],
cos((n + 1) arccos(x)) = 2 cos(arccos(x)) cos(n arccos(x)) — cos((n — 1) arccos(x)) = 2xP,(x) — P,_; (x).
En posant pour tout réel x, B, 1(x) = 2xP,(x) — P,_;(x), on a
Vx € [-1,1], cos((n+ 1)arccos(x)) = P, 1(x)
et P, est bien un polynéme réel en tant que somme de polyndme réels. Lhypothése HR(n + 1) est donc vérifiée.

* L’hypothése HR(n) est donc vraie pour tout n > 0 d’apres le principe de récurrence.

REMARQUE. Les lecteurs cultivés auront reconnu la suite (P,),,»o des polyndmes de Tchebychev de premiére espéce. Au-dela des
formules d’addition et des nombres complexes, le calcul de ces polyndmes peut s’effectuer par récurrence (et c’est de loin la maniere
la plus rapide d’y parvenir avec I’avantage d’une programmation par une simple boucle sous Maple) a partirde Py = 1,P, = X et
vn 22, P, =2XP,_; —P,_,.

Solution 27

1. Posons pour tout x € [0,1],
1
f(x) = arcsin(y/x) — % -5 arcsin(2x — 1).
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La fonction est bien définie car 2x — 1 appartient & [—1, 1] lorsque x décrit [0, 1]. Puisque Vx €10,1[, 2x—1 €]—1,1[, la fonction
f est dérivable sur ]0, 1] en tant que somme de fonctions composées dérivables. De plus, Vx €10, 1],

1 1 2

T f s ey
1
2\/x(1—x) Vax — 4x2
1 1

- 24/x(1 - x) - 24/x(1 — x) -

La fonction f est donc constante sur ]0, 1[. Puisque f(1/2) = arcsin(1 /\/E) - g - % arcsin(0) = g - E —0=0, f estnulle sur 0, 1[.
La fonction f étant continue sur [0, 1] en tant que somme de composées de fonctions continues sur [0, 1], on a par continuité de f en
Oetl,

vVx € [0,1], f(x)=0.

2. Soientx € [0,1]etu = arcsin(ﬁ). On a donc sin(u) = ﬁ puis x = sin?(u). On a ainsi
2x — 1 = 2sin%(u) — 1 = — cos(2u)

puis arcsin(2x — 1) = arcsin(— cos(2u)) = — arcsin(cos(2u)) = — arcsin(sin(nt / 2 —2u)). Or, u = arcsin(ﬁ) € [o, g] car \/E >0et

donc2u € [0, 7] puis7w/2—2u € [—g, g]. On a donc arcsin(sin(rt / 2 —2u)) = 7t/ 2 —2u. En conclusion, % arcsin(2x—1) = u— g.

On a donc
V € [0,1], arcsin(y/x) = = + = arcs1n(2x —-1).

Solution 28

fx) _ _ 2 2 _ 1
On a ——= = tan(arctanx) = x et f(x)* + g(x) 1. Comme arctanx € ] , g(x) > 0. On en déduit g(x) = ——— et
f)=—

V1+ X2

Solution 29

11
Pour que cette équation ait un sens, il faut que x € [—1,1] et 2x € [—1, 1]. Il faut donc que x € [_5’ 5]

 Analyse : Si x est solution alors sin(arccos x) = sin(arcsin 2x), ce qui équivaut 2 V1 — x2 = 2x. Aprés passage au carré, on obtient

1 — x? = 4x2. Cette équation a pour solution +—.

5
N 1 A . . c . o . .
e Synthése : ——— ne peut étre solution de V1 — x2 = 2x car une racine carré est toujours positive. La seule solution possible est donc
5
1 ) . ) s . ) 2 . . . .
a = —. Le réel a est solution de 1’équation \ 1 — x2 = 2x et donc de I’équation sin(arccos x) = sin(arcsin 2x). Or o > 0 donc
5
T b
arccosa € [0, ] De plus, arcsin 2a € [ IR 2] Par injectivité de la fonction sin sur [ 7 5 |-ona donc arccos a = arcsin 2a et a

est donc bien I’unique solution de I’équation initiale.

Solution 30

1
1. I’équation est définie pour tout x € R car T2 € [-1,1].
arcsin( ! >+ arccos 3 =I
T\ 4 x2 57 2
= a.rcsin( ! ) = arcsin 3
14+x2) 5
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> Loalitd . N T 7] P N
Comme les deux membres de 1’égalité appartiennent a [_5’ 3]’ I’équation équivaut a :

3
1+x2 5

2
Les solutions sont donc i\/; .

3 3 T
2. Comme 1 € [0,1], arccos 1 € [0, —]. Les deux membres de 1’égalité appartiennent donc a [0, t]. L’équation équivaut donc a

2
( 3)
X = cos (2 arccos —
4
3 , 3 1. , 1
Or cos (2 arccos Z) = 2cos (arccos Z) -1= 3 L’unique solution est donc 3
1 1 1 1 s . N p .
3. Comme 7 € [0,1] et 3 € [0,1], arccos I + arcsin 3 € [0, 7t]. Les deux membre de 1’égalité appartiennent donc a [0, t]. L’équation

équivaut donc a

1 1
X = cos | arccos — + arcsin =
(secos 3+ aesin )

—-%—ef

Orona:

COoS (arccos 1 + arcsm = 1 1
4 T4 3

L’unique solution est donc

2/2-1/15
2

. s . y 2 . . N T T . ) 2 .
4. On vérifie que =1 n’est pas solution. Les deux membres de 1’équation appartiennent donc a —5 E[' Par conséquent, 1’équation
équivaut a
tan(arcsin x) = tan(arctan 2x)

. X y 2 C . N
Or tan(arcsin x) = ———— et tan(arctan 2x) = 2x. L’équation équivaut donc a :
1—x2

X

V1-—x2

=2x

V3

‘. N 1 N .
Ceci équivaut a x = 0 ou ——— = 2. Apres calcul, les solutions sont donc 0, 17.
1— x2

5. Si x est solution de I’équation, alors on a nécessairement :
tan(arcsin 2x) = tan(arctan x)

Comme précédemment, on a :

2x
tan(arcsin 2x) = ———— et tan(arctan x) = x
1—4x2
Par conséquent,
2x
— =X
V1 —4x2
Ceci implique x = 0 ou ———= = 1. Cette derniere équation n’admet pas de solution. De plus, on vérifie que O est bien solution :

1—4x2
c’est donc I’unique solution.
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Solution 31

Posons f(x) = cos(sin x) — sin(cos x). On connait ses formules de trigonométrie :

f(x) = cos(sinx) — c:os(E — cos x) =-2 sin(—smx —CosX + E)sin(—smx teosx E)
B 2 B 2 4 2 4
De plus,
sinx —cosx = sinx—sin(n —x) = ZSin(x— n)COSTE = 2sin(x— 7t)
B 2 B 4 4 4
sinx+cosx—sinx+sin(n x)—ZCos(x 7t)sinn— 2cos(x n)
N 2 B 4 4 4
En particulier, pour tout x € R,
_ﬁssmx—cosxS_Z ot __2S31nx+cosxsﬁ
2 2 2 2 2 2
puis
\/5 T _sinx—cosx T \/5 e \/E T _sinx4+cosx T \/E T
e G - I B T e e
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
Org > get§+\g < 1 donc pour tout x € R
0<sinx—cosx+7t<n ot 7T<sinx+(:0sx Tt<0
2 4 2 4
On en déduit que sin dnXmeosx 4 E) et sin(m“—cosx - g) ne sont jamais nuls quelque soit x € R. Ainsi la fonction f ne s’annule jamais.

Comme elle est continue, elle est de signe constant. Or f(0) = 1 — sin(1) > 0 donc f > 0 sur R. Par conséquent, cos(sin x) > sin(cos x)
pour tout x € R.

Solution 32

1. festdéfinie sur D =R\ {é}

2. x> 2—11 est dérivable sur D, x — x? — 1 et arctan sont dérivables sur R. On en déduit que f est dérivable sur D.
—
Pour x € D,
1 xt—1
2x—1 2x2-2x-1

f'(x) = 2x arctan
Donc pour x € D \ {0}, f'(x) = 2xg(x) avec

1 x2-1
2x—1  2x(2x2—-2x+1)

g(x) = arctan

3. Posons P(x) = x* — 4x3 + 9x? — 4x + 1. On obtient successivement P'(x) = 2(4x> — 6x? + 9x — 2) et P"(x) = 6(4x? — 4x + 3).
En considérant le discriminant, on montre que Vx € R, P”(x) > 0. Donc P’ est strictement croissante sur R. De plus, P’ est continue

et imP’ = —oco et limP’ = +00. On en conclut que P’ s’annule une unique fois sur R. Notons o cet unique zéro de P’. P est donc
—00 +o0
décroissante sur | — oo, a] et croissante sur [c, +o0o[. Reste a montrer que P(a) > 0. Effectuons la division euclidienne de P par P’. On
P 3 1 o . o
trouve un reste égal & R(x) = 3x? — 2X + > Comme P'(a) = 0, P(a) = R(a). Or le discrimant de R est strictement négatif donc ce

trindme est de signe constant strictement positif. En particulier, R(ct) > 0. On en déduit que P(x) > P(a) > 0 pour tout x € R.
4. g est dérivable sur D \ {0} et pour x € D \ {0},

2x* —4x3 +9x% —4x+1 _ P(x)
2x2(2x2 —2x +1)2 2x2(2x2 —2x + 1)2

gx)=-

N . (s . . 1 1
D’apres la question précédente, g'(x) < 0 pour tout x € D \ {0}. Donc g est strictement décroissante sur ]—oo, 0, ]0, 5[ et ]5, +oo[.
On alimg = 0, donc g est strictement négative sur |—oo, 0[.

—00
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. . 3 , . . 1 c
Ona lnzlg = 400 et l%mg = —g + 5 < 0, donc g s’annule une unique fois sur ]0, 5[. Notons {3 ce zéro de g.
2
On a hm g = 0, donc g est strictement positive sur ] +oo[

En outre f'(0) =1et f'(x) = 2xg(x) pour x € D\ {0} : on en déduit que f’ est strictement positive sur | — oo, [, strictement négative
sur ] {3,% et strictement poitive sur %, +o0|. f est donc strictement croissante sur | — oo, 8], strictement décroissante sur [{3, %[ et

. . 1
strictement croissante sur ]— +oof.

De plus, f(x) ~ = donc hmf = —ooet hmf +00. On a également hm = ? et hm = _3?71.
X—>+00 1+
2
Comme 3 est un zéro de g, on peut s’apercevoir que f(f8) = —(B o1
& onpeutsapereevolrane S = G- 26+ 1)
1
X — B > +o00
Signe de f'(x) + 0 - +
f® +o0
Variations de f / \
|
— 8 8

ReEMARQUE. Comme f3 est trés proche de % et que f(PB) est trés proche de f (%_), la calculatrice ne permet pas de voir que f est

. . 1 . .
décroissante sur [B, E[' Pour information,

1-
B ~ .4899143616 f(B) =~ 1.178452180 f(i ) = %[ ~ 1.178097245
Solution 33
s 1 tana —tanb
1. tan — = — et t -b)= ——.
ng \/ge an(a —b) 1+tanatanb
2. Soient x;, ..., X7 sept réels quelconques et posons q; = arctan xl pour 1 <i < 7.0nadonca; € [ ] pour 1 < i < 7. On divise
I’intervalle [_E’ 5] de longeur 7 en six intervalles de longueur cen posant [; = [_E +(j— DE’ —5 + ]E] pour 1 < j < 6. Chacun

des sept angles a; appartient a I'un des six intervalles I;. D’apres le principe des tiroirs, il existe deux des a; dans un méme intervalle
I;. Notons a et b ces deux angles. Quitte a échanger a et b, on peut supposer @ > b. Onadonc0 <a—b < g. Par croissance de tan,

t —tanb 1
0 <tan(a—b) < —etdonc0 < < amazrang < —. Il suffit alors de remarquer que x = tan a et y = tan b sont deux des sept réels
\/— l+tanatanb = /3
X1y eee s X7.
Solution 34

Tout d’abord les solutions sont & rechercher dans I’intervalle [—1, 1].
Premiere méthode :

On remarque que Py est solution «évidente». La fonction arcsin et la fonction arccos sont respectivement strictement croissante et strictement

décroissante sur [—1, 1]. On en déduit que la fonction x + arcsin x — arccos X est strictement croissante sur [—1, 1]. Ell est donc injective.

Ceci prouve que g est I'unique solution de 1’équation.
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Seconde méthode :
Soit x une solution de 1’équation.

ou encore

On en déduit que

ou encore

3 3
Boux=-1L

On adonc x = S

Onadonc x € [—1,1] et

. . . T

sin(arcsin x — arccos x) = sin 3
. . . , 1
sin(arcsin x) cos(arccos x) — sin(arccos x) cos(arcsin x) = 5

xz—(\/1—x2)2=%

2 _

x E
T4

- . 3 . .
Réciproquement, on voit que seul g est solution puisque

arcsin —ﬁ _r arccos | —
2 3

\—/
I

arccos (

oA

|5 NG

v
I
ol

http://lgarcin.github.io

Solution 35
1. Puisque arcsin est définie sur [—1, 1], f est définie sur I = [—%, %]
2.
f(l> —arcsinl +arcsinl = = + = = n
2) " 2 6 27 3

. Comme arcsin est strictement croissante sur [—1, 1], elle I’est également sur I. De méme, la fonction x — arcsin(2x) est strictement
croissante sur I. Ainsi f est strictement croissante sur I. Elle y est également continue comme somme de fonctions continues. D’apres
le théoréme de la bijection, f induit une bijection de I sur J = f(I).

1 1 1 2 1 1 2
De plus, J = [f (—§> ’f<§)] Or f(f) = ?Tc et, f étant impaire comme somme de fonctions impaires, f(—§> = —f<§) = —?T[.
Ainsi
e
a 373

. On sait que f induit une bijection de I sur J. Or g € J donc g admet un unique antécédent par f dans I. Ceci prouve que 1’équation

fx)= g admet une unique solution dans I.

. Notons a 1’unique solution de I’équation f(x) = g On a donc

i
arcsin(cr) + arcsin(2a) = 5

ou encore x
arcsin(2a) = i arcsin(a)
On a donc -
sin(arcsin(2a)) = sin (5 - arcsin(oc)) = cos(arcsin(c))
Ainsi

20=V1—o2

On remarque en particulier que o > 0 puisqu’une racine carrée est positive. En élevant au carré cette derniere égalité, on obtient

402 =1 - o2

17
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ou €ncore

1
Oronavuquea > 0doncoa=—.
q 2 7

. . R 1
L’ unique solution de 1’équation f(x) = g est donc 7

Solution 36

Posons f = arcsin o sin et g = arccos o cos.
f estw-antipériodique i.e. f(x+m) = —f(x) pour tout x € R (a fortiori, elle est 2m-périodique). De plus, f(x) = x pour tout x € [— g , g]

On en déduit le graphe suivant.

— Etude sur [—E, g
—— Prolongement par m-antipériodicité

SR

|
N A
DA
I
I

g est paire et 2n-périodique. De plus, g(x) = x pour tout x € [0, ]. On en déduit le graphe suivant.

— Etude sur [0, 7]
Prolongement par parité
—— Prolongement par 27mt-périodicité
Tl
T
>
_T T T 3 2m 5% 3m
2 2 2 2

Solution 37

Remarquons déja que f est 2m-périodique et paire. On peut donc se contenter de 1’étudier sur [0, 7t].

De plus,
Vx € [0, 7], f(x) = arcsinocos(x) = 1t/2 — arccos o cos(x) = /2 — x

On en déduit le graphe suivant.

Prolongement par parité

/2 [ —— Etude sur [0, 7]
—— Prolongement par périodicité

—47 —37 =27 -7 T 21 31 47
—7t/2
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Par ailleurs,

Vx € R, g(x) = arccos o sin(x)
= 71/2 — arcsin o sin(x)
= 71/2 + arcsin(— sin x)
= 1/2 + arcsino cos(x + 1/2) = /2 + f(x + 1/2)

Ainsi le graphe de g est obtenu a partir de celui de f par une translation de vecteur g(f— 1) si (1, ) désigne une base du repére dans lequel
sont tracés les graphes de f et g.

! - -~ Graphe de f
Graphe de g
. /2 ) )
—47 \\—373// —27 \\—TC/’/ T 21 \\3TE 4
N N4 N —7'[/2 N7 N7
Fonctions hyperboliques
Solution 38
En posant t = e*, I’équation est équivalente a
1
3t—— =4,
t

c’est-a-dire 3t2 — 4t — 1 =0, donc t = %7 Puisque t = e* > 0, on trouve 1’unique solution
2 7
X = ln( +T\/_ ) .

Solution 39

e Sia=0,onaclairement S,, = (n+ 1)ch(b) etZ,, = (n + 1) sh(b).
* Supposons a # 0. On remarque que

n n
Sp+Z, =) ekt et S, -3, = > e7kab,

k=0 k=0
Ainsi,
(n+l)a _
e 1
SntZn =gy
3 eb+(n+1)a/2 e(n+1)a/2 _ e—(n+1)a/2
- eal2 eal2 _ o—a/2
_ sh((n + 1a/2) ob+nalz
sh(a/2) ’

Comme S,, — Z,, s’obtient de S,, + Z,, ne changeant (a, b) en (—a, —b) on trouve

— — M —b—na/2
Sn=Zn = sh(a/2) ¢ ’
S, =ch(b + na/z)W
et

%, = sh(b + na/Z)—Sh((s”l‘](z/lz);” 2)
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Solution 40

On remarque que f est impaire et qu’elle est définie et dérivable sur R puisque ch ne s’annule pas. De plus, Vx € R

f(x) = x — th(x),

ainsi
iy = )

2
= () = th“(x) > 0.

La fonction f est donc croissante sur R. On a

lim f(x)=+oc0 et lim f(x)= —oo.
X—>+00 X—>—00

Solution 41

On s’inspire du passage a I’arc moitié de 1’exponentielle complexe,

I
[\
Q

Q
N+
<
2]
=
—
Q
|
oy
——

2
De méme,
at+bp a-b —(a-b)
e“+eb=e2[e2 +e 2 ]
at+b a—>b
= 2e 2 ch
C( 2 )
Solution 42

1. Soit x un réel. Puisque ch(x) n’est pas nul, et d’apres I’exercice ., on a

sh(2x) _ 2sh(x)ch(x)

ch(2x) ~ ch?(x) + sh?(x)

_ch’(x) 2sh(x)/ch(x) _ 2th(x)

th(2x) =

 ch?(x) 1 +sh?(x)/ch®(x) 1+ th’(x)

2th(x)

1+th?(x)
fonction de e*). Maintenant, th ne s’annulant qu’en 0, pour x non nul, on a
2 1+th’(x) 1

th(2x) = th(x) — th(x)

et donc, th(2x) =

+ th(x)

et donc, 5 )
hen) e~ e

(si on ne veut pas faire appel aux formules d’addition hyperboliques, le plus simple est de tout écrire en

2. Soient a un réel strictement positif et n un entier naturel. Pour tout entier naturel k, le réel x = 2Ka n’est pas nul et d’aprés 1.,

21
th(2.2ka)  th(2ka)
2k+1 2k

T th(2"1a)  th(2ka)

En sommant ces égalités pour k variant de 0 a 1, on obtient par telescopage

2k th(2ka) = 2K( )

n k k n 2k+1 2k
2%th(2 = -
l;) (2%a) ,;,<th(zk+la) th(zka)>
_ 2n+1 1
~ th(2n+1la)  th(a)
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Solution 43

Notons
f(x) = arctan(e*) — arctan(th(x/2)).

Cette fonction est définie sur R et dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables sur R. De plus, pour tout réel x, on a :

’ — X ; — 1 — th? ;
fx)=e"x 1 (eX)2 p(1-th (X/z))l + th*(x/2)
s 1 2 1
= ——5 — ;1 - th"(x/2) ————

Tyem 20— ))1 + th*(x/2)

ex 1 ch?(x/2) — sh?(x/2)

L+e2  2ch?(x/2) + sh*(x/2)

e 1 1

T 14e2x 2(eX4e )2
e e*

T14eX T4e

=0
La fonction f est donc constante sur ’intervalle R. Comme
T
f(0) = arctan(1) = e

ona
Vx € R, arctan(e*) = arctan(th(x/2)) + %

Solution 44

1. Comme arctan et sh sont définies et dérivables sur R, f est définie et dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables.

Puisque I’ensemble de définition de 1’arccosinus est [—1,1] et

Vx € R, € [0,1] c [-1,1],

1
ch(x)

la fonction g est définie sur R. Comme 1/ ch(x) = 1 si et seulement si x = 0 et que arccos est dérivable sur | — 1, 1[, la fonction g est

dérivable sur R* en tant que composée de fonctions dérivables.

2. Pour tout x dans R*, on a

, _ch(x)  ch(x) 1
e = 1+sh?(x) ch’(x) ch(x)
et
g’(x):—( 1 ) 1 _ sh(») 1
ch(x)/ \[T=(1/ch(x))2 ch*(x) [a(0)—1
ch?(x)
_ sh(x) [ch(x)] sh(x)

T ch?(x) 1200 | sh(x)| ch(x)

car Vx € R*,ch(x) > 0. Ainsi, comme sh(x) est du signe de x € R*, on a

Vx € Ry, f(x)=g'(x)

et
Vx eR_, f'(x)=-g'(x).

Ainsi, il existe C et C’' dans R telles que
Vx € R, f(x)=g(x)+C
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et
Vx e R:, f(x)=—g(x)+C.

Comme f et g sont contionues sur R enn tant que composée de fonctions continues. Ainsi, par continuité en 0,
Vx eR,, f(x)=gkx)+C

et
Vx e R, f(x)=—-glx)+C.

En particulier, C = f(0) —g(0) =0—0=0etC’' = f(0) + g(0) = 0+ 0 = 0. Ainsi
Vx eR,, f(x)=g(x) et VxeR_, f(x)=—gx).

Solution 45

1 1
1. f est clairement définie et dérivable sur R. Puisque 0 < i < 1 pour tout x € R, g est définie sur R. L’égalité Fx - 1 n’ayant lieu

que pour x = 0, g est dérivable sur R*.

1 h
2. On trouve f'(x) = G Pour tout x € Ret g'(x) = #)cchx pour tout x € R*. En particulier f' = g’ sur R}, donc f — g est

constante sur ’intervalle 0, +oo[, et comme f(0) = 0 = g(0) et que f et g sont continues sur R, on a f(x) = g(x) pour tout x > 0.
On remarque que f est impaire et g est paire, donc pour tout X < 0, f(x) = —f(—x) = —g(—x) = —g(x).

Solution 46

* Méthode trigonométrique :
Onachx +1=2ch? g Donc

chx+1 x
argch( > ) = argch (ch 5)

et on conclut en considérant les cas x < Oet x > 0.

¢ Par dérivation :

fchx +1
On pose f(x) = axgch( %) f est dérivable sur R* et on trouve :

;o shx
P = 31y
1 1
Donc f'(x) = —> pour x <Oet f'(x)= 5 pour x > 0. De plus, f est continue en 0 est f(0) = 0. On a donc f(x) = |i2| pour tout
x €R.
Solution 47

1. sh est définie sur R a valeurs dans R et arctan est définie sur R donc arctan o sh est définie sur R. th est définie sur R a valeurs dans
] —1,1] et arccos est définie sur [—1, 1] donc arccos o th est définie sur R. Par conséquent, f est définie sur R.
sh est dérivable sur R a valeurs dans R et arctan est dérivable sur R donc arctan o sh est dérivable sur R. th est dérivable sur R a valeurs
dans | — 1, 1] et arccos est dérivable sur | — 1, 1] donc arccos o th est dérivable sur R. Par conséquent, f est dérivable sur R.

2. D’apres la question précédente, f est dérivable sur R et pour tout x € R :
chx 1

[ = G~
L+sh™x  ch?xV1—th?x
h 1 [ 1
Or 1 + sh’x = ch®x donc c—xz = ——. De plus, 1 — th®x = 5— donc V1 —th’x = — puisque chx > 0. Ainsi
1+sh"x chx ch®x ch

1 1
= ——. On en déduit que f'(x) = 0 pour tout x € R.

ch?xV1 —th*x chx
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T
3. D’apres la question précédente, f est constante sur R. De plus, f(0) = arctan 0 + arccos 0 = 5

5 13 5
Comme Imsh = R, il existe t € R tel que sht = I Onaalorscht = V1 +sh*tcarcht > 0. Onobtient cht = T Ainsitht = e

On a alors f(t) = g ce qui nous donne 1’égalité de 1’énoncé.
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