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MATRICES
Calculs élémentaires
Solution 1
On obtient apres tout calcul,
-1—-i 142
-5 8-5i
-2 i

Solution 2

D’apres la formule définissant le produit matriciel,

5 a?+bc ab+bd
M2 =
ac+cd bc+ d?
Or,
2+ad ab+bd
(a+dMm=[ ¢ T
ac+cd ad + d?
On a donc
M? + (a + d)M + (ad — bo)l, = O,.
Solution 3

Notons, pour tout 1 < k < n, Sy, la somme des coefficients de la k-ieme colonne de A. D’apres la formule définissant le produit matriciel,

S1 S, .. Sy
S1 S, ... S
UA=| "2
S1 S, o Sy
De méme, puisque S; + ... + S,, = d(A), on a
o(A) o(A) ... o(A)
o(A) o(A) ... o(A
AU 2| TW) SA) o)
o(A) o(A) ... o(A)
ainsi ,
UAU = o(A)U.

Solution 4

Ona
AB-A-1,)=1,

ainsi A est-elle inversible d’inverse B — A — [, et donc
AB—-A-1,)=B-A-1,)A

d’ou AB = BA.

Solution 5

Notons
C = (¢, hgij<n et D = (di g, jgn-
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e Calculde C: pourtous1 <i,j<n,ona
ci,j = ai’j — bi,j = 2_]
* Calculde D : pourtous1 <i,j <n,ona

n

Z a; by = Z(z+k>(k )
_1

)Zk+2k2 lJZl

= (- )™ .

Solution 6

n(n + 1) + n(n + 1)(2n +1)

On vérifie facilement que pour x,y € R, M(x)M(y) = M(x + y). On a en particulier pour tout x € R, M(x)M(—x) = M(0) = I, ce qui

prouve que M(x) est inversible. Ainsi G C GL3(R).
Vérifions que G est un sous-groupe de GL;(R) :

« I, = M(0) € G;
e pour x,y € R, M(x)M(y) = M(x + y) € G;

« pour x € R, M(x)™! = M(—x) € G.

Ceci prouve que G est un sous-groupe de GL;(R). De plus, I’application M : x — M(x) est un morphisme de (R, +) dans (G, X) puisque
M(x)M(y) = M(x + y) pour tous x,y € R. M est surjectif par définition de G. De plus, M(x) = I5 implique x = 0, ce qui prouve que M est

injectif. Ainsi M est un isomorphisme de (R, +) sur (G, X).

Solution 7

Soit (i, j) € [1,n] X [1, q]. Alors
(AB)U Z AlkBk]
k=1

comme somme de termes positifs.
Soit j € [[1,q]l. La somme des coefficients de la j*™ colonne de AB est :

n n p
D(AB); =D > AwBy;
i=1

i=1k=1

SN

k i=1

n
By;j car ZAik =1
1 i=1

I
~ M

Ainsi AB est stochastique.

REMARQUE. On peut aussi remarquer que A € M, ,(R) est stochastique si et seulement si A est & coefficients positifs et AU, = U, ou

Up € Mp,l(lR) est la matrice colonne dont tous les coefficients valent 1.

On vérifie comme précédemment que si (A, B) € M, ,(R) X M, ;(R) est un couple de matrice stochastiques, alors AB est bien a coefficients

positifs. De plus, ABU; = AU, = U,, donc AB est bien stochastique.

Puissances

Solution 8
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1. Posons
023

J=] 002
000

de sorte que A = I3 + J. On remarque que J*> = 0 et que J et I; commutent. On a donc, d’aprés la formule du binome,

A" =T, +nl + @Jz.
Puisque
004
=l 000 |,
000
on a,
1 2n 2n°+n
A=l 01 2n
00 1
2. Posons

01
J =
de sorte que A = al; + bJ. On remarque que J* = 0 et que bJ et al; commutent. On a donc, d’apres la formule du bindme,

A" = a"I; + na"1bJ.

A= a” na"1p
0 a ’

3. Grace aux formules d’addition trigonométriques, on prouve sans peine par récurrence sur n que

Ainsi, pour n > 2,

At — cos(nb) —sin(nd)
“\ sin(n9) cosn®) |

REMARQUE. A est une matrice de rotation vectorielle plane , ce qui rend le calcul de A” banal...

e 1410
5 -1 )

A? — 5A + 61, = 0.

4. Ona

ainsi, par un calcul sans difficulté,

On remarque que le polyndme
P=X?-5X+6=(X-2)(X-3)

est annulateur de la matrice A. Effectuons la division euclidienne de X" par P # 0. Il existe un polyndme réel Q et deux réels a,;, b,
tels que
X" =PQ+ a,X + by,.

Apres évaluation en 2 et 3, on obtient le systeme

2" = 2a, + b,
3 = 3a, + b, °’
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d’ou
a,=3"-2" et b,=3-2"-2.3"
On a donc
A" = a,A+b,l,
on+l _ 3n on _3n
= ( 2.30n _ontl 5. 3n _on )
Solution 9
Notons
un
Xp=| vy
wn
Le systeme se traduit par 1’égalité matricielle
Xp41 = MXp,
ol I’on a posé
011
M = 101
110

Ainsi, par une récurrence immédiate,
Yn>=>0, X, =M"X,.

Notons U = (1),¢;,j3 de sorte que
M=U- 13.

Puisque U? = 3U, on a
M +1;)? =3(M + 1),

c’est-a-dire M2 — M — 2I;. Le polynome
P=X?-X-2=X+1)X-2)

est annulateur de la matrice M. Effectuons la division euclidienne de X" par P # 0. Il existe un polyndme réel Q et deux réels a,,, b,, tels que
X" =PQ+ a,X+ by

Apres évaluation en —1 et 2, on obtient le systéme

2" = 2a, + b,
(_1)n = —a, + bn ’
dou 2" — (-1 2" 4 2(-1)"
an = T et bn = f.

On a donc M" = a,M + b, I3 , d’oli I’expression de M" ,
20 4 2(=1)" 2" — (=) 2" —(-1)"

on {1y a1 2n {1

M"
3 3 3
2N (=" 2" —(=1)" 2" 42(-1)"
3 3 3
puis
2" 4 2(—-1)" 2" — (=1)" 2" — (=1)"
run = —+ 3( ) uo + —g ) UO —?(’ ) wO

2" — (-1)" 2"+ 2(-1)" 2" —(-1)"
(" A 2Dt

1 = 3 0 3 0 3 o
2n — (=1)" 2" — (=1)" 2" 4+ 2(=1)"
wn = —§ ) uo + § ) UO + + 3( ) wO
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Solution 10

Le polyndme
P=X3-X2—4X+4=X-1D)X-2)(X+2)

est annulateur de la matrice A. Effectuons la division euclidienne de X" par P # 0. Il existe un polynome réel Q et trois réels a,,, b, c,, tels
que
X" = PQ + a,X? + b, X + ¢,,.

Apres évaluation en +2 et 1, on obtient le systeéme
1 a, + b, +c,

2" 4a, + 2b, + ¢, ,
(=2)" = 4a,, — 2b, + ¢,

d’ot
—142"—2""2[1 + (-1)"*]
a, =
3
J bn — [1 + (_1)n+1]2n—2 ,
42" — 2" 11+ (-1)"H]
cp, =
3
et

A" = a,A? + bpA + ¢,

Solution 11

1. OnaA? =1;,
010
B2=| 001
100

et B3 = I5. On en déduit les calculs suivants :
P Puissances de A : si n est pair A" = I3, sinon A" = A.

Puissances de B:sin=0[3],B"=1y;:sin=1[3],B" = B;sin = 2[3], B" = BZ.
3

2. Ona
001 010
AB=|1 010 |, BA=| 100 |,
100 001
puis
010 001
AB’=| 100 | eteBA=| 010
001 100
Solution 12
Posons
101
I=L; etK=] 000
101
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de sorte que M = bI + aK. Comme I et K commutent, on peut appliquer la formule du binéme :
" (n
M" = (bl +aK)" = ) |, |a’b K"
€=0 ¢
On prouve par une récurrence immédiate que, pour tout entier m > 1,on a :
2m—1 0 2m—1

K™ = 0O 0 O
2m—1 0 2m—1

En notant
Zn: n opn—tpt—1
s = a ,
£=1 4

on aboutit donc a :

s+b" 0 s
M" = 0O b* o
s 0 s+b"

On conclut en appliquant & nouveau la formule du bindme :

n afpr—t2¢-1
\¢

i (n)aébn—ézé _ bn)
€=1 ¢

_ (b+2a)" —b"
e AL

[}
I
(S RN
e Vg

Solution 13

Notons By, = A¥ + A=%. On a I’égalité suivante en termes de fractions rationnelles :
Xk+2 + X—(k+2) — (Xk+l + X—(k+1)) (X + X—l) _ (Xk + X—k)

On peut tout a fait substituer la matrice A a X, ce qui donne By, = By, 1B; — By = By.1 — By puisque B; = I,,. Quitte a raisonner coefficient
par coefficient, on peut appliquer les résultats connus sur les suites récurrentes linéaires d’ordre deux pour affirmer qu’il existe C, D € M,,(R)
telles que :

Vk € N, By = r'*(cos(k®)C + sin(k8)D)

ot re*'® sont les racines complexes conjuguées de X> — X + 1. On trouve facilement r = 1 et © = g On a de plus By = 2I,, et B; =1,,. Les

matrices C et D sont donc solutions du systéme :
c=21,

1.3
5C+5D=1,

On obtient C = 2I,, et D = 0. On a donc
Vk €N, AK + A~k = 2cos<’;—“)1n

Solution 14

00 01 00
donc un R-espace vectoriel. La famille (U, V, W) est libre : c’est donc une base de E et dimE = 3.

10 00 01
1. a. OnposeU = ( ) V = ( ) W = ( ) On a E = vect(U, V,W). Ainsi E est un sous-espace vectoriel de M,(R)
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b. E est un sous-espace vectoriel de E donc un sous-groupe additif de E. De plus, Le produit de deux matrices triangulaires supé-
rieures est une matrice triangulaire supérieure. Enfin, I, € E. E est un sous-anneau de M,(R) donc un anneau.

Cet anneau n’est pas commutatif : considérer par exemple les matrices ( 0 (1) ) et ( (1) ; )

c¢. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont
les produits des coefficients diagonaux des deux matrices : on en déduit que le produit de deux éléments G est un élément de
G. De plus, une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls est inversible et les coefficients
diagonaux de I’inverse sont les inverses des coefficients diagonaux : on en déduit que tout élément de G admet un inverse dans
G. Ainsi G est un sous-groupe de GL,(R) donc un groupe.

0c
2. Considérons dans un premier temps le cas @ = b. Alors A = al, + C avec C = ( 00 ) Comme al, et C commutent, la formule du

bindme de Newton donne :

AP = Zp: (p)ap—kck
k

k=0

aP paP~lc
On a C¥ = 0 pour k > 2 donc pour p > 1, AP = 0 p ) et bien entendu, A® = T,.
a

Considérons maintenant le cas a # b. Alors, a I’aide des résultats sur les matrices triangulaires supérieures énoncés plus haut, on peut

af c
affirmer que AP = ( b ) ou ¢, est un réel. En considérant que MP+! = MP.M = M.MP, on obtient Cp+1 = aPe+be, = ac, +bPe.
0 bP
bP — aP
. bP —aP aP c—
On obtient donc Cp=Cc—7F—r. Ainsi AP = b—a pour tout p € N.

3. D’apres I’inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout n € N :

i xP |n+l | |n+1
— sup et max(1, e*)
=0 P! (Vl + D! yefon] RG]
X" , xP
car exp est de classe C* sur R. Or lim X" =0donc lim Z — =
n—+co ! n—+oco p=0 p!
n -1 n-1 n -1
xP xP o ) _ xP
De plus, Z p = Z —. On en déduit qu'on a également lim Z p = e~
— ! —p n-+oo =~ p!
p=1 k=0 p=1
. . . . . . SPI Ap
Considérons dans un premier temps le cas a = b. En raisonnant coefficient par coefficient et en utilisant ce qui précede, hm —
n—+ p 0 p
e e
0 e )
Al e? e — ¢ c
Considérons maitenant le cas a # b. En raisonnant a nouveau coefficient par coefficient : lim Z F = b—a
n—->+oo . b
p=0 0 e

ac a c
4. f(0,) =1, # 0, donc f n’est pas linéaire. Soient A = ( 0 b ) etA = ( 0 B ) des éléments de E tels que f(A) = f(A’). Comme
la fonction exp est injective (sur R), a = a’ et b = b’. On en déduit ensuite ¢ = ¢’. Par conséquent, A = A’ ce qui prouve I’injectivité
de f.
f n’est pas surjective, il suffit de considérer un élément de E dont I’'un des éléments diagonaux est négatif, il ne peut admettre d’anté-

cédent par f.

a c
I1 est clair que tout élément de E admet une image par f dans G donc Im f C G. Réciproquement soit B = ( 0 b ) € G. Par

ac
conséquent a’ > O et b’ > 0. Soit A = ( 0 b ) €E.
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Cas a’ # b’ : Si f(A) = B alors nécessairement a # b.

e =a a=Ina
b _ 1 _ ’
el —e® | ,Inb" —Ina’
=cC =¢ ’ ’
b—a b —a
Casa' =b':
f(A)=B e =a a=nd
= R—4% P—3 /
ce? =¢ C:c—
a/

Ainsi tout élément de G admet un antécédent par f dans E, ce qui prouve que G C Im f. Finalement G = Im f.

Solution 15

Premiére méthode Le calcul de M? donne M? = M + 2l i.e. M2 — M — 2I = 0. Soit R, le reste de la division euclidienne de X" par

P=X?>-X—-2=X+1)(X-2).R, estde degré 1 donc de la forme a,X + b,, avec a,,, b, € R. Comme —1 et 2 sont racines de P,
n n , 2" — (=1)" 2" 4+ 2.(=1)" n
on trouve —a, + b, = (-1)" et 2a,, + b,, = 2". Il vient a,, = — etb, = — On a alors M" = a,M + b, L.

Deuxieme méthode En calculant les premieres puissances de M, on est amené a faire I’hypothése de récurrence suivante :

HR(n) : M" est de la forme a,I + b,M.

La récurrence est facile et nous donne de plus les relations de récurrence a,,, = 2b, et b,.; = a, + b, pour tout n € N. Un calcul
rapide nous montre que les suites (a,,) et (b,) vérifient la relation de récurrence u,,,, — U, 11 + 2b,, = 0 pour tout n € N. Le polynéme
caractéristique associé i cette relation de récurrence est P = X2 —X+2 = (X+1)(X—2). Ainsi a,, et b,, sont de la forme A(—1)" 4+ pu2".

2" — ()" 2" 4+ 2.(-1)"
Comme ay = 1 et by = 0, on trouve A et i dans les deux cas puis @, = % etb, = %

Inverses

Solution 16

Raisonnons par 1’absurde en supposant 1’existence d’un vecteur colonne non nul

X1

Xn

tel que AX = 0. Soit iy < n tel que |x; | > 0 soit le maximum des |x;|,i < n. Puisque AX = 0, on a en particulier

n
—Qip,igXip = Z iy, ;%
J#io

Or, d’apres I'inégalité triangulaire ,

n

n
‘Zaio,jxj‘< 2 i

J#lo Jj=L,j#io

|xj|5

et , par définition de i ,

n n
S Jag, 1] < ( 3 |ai0,,-|)|xi0|

J#lo J#lo

n

g 1| < ( 3 |ai0,,-|)|xi0|

J#lo
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et puisque |x; | # 0,

n
< Z |aj,,jl

J#lo

|ai0,i0

ce qui contredit I’hypothese de I’énoncé.

Solution 17

* U, est non vide car contient la matrice I,,.

* U, est stable par le produit matriciel. Soient M et N dans ,,. Pour tous 1 < i, j < n, on

n

(MN); j = Z(M)i,k(N)k,j-
k=1
- Si j <i,ona (M), = 0pour tout k < iet(N) ;=0 pourtoutk > j. Ainsi, pour tout k, (M); ;(N)y. ; = 0. la matrice MN est
donc triangulaire suppérieure.

- Sii = j, on peut reprendre les mémes arguments : (M); , = 0 pour tout k < i et (N),; = 0 pour tout k > i. Ainsi, pour tout
k # i, (M); (N)g,j = 0. De plus, (M); ;(N);; =1 X 1 =1.Onadonc MN € U,.

Y1

X
* U, est stable par passage a I'inverse. Soit M = (m; j),<;, j<n dans U,,. Soient X = (xl ) etY = (y ) deux vecteurs colonnes de taille
n

n
n tels que MX =Y. Cette égalité équivaut au systeme suivant,

n
VISi<n—1, X+ ), myX =y el X, =Y.
j=it+1

Ainsi, x,, = y,, puis
Xp—1 = Yn-1 — Mu—_1,nXn = Yn-1 — Mu—_1,n¥Vn-
Par une récurrence finie, on prouve alors sans peine que x,,_j peut s’écrire sous la forme
n
Xpn—k = Yn—k T Z Np—k,j)js
Jj=n—k+1

avec les ny , dans R. On a donc prouvé que Y = MX équivaut a X = NY avec N = (n; ) «;, j<n Matrice triangulaire supérieure avec
des 1 sur la diagonale : M est inversible et son inverse N appartient a [,,.

* U, est donc un sous-groupe de T;F.

Solution 18

On pivote en colonnes sur la matrice () de maniére A ramener la partie supérieure 4 l,. La partie inférieure sera alors A~1.

Iy
0 -1 1 1
-9 2 1 2
1 -1 1 0
-3 0 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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1 -1 o0 1
1 2 -9 2
1 -1 1 0
1 0 -3 1
C, & C3

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0o 0 o0 1
1 0 0
1 3 -9
1 0 1 -1
1 =30 C, « GC+C

C, « C—C
o o0 1
0o 1 o0
1 1 0 -1
o 0 o0 1
1 0 0 0
1 1 -9 3
1 -1 1 0
1 0 -3 1

C, & Cy

0 1 0
0 0 1
1 -1 o0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 0 0
1 -1 -8 3
o =1 C; « C3+9G,

C, « C,-3C,
0 0
0 0
1 -1 -9 4
0o 1 9 -3
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C3 «— C3 +3C4

C4 « C4—3C3

CZ(—C2+C3

C1<_C1_C2_C3_C4

S N AN @~

— AN ~

1 _

Ainsi A~
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Solution 19

1. Comme A} = —A,,, det(A,,)) = (=1)"det(A,,). Comme 7 est impair, det(A,,) = 0 et A,, n’est pas inversible.

2. On procede par pivot de Gauss : on effectue les mémes opérations sur les lignes de A,, et I,,. Commencons par effectuer les opérations
L; < L; — L;;; pour i variant de 1 a n. Ainsi A, est transformé en :

1 0 0
0
0
0 0 11
-1 -1 0
et la matrice I, est transformée en :
1-10 .. 0
0
0
1 -1
0 0 1

Deux cas se présentent alors :

* Si n est impair, on effectue ’opération L,, <~ L; + Ly 4+ --- + L,,_, et A,, est alors transformée en une matrice dont la derniere
ligne est nulle. A,, n’est donc pas inversible.

* Si n est pair, on effectue I’opération L,, < L; + Lz + --- + L,,_;. Ainsi A,, est transformée en :

11 0 ..0
0

o
S =
—= = O

et la matrice I, est transformée en :

=
|
—
(=)
o

0
o .. - 1 -1
1-1..1 O

On effectue enfin les opérations L; <~ L; —L;,; pour i variantde n —1 a 1. A,, est alors transformée en I,, et I, est transformée en

0 -1 1 -1 .. -1
1 0 -1 1
-11 0 - -~ -1
1 -1 - - - 1
: Lo =1
1 .. 1 -11 0

Solution 20
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111 .1
122 .2

OnaA=]|1 2 3 ... 3 | Onvaeffectuer les mémes opérations sur les lignes de A, et I,,.
123 ..n

On effectue d’abord les opérations L; <« L; — L;_; pour i variant de n a 2. A, est alors transformée en la matrice triangulaire supérieure
ou tous les coefficients de la partie triangulaire supérieure sont égaux a 1 et I,, est tranformée en la matrice avec une diagonale de 1, une
sous-diagonale de —1 et des O ailleurs.

On effectue ensuite les opérations L; « L; — L;,; pour i variant de 1 a n — 1. A est transformée en I,, et I,, est transformée en la matrice
B,, formée d’une diagonale de 2, d’une sous-diagonale et d’une sur-diagonale de —1 et de zéros partout ailleurs. Ceci prouve que A,, est
inversible d’inverse B,,.

Solution 21

Dans tout ce qui suit, on notera les vecteurs colonnes

X1

X3

et

e = 0 , €y = 1 , €3 =
0

1. La premiere ligne de A; étant nulle, A; n’est pas inversible. Un vecteur colonne X appartient a Ker(A,) si et seulement si
—X1 + X, =0 et —2X3 =0,

ie X est de la forme

X=| x , avec x; € R.

On a donc

[/1
Ker(A,) = vect ((1))] = vect(e, + e3).
Puisque les deux premieres colonnes de A; sont colinéaires a e, et la derniere a ez, on a
Im(A;) = vect(e,, e3) et rg(A;) = 2.

2. Appliquons la méthode du pivot de Gauss...

0 1 0 1 0 0
-1 1 1 01 0
-1 2 =2 0 0 1

parL; « =LyetL, « L,

-1 2 =2 0
puis, en effectuant L; < Lz + L,

1 -1 -1 0 -1 0

0 1 o0 1 0 0

0o 1 =3 0 -1 1
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continuons par Ly < (—Ls + L,)/3,
1 -1 -1 0o -1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1/3 1/3 -1/3
puis Ll <> Ll + Lz + L3,

S
[
(=)

1 0 0

[1 0 0 4/3 =2/3 —1/3]
0 01 1/3 1/3 -1/3

La matrice A, est donc inversible d’inverse

4/3 -2/3 -1/3
A=l 1 o 0
1/3 1/3 -1/3

3. Laderniére ligne de A, étant la différence des deux premiéres, les lignes de la matrice forment une famille liée de R3 et A; n’est donc
pas inversible. Un vecteur colonne X appartient a Ker(Aj) si et seulement si

—x1+x2=0 et 2X3=0,

ie X est de la forme

X=| x , avec x; € R.

On a donc

Ker(A3) = vect (

o

)] = vect(e, + e3).

Puisque les deux premieres colonnes de A; sont égales, on a

Im(A;) = vect [( (1) ), ( —(1)1 )] = vect(e; + e3, —e; + e3),

etrg(Az) = 2.

4. Ladeuxieéme ligne de A, étant nulle, A4 n’est pas inversible. Un vecteur colonne X appartient 2 Ker(A,) si et seulement si 2x; —x3 = 0,
ie X est de la forme

X = X, , avec X1,x, € R.

On a donc
Ker(A4) = vect [( é) ), ( g )] = VeCt(el + 263, 62).

Puisque toutes les colonnes de A, sont colinéaires a la derniere, on a
-1
Im(A,) = vect [( 0 )] = vect(e; — e7),

etrg(Ay) = 1.
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5. Laderniére ligne de A5 étant égale a la premiére, les lignes de la matrice forment une famille liée de R3 et A5 n’est donc pas inversible.
Un vecteur colonne X appartient 2 Ker(As) si et seulement si

—x1=0 et —x1+x2+x3=0,

ie X est de la forme

X = X, , avec x, € R.

On a donc
Ker(As) = vect [( _(1)1 )] = vect(e, — e3).

Puisque les deux dernieres colonnes de Ag sont égales mais non colinéaires a la premiere, on a
1\ /(0
Im(As) = vect (%),((1)) = vect(e; + e, + e3,¢,),

etrg(As) = 2.

6. Les premiére et troisieéme lignes de A4 étant nulles, Ay n’est donc pas inversible. Un vecteur colonne X appartient a Ker(Ag) si et
seulement si x; — x, — x3 = 0, ie X est de la forme

X1
X = X, , avec x1,X; € R.
X1 — X2

On a donc
1 0
Ker(Ag) = vect [(&)),(_11 )] = vect(e; + ez, e; — e3).

Puisque toutes les colonnes de Ag sont colinéaires a la premiére, on a
0
Im(Ag) = vect [( ! )] = vect(e,),

etrg(Ag) = 1.

7. La deuxiéme ligne de A, étant nulle, A, n’est pas inversible. Un vecteur colonne X appartient & Ker(A,) si et seulement si —x, = 0 et
—2x; =0, ie X est de la forme

X=| 0 , avec x3 € R.
X3

On a donc
Ker(A;) = vect [(g)] = vect(es).

Puisque la derniere colonne de A, est nulle et les deux autres non-colinéaires, on a

Im(A;) = vect [( § ), ( é , )] = vect(ey, €3),

et rg(A;) = 2.

http://lgarcin.github.io 15
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8. Appliquons la méthode du pivot de Gauss...
parL2 <« LZ_LletL::, (—L3_5L1,
puis, en effectuant Ly & Lz + L,,

Un vecteur X appartient donc a Ker(Ag) si et seulement si

x1+x2+x3=0 et x2+2x3=0,

ie X est de la forme
X3

X = —2X3 , avec x3 € R.

X3

On a donc
Ker(Ag) = vect [( —12 )] = vect(e; — 2e, + €3).

Puisque les deux premieres colonnes de Ag ne sont pas colinéaires, on a

Im(Ag) = vect [( i ), < é )],

donc Im(Ag) = VeCt(el + ey + 563, € + 362 + 3e3)3 et rg(Ag) = 2.

Solution 22

1. Il est clair que le carré de la matrice vaut I’identité : elle est donc inversible et égale a son propre inverse.

2. Notons M la matrice de I’énoncé et U la matrice (1),g;, j<n- Puisque M +I,, = U et que U?=nU,ona

M+1,)?=nM+1,),

ie M2 + (2 — n)M = (n — 1)I,,. Ainsi,

M n—2
M<n_1‘m1n>—1n-

La matrice M est donc inversible d’inverse

Solution 23

1. On a clairement
(I]n - A)(”n + A) = (I]n +A)(|]n - A)!

d’ou apreés multiplication a droite et a gauche par I’inverse de [,, + A ,

(I]n + A)_l(un -A)= ({0, - A)(I]n - A)_l-
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2. Soient X, Y deux vecteurs colonnes de taille n. D’apres la question précédente , on a
(1,+BX=Y

si et seulement si
X+, + A)_l([ln —A)X=Y.

Puisque [,, + A est inversible , ceci est encore équivalent a ,
0, +AX+0,—AX=~0,+A)Y,

c’est-a-dire

La matrice [,, + B est donc inversible d’inverse

Solution 24

1. En effectuant successivement sur A les opérations
Ly — L = Liera

pour k variant de 1 a n — 1, on transforme la matrice en I,,. La matrice est donc inversible et son inverse d’obtient en effectuant la
méme séquence d’opérations sur I,;, on a donc

1 -10 0
0 1

Al = 0

-1

0 0 1

2. Une méthode d’inversion avec polynomes.

a. D’apres la définition du produit matriciel, pour tout 0 < k < n—1,7J k est 1a matrice dont tous les ceefficients sont nuls sauf ceux
de la k + 1-ieme diagonale qui valent 1.

b. La matrice J est nilpotente d’indice n (ie J* = 0 et J*! # 0). On a

A=T, 4T+ ... +J"L

c. Posons
PX)=1+X+..+X"

On a A = P'(J). On remarque que
1-X)PX) =1-X"*1,

Ainsi , en subsituant J a X dans cette égalité polynomiale,
(I, = DPQ) =1,

donc (I, — J)A =1, et A est inversible d’inverse

1 -10 0
0 1

I,-J= 0

-1

0 0 1
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Solution 25

Effectuons des pivots en miroir :

1. En avant :

On obtient par L, <~ L, —2L; et Ly « Ly —4L; :

puis Ly « L3 — 2L, :

parL, « L,/ —7etL; « —L3/11:

'OO>—AI

Effectuons alors L, < L, — (3/7)Ly et L; « L; —4L5:

o O =

et finalement, par L; « L; — 3L, :

Ainsi la matrice est inversible et son inverse vaut

2. Let’s pivot!

On obtient en échangeant L; et L, :

parL, « L, —2L;etLy; « L3+ L;:

puis Ly « L3 + 5L, :

http://lgarcin.github.io

1/7 =5/77 19/77
2/7 =17/77 3/77
0 2/11 -1/11

[2 -1 10 1 0

1 -1 6

=]
[

2 -1 10

[
(=)

-1 =4 5 | 0 0

S =
|
p—
I o
[\8}
—-= o
I =
\S]

S =
|
(=Y
I o
[\8}
—= o
I =
\S]

= o O
_ o O
]

—1/11]

4/11

3/77

-1/11

19/77
3/77
-1/11

1 3 4 10
2 -1 5 01
4 =2 -1 |00
1 3 4 1
0 -7 -3 | -2
0 —14 -17 | -4
1 3 4 1 0 0
0 -7 =3 | =2 1 0
o 0 -1 0 -2 1
3 4 1 0
1 3/7 | 217 -1/7
0 1 0 2/11
3.0 1 —8/11
1 0 | 2/7 =17/77
01 0 2/11
0 0| 1/7 =5/77
1 2/7 =17/77
0 1 0 2/11

]

o o

OOI

OOI
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puis L, < L, +2LyetL; « L; —6L5:

1 -1 0 -30 55 -6
0O 1 O 11 -20 2
0 0 1 5 -9 1
et finalement, par L; « L; + L, :
1 0 O -19 35 —4
010 11 =20 2
0 0 1 5 -9 1
Ainsi la matrice est inversible d’inverse
—-19 35 —4
11 —-20 2
5 -9 1

3. Kein problem...

2 =21 1 0 0
2 =3 2 01 0
-1 2 0 0 0 1

\S]
|
w
\S]
S
=
=]

Effectuons L, <~ L, —2L; et Ly « Ly —2L; :

o O
N
— N
— O
O =
[\SIN )

et par Ly « —(L; —2L,;)/3:
1 -2 0 0 0 -1
0 2 0 1 2
1 -1/3 2/3 2/3
etparL, « L, —2L5:

1 -2 0 0 0 -1
[O 0 2/3 -1/3 2/3]
1 -1/3  2/3 2/3

et finalement L; « L; + 2L, :

1 0 O 4/3  =2/3 1/3
010 2/3  —=1/3 2/3
0 0 1 -1/3  2/3 2/3
ainsi la matrice est inversible et son inverse vaut :

4/3 —=2/3 1/3

2/3 —-1/3 2/3

-1/3 2/3 2/3

4. Pivotons.

1 2 3 4 1 0 0O
2 3 1 3 01 0 O
1 1 1 -1 0 0 1 0
1 0 -2 5 0 0 0 1
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Effectuons les opérations L, <~ Ly — 2L, L3 < =Lz + L1, Ly < Ly —L;:

1 2 3 4 1 0O 0 O
0 1 5 5 2 -1 0 0
0 -1 -2 =5 -1 0 1 0
0 -2 -5 1 -1 0 0 1
puis Ly « (L3 + L,)/3et Ly « L, + 2L, :
1 2 3 4 1 0 0 O
01 5 5 2 -1 0 0
0 01 O 1/3 -1/3 1/3 0
0 0 5 11 3 -2 0 1
et par Ly « (L, — 5L3)/11:
1 2 3 4 1 0 0 0
01 5 5 2 -1 0 0
0 01 O 1/3 -1/3 1/3 0
0 0 01 4/33 -1/33 -=5/33 1/11
puisL, « L, —5L4etL; « L; —4L,:
1 2 3 0 17/33  4/33 20/33 —4/11
01 5 0 46/33 —28/33 25/33 —=5/11
0 0 1 0 1/3 -1/3 1/3 0
0 0 0 1 4/33  -1/33 —=5/33 1/11
eth «— L2—5L3etL1 <« L1—3L3:
(1 2 0 O —16/33 37/33 —13/33 —4/11]
01 0 O -3/11  9/11 -10/11 -=5/11
0 0 1 0 1/3 -1/3 1/3 0
|0 0 0 1 4/33 -1/33 —=5/33 1/11 |
et finalement L; « L; — 2L, :
1 0 0 O 2/33  —=17/33 47/33 6/11 T
01 0 O —3/11 9/11 -10/11 -5/11
00 1 0 1/3 -1/3 1/3 0
|0 0 0 1 4/33 —-1/33 —=5/33 1/11 |
donc la matrice est inversible d’inverse :
2/33 —17/33 47/33 6/11
-3/11 9/11 -10/11 -5/11
1/3 -1/3 1/3 0
4/33 -1/33 —=5/33 1/11
Solution 26
1. Un calcul donne A3 — A = 415,
2. Ona 1
A X Z(AZ —13) =13,
ainsi A est inversible et
2 -4 2
1 1
-1 _ 2(A2 _ — 7 _
A = 4(A I5) 7 1 -2 -1
1 2 -1

http://lgarcin.github.io
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Image et noyau

Solution 27

On a clairement

On a clairement

On a clairement

On a clairement

Solution 28

100
M=|010
000

Im(f) = vect((1,0,0), (0, 1,0)) et Ker(f) = vect((0,0,1))

=

Il
—_ =
SR

Im(f) = vect((1,1,1),(-1,1,2)) et Ker(f) = {0}

M=(1-32)
Im(f) =R et Ker(f) = vect((3,1,0),(2,0,—1))

0100
0020
0003
0000O0

Im(f) = vect(1,2X, 3X?) = R,[X] et Ker(f) = vect(1) = Ry[X]

On note (ej, 5, e3) la base canonique de R3,

e Apres tout calcul, on trouve

¢ De méme,

Ker(f) = vect(e; + e, + e3).

Im(f) = vect(2e1 —ey—e3,—e; + 262 - 63).

» Comme A% = A, f est un projecteur de R3.

Solution 29

http://lgarcin.github.io
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Pour trouver des bases de 1’image et du noyau, on pivote en colonnes sur la matrice suivante :

-7

) —-11
Par conséquent,

http://lgarcin.github.io

-11 7 0
0 11 2
1 0 7 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
-1 0 0 0
0 11 11 22
1 7 7 14
1 7 0
0 11 0
0 1
0 0 11
-11 O 0
0 11
1 7
1 7 -7 -11
0 11 -11 -22
0 1 0
0 0 11
-11 0
0 11
1 7
1 7 -7 -1
0 11 -11 -2
0 1 0
0 0 0
—-11
est une base de Ker A et 0 ,
1
22

&)
Cs

C,
Cy

0
11

7

<~ 11C2 + 7C1
«— 11C4 + 3C1

<« C3 - C2
«— C4 - 2C2

est une base de Im A.
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Pour trouver des systeémes d’équations cartésiennes de I’image et du noyau, on pivote en lignes sur la matrice suivante :

-1 7 0
0 1 11 2
1 0 7 1
=11 7 0
0 1 11 2 0
0 7 77 14
-1 7 0
0 1 11 0
0 0 0 0
Ainsi un systeéme d’équations cartésiennes minimal de Ker A est
{—11x + 7y +

et une équation cartésienne de Im A est

x—=7y+11z=0

Solution 30

11

11

3t=0
y+11z+2t=0

Ly < 11L; + L,

L3 «— L3 - 7L2

Notons E;, E,, E3, E4 la base canonique de M, ;(K) et Cy, C,, C3,Cy les colonnes de A. On a donc AE; = C; pour tout i € [1,4]. On
remarque que C; = 0 et que C4, = —2C;. Enfin, C, et C; ne sont pas proportionnelles donc (C;, C,) est une base de Im A.
Comme C; = 0, on a E; € Ker A. Comme 2C; + C4 = 0, 2E; + E, € Ker A. Ainsi vect(E3, 2E; + E,;) C Ker A. D’apres le théoréme du

rang matriciel, dim Ker A = 2. Donc Ker A = vect(E3, 2E; + E,4) et (E3, 2E; + E,) est une base de Ker A.

Rang

Solution 31

Déterminons le rang de A par la méthode du pivot de Gauss...

Effectuons la permutation L; < L,,

puiS L2 — L2 - 2L1, L3 — L3 - aLl et L4 — L4 - 4L1,

http://lgarcin.github.io

21 1
10-10
a 2
43 2 4
10-10
21 1 3
a 2 1
43 2 4
10 -1 0
01 3 3
021+4al
03 6 4
23
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etLy < Ly—2L, L, <> L,—3L,
10 -1 0
01 3 3
00 —5+a =5
00 -3 -5

11 est clair que les deux dernieres lignes de cette matrices sont liées si et seulement si

—54+a -5
=-5a+10=0,

-3 =5

iea=2.
* Cas 1: a+# 2. Lerang vaut 4.
e Cas2: a=2.Lerang vaut 3.

Solution 32

1. Comme dim(Im(M)) = 1, il existe un vecteur colonne non nul U tel que Im(M) = vect(U). Pour tout 1 < j < n, il existe v; € R tel
que la j-ieme colonne de M soit égale a y;U. En notant V le vecteur colonne de composantes vy, ... , Uy, on a bien M = Uvr.

2. Pour tout n > 2, par associativité du produit matriciel :
M”" = UVTU)1vT.
Or VU est la matrice de taille 1 égale a (tr(M)). Ainsi :
Vi =2, M" = (tr(M))"~1M.
3. D’apres le calcul précédent, une matrice M de rang 1 est une matrice de projection si et seulement si tr(M) = 1.

4. D’apres ce qui préceéde, une matrice M de rang 1 est nilpotente si et seulement si tr(M) = 0.

Solution 33

Soit X € Ker A. On a donc AX = 0 puis ATAX = 0 donc X € Ker ATA. Ainsi Ker A C KerATA.

Soit maintenant X € Ker ATA. On a donc ATAX = 0 puis XTATAX = 0. Notons Y = AX. Ainsi Y'Y = 0. Or Y'Y est la somme des carrés
des composantes de Y donc Y = 0i.e. AX = 0. D’oit X € Ker A. Ainsi Ker ATA C KerA.

Finalement, Ker A = Ker ATA et rg A = rg AT A via le théoréme du rang (A et AT A ont le méme nombre de colonnes). En changeant A en
AT, on aégalementrg AT = rg AAT. Orrg A = rg AT. Ainsirg ATA = rg AAT = rgA.

Solution 34

1. Supposons qu’il existe A € GL,(R) telle que f(A) = 0. Alors pour tout M € M, (R), f(M) = f(MAT'A) = f(MA™))f(A) = 0, ce
qui contredit le fait que f est non constamment nulle.

2. a. Soit A; diagonale, dont les r+ 1 premiers éléments diagonaux valent 1, 2 I’exception du i*™ nul, ainsi que tous les autres éléments

diagonaux (ceci a du sens car r < n). Le rang de A; est clairement égal a r qui est le rang de A : A; est donc équivalente a A ; par
r+1

ailleurs, H A =0.
k=1
b. f(0) = f(0 x 0) = f(0)? donc f(0) = 0 ou f(0) = 1. On ne peut avoir f(0) = 1 sinon pour toute matrice M de M,(R),
fM) = f(M)f(0) = f(Mx0) = f(0) = 1, ce qui contredit le fait que f n’est pas constamment égale a 1. Ainsi f(A})...f(A,41) =
f(0) =0;’un des f(A;) est donc nul. Or il existe des matrices inversibles P et Q telles que A = PA;Q, ce qui donne f(A) = 0.

3. Ainsi, f est nulle sur les matrices non inversibles, et par ailleurs induit un morphisme de groupe de GL,(R) vers R*. Exemple : le
déterminant (qu’on peut composer avec un morphisme de R* dans lui-méme, par exemple x +— x*, k € Z*...)
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Solution 35

On a U € Ker(A — AI,) donc dim Ker(A — AI,) > 1. Ainsi rg(A — AI,) < n. Donc rg(A —AL,)T < ni.e. rg(AT —Al,) < n. Par conséquent,
dim Ker(AT — AI,,) > 1. Ainsi il existe V € M, ;(K) non nul tel que ATV = AV,

Solution 36

I.]10
Supposons rg(M) = r. Il existe donc des matrices P, Q € GL,(K) telles que M = PJ,.Q avec J, = (L‘») Notons Xj, ..., X, les colonnes
010

de PetY,...,Y, les colonnes de QT. On vérifie alors que M = X, Y, + --- + X,Y;". Les colonnes de P et Q" forment des familles libres
puisque ces matrices sont inversibles. A fortiori, les sous-familles (X, ..., X;) et (Y3, ..., Y,) sont libres.

Réciproquement soient (X, ..., X,) et (Yy,...,Y;) deux familles libres de M, ;(IK). On peut les compléter respectivement en des bases
(X1, ..., Xp) et (Yq, ..., Yy,) de M, 1 (). Notons P la matrice de GL,,(K) dont les colonnes sont X, ..., X, et Q la matrice de GL,(I) dont
les lignes sont Y, , ..., Y,T . Puisque (X1, ..., X,,) et (Yy, ..., Y,,) sont des bases de M, 1K), les matrices P et Q sont inversibles. On vérifie que
M = PJ,Q de sorte que M est de rang r.

Changement de base

Solution 37

1. Les ensembles des solutions des équations AX = 0, AX = X et AX = 2X d’inconnue X € M; ;(R) sont respectivement

1 0
vect|| 1 vect 1 vect|| O
1 -1
En choisissant
El=el+e2+e3 g =€ —e3 £3=e1+e3
on a alors
f(&) =0g fe) =g f(&3) = 2¢;
1 0
Comme la famille 11,] 1 |,10 est clairement une base de M3,1(IR), C est également une base de E. Dans cette base, la
1 -1
matrice de f est D.
1 0 1
2. 11 suffit de prendre pour P la matrice de passage de B vers C, autrementditP=|1 1 0
1 -11
-1 1 1 ntl _gn _on
3. OncalculeP"'=| 1 0 -1 | Pourtoutn € N*, A" = PD"P~! = 1 0 -1
2 -1 -1 2nHl 1 —on 12"
xn
4. 11 suffit de remarquer qu’en posant X, = | y, |, ona X, = ( 100 ) et pour tout n € N, X,,,; = AX,,. Ainsi pour tout n € N*,
Z}’l
X, = A"X,,. On en déduit que pour tout n € N*,
X, = 2"+ V=1 z, =2"1 -1
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Solution 38

1. Les vecteurs u et v n’étant pas colinéaires, B est libre. Comme dim(R?) = 2, B est une base de R

2. On a bien-siir
11

mat(B, - B) = .
1 -1

Appliquons la méthode du pivot de Gauss pour inverser P...

1 1 1 0
1 -1 01
Par ’opération L, < (=L, + L,)/2,
11 1 0
0 1 1/2 -1/2
puis, en effectuant L; « L; — L,,
10 1/2  1/2
0 1 1/2 =1/2 |’

L’inverse de mat(3B, — B) vaut donc
12 12
mat(3—>BO)_[ 12 —1/2 ]

Solution 39

1. On a bien-siir

2-10
M=| 0 1 -1
2 0 -1
2. Appliquons la méthode du pivot de Gauss...
1 1 0
-1 0 1
0 1 -1
par L2 «— L2 + Ll’
1 1 O
01 1
01 -1
puis, en effectuant L; < L; — L,
1 1 0
01 1
0 0 -2

La famille B’ = (fi, f5, f3) est donc libre. Puisque dim(E) = 3, B’ est une base de E.

3. Ona

0 -11
P=mat(B - B') = 1 01
-1 10
Inversons P par la méthode du pivot de Gauss...

0o -1 1 1 00

1 0 1 010

-1 1 0 0 01

26
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parL; & L,,

puis, en effectuant Ly <> L; + L,

o O
|
[
= =
O =
= O
- o O
e—

continuons par Ly < (L; + L,)/2,

1 0 1 0 1 0
0 -1 1 1 0 0
0 0 1 1/2 1/2 1/2

1 00 -1/2 1/2 -1)2
01 0 —-1/2 1/2 1/2
0 0 1 1/2  1/2 1/2
Linverse de P vaut donc
—-1/2 1/2 -1/2
Pl=mat(B - B)=| —-1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2

4. On a, apres tout calcul,
f() =121, f(H) =(=2,-1,-3), f(5) =(1,1,2).
En résolvant u systéme voire en titonnant un peu, on trouve sans peine que
fW=h+26+f. f(B)=2A-£-35
et f(i)=—fA+ £ +2f;.Don
1 2 -1
M=| 2-11
1 -3 2
5. D’apres la formule du changement de base, on a
M =PM'PL.
Solution 40

1. Apres des calculs élémentaires, on trouve
Ker(f) = vect((—-3,-2,1,0),(-2,-1,0,1))
puis
Im(f) = vect((1,1,-1,1),(2,-1,1,0))
et
Ker(f) nIm(f) = vect((1,1,-1,1)).
2. Par un pivot de Gauss élémentaire, on trouve
rg(F) = 4 = dim(R%)
ainsi F est une base de R*.
3. Apres tout calcul,
00 0 O
10-40
00 0 O
00 1 1

matg(f) =
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Représentation des applications linéaires

Solution 41

1. Comme A, P € R,[X], deg(AP) < 4. Ainsi deg(AP)" < 2i.e. f(P) €E.

2c 2b 2a
2. f(1) = 2¢, f(X) = 2b + 6¢X, f(X?) =2a+ 6bX +12cX?. AinsiM=| 0 6c 6b
0 0 12

3. detM = 144¢3. Ainsi M est inversible si et seulement si ¢ # 0 i.e. deg A = 2.

20 2
4. Onaalorsa=1,b=0etc=0.AinsiM=| 0 6 0 [ Onsaitquelescoeflicients diagonaux d’un produit de matrice triangulaire sont
00 12
les produits des coefficients diagonaux. De plus, on voit sur quelques exemples que les coefficients de la surdiagonale de M sont nuls.
2" 0 a,
On est donc amené a formuler I’hypothese de recurrence HR(n) suivante : M" =| 0 6" 0 |[. HR(0) est évidemment vraie. On

0 0 127

suppose HR(n) pour un certain n € N. M"*1 = M".M. Comm M" et M sont triangulaires supérieures, M"*! est triangulaire supérieure
et les coefficients diagonaux de M"*! sont 21, 6"*! et 12"+1. On s’apergoit également que les coefficients de la surdiagonale de M"+1

12" — 2"
sont nuls. M™*! est bien de la forme annoncé et on obtient en plus, a,.; = 2"*! + 12a,, = 2a, + 2.12". Ainsi a,, = — Donc
HR(n) est vraie pour tout n € N et on obtient en sus une expression de a,, en fonction de n. Par conséquent,
12" — 2"
2" 0 ——
5
M"=109 6* 0
0 0 12"
La formule devrait étre vraie pour n négatif. Prenons donc n = —1 dans la formule précédente. On vérifie que la matrice ainsi obtenue
est bien ’inverse de M. Ainsi 1 1
-0 ——
2 1 12
M7'=l0> o0
6 1
00 —
12

Solution 42

1. Les applications P —» P(X + a) pour a € R sont linéaires. Donc f est bien linéaire comme somme d’applications linéaires.
De plus, deg P(X + a) = deg P pour a € R. Donc deg f(P) < max(deg P(X + 1), deg P(X — 1), deg P) = deg(P).
Ainsi f est un endomorphisme de R;[X].

2. Des calculs élémentaires donnent;

f@=o0 fXH=X+22+X2-2X+1)?*=2
fX)=X+2)+X-2X+1)=0 fX)=X+2P+X3-2X+1>=6X+6
0026
0006
La matrice de f dans la base canonique est donc A = o000l 11 est alors clair que Ker f = Im f = vect(1, X).
0000
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3. Posons P; = X2, P, = X3, P, = f(X?) = 2et P, = f(X3) = 6X + 6. La famille (P, P,, P;, P,) est une base de R5[X] car c’est une
famille de quatre polynomes a degrés échelonnés. P; et P, appartiennent au noyau de f. Il est alors clair que la matrice de f dans la
base (P, P,, Ps, P,) est de la forme voulue.

Solution 43

1. 1l est clair que f est bien a valeurs dans M, (R). f est linéaire par linéarité de la trace et bilinéarité du produit matriciel. f est donc un
endomorphisme de M, (R).

2. f est une symétrie si et seulement si f2 = Idyy, (). Or

fA(X) = X + tr(AX)B + tr (A(X + tr(AX)B)) B = X + tr(AX)B + tr (AX + tr(AX)AB) B
=X+ 2ur(AX) + tr(AX) tr(AB)) B = X + tr(AX)(2 + tr(AB))B
Ainsi f est une symétrie si et seulement si tr(AX)(2 + tr(AB))B = 0 pour tout X € M, (R), c’est-a-dire si et seulement si 1’une des
trois conditions suivantes est réalisée :
* B=0;
s tr(AB) = -2;
* VX € M,(R), tr(AX) = 0 ce qui équivaut 2 A = 0 (prendre pour X les éléments de la base canonique de M, (R).

3. SiA=00uB=0,alors f = Idy, (k) donc la base de f est M, (R) et sa direction est le sous-espace nul.
Supposons maintenant A # 0 et B # 0; on a donc tr(AB) = —2. La base de f est Ker(f — Idy¢, ())- Or

X € Ker(f — Idy, (k) <= 0(AX)B=0 < t(AX)=0carB#0

La direction de f est Ker(f + Ida, i))- Soit X € Ker(f + Idyg, k))- Alors 2X = tr(AX)B et donc X € vect(B). Réciproquement soit
X € vect(B). Il existe donc A € R tel que X = AB. Alors f(X) = AB + Atr(AB)B = —AB = —X car tr(AB) = —2. Donc f(X) = —X.
La base de f est donc le noyau de la forme linéaire X — tr(AX) non nulle car A # 0 : ¢’est un hyperplan de M, (R). La direction de f
est vect(B) : c’est une droite vectorielle de M, (R).

Solution 44

Supposons que 7 soit pair et qu’il existe une base B = (e, ...,e,) de E telle que la matrice de f dans la base soit A = ( gp (I)p ) Un
p|"p

calcul par blocs montre que A% = 0 et donc f2 = 0. Par conséquent, Im f C Ker f. Par ailleurs, il est clair que rg¢ A = p et donc rg f = p.
Mais d’apres le théoréme du rang, dim E = rg f + dim Ker f donc dim Ker f = p = dimIm f. Mais puisqu’on a déja Im f C Ker f, on peut
conclure que Im f = Ker f.

Supposons maintenant que Im f = Ker f. Le théoréme du rang assure alors que 7 est pair et que dim Ker f = dimIm f = p ou n = 2p. Soit
(€p415 -+ » ) une base d’un supplémentaire S de Ker f dans E. Posons ¢; = f(e,.;) pour tout i € [[1, p]|. Puisque f induit un isomorphisme
de S sur Im f et que (ep41, --- » €,) est une base de S, (ey, ... , €,) est une base de Im f et donc de Ker f. Récapitulons : (ey, ... , €p) est une base
de Ker f, (€p415 --- » €,) est une base de S et E = Ker f @ S donc (ey, ..., ,) est une base de E. I est alors clair que la matrice de f dans cette
base est de la forme voulue.

Solution 45

1. SoientPetQdans E,etA € R.

T,(P+AQ) = (nX+ 1P +1Q) + (1 = X?)(P + AQ)’
=X+ 1P +21Q)+ (1 -X3)(P' +1Q")
=X+ 1P+ (1-X>)P'+

MnX+1)Q + (1 -X3)Q']
= Tn(P) + AT, (Q)
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par linéarité de la dérivation et du produit. Vérifions quele degré de T, (P) est inférieur ou égal a n lorsque P € E,,. §Un tel polynéme

s’écrit

et donc

n
P=> pXk,
k=0

n
P'= > kppXkl.
k=1

Le polynome (1 + nX)P est donc de degré au plus n + 1 et le ceefficient de X"**! dans ce polynome vaut np,X"*!. De méme, le
polynome (1 — X?)P’ est donc de degré au plus n + 1 et le ceefficient de X"*+! dans ce polyndme vaut np,X"**!. Par différence, T,(P)

est de degré au plus n.

2. On a, pour tout entier 0 < k < n,

On a donc

3. Lorsquen =3,0na

M3=

Déterminons le noyau de M3 par la méthode du pivot de Gauss...

pal‘ L2 «— L2 - 3L1,

puis Ly « (Ls + L,)/3,

Un vecteur

http://lgarcin.github.io

S O O+

S O O

S O W

0
1
n—2
0
0
1100
3120
0213
0011
1 0 O
1 2 0
21 3
01 1
1 0 0
-2 2 0
2 1 3
0 1 1
1 0 0
-2 2 0
0 1 1
0 1 1
X1
X2
X3
Xa
30

T, (XK = (nX + 1)X* + (1 — X?)kxk-1
= kXK1 + XK 4 (n — k)Xk+!
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appartient donc a Ker(M3) si et seulement si

X1+ Xy ==Xy +X3=X3+Xx4=0,
ie X est de la forme
X1
X = avec x; € R.
X1
On a donc
1
Ker(M;) = vect [(j) ,
1
et donc

Ker(T;) = vect(1 — X — X2 + X3).

D’apres le théoréme du rang, rg(M3) = 3. Les trois premiéres colonnes de M,, formant manifestement une famille libre, on a
1\ 71\ /0
() = veet| (). (2 ).(£)]
o/ \o/ \1

Im(T3) = vect(1 + 3X,1 + X + 2X2,2X + X% + X3).

et donc

Solution 46

1. Soient M,N € M,(R) et A € R. D’apres la structure d’algébre de M,(R),

A(M +N)
A(AM) + AN
AAM + AN
Apa(M) + @A (N)

(2]

2z—-2y —2x-3y+2t ~0
2x+3z—2t 2y—2z Bl

ainsi @, est un endomorphisme de M,(R).

2. Une matrice

appartient a Ker(qp ) si et seulement si

>

PaM) = (
ie
z—y=2x+3z—-2t=0.

Les éléments du noyau de ¢, sont donc les matrices de la forme

D’apres le théoréme du rang, ’image de ¢4 est de dimension 2. Puisque qu’elle est engendrée par 1’image de la base canonique de

M, (R) et que
0 -2
E..) =
Pa(Er) (2 0 )
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et

cPA(El,2)=< _02 _23 )

(T2

3. Le commutant de A est égal au noyau de ¢,. Or, d’aprés les calculs précédents, une matrice M appartient & Ker(¢y, ) si et seulement

si il existe deux réels ¢ et z tels que
10 _3 1
M=t +z 2 .
01 1 0

forment une famille libre, une base de Im(¢, ) est

Solution 47

1. Soit P € R,[X]. Puisque P’ est alors de degré au plus un, f(P) est de degré au plus deux donc appartient & R,[X]. L’ application f est
clairement linéaire par linéarité de la dérivation sur R,[X] : on abien f € L(R,[X]).

2. On a clairement
f =1, fX)=1+X, f(X?)=2X+X>

Ainsi,
110
M=| 012
001

3. La matrice M étant clairement de rang 3, f est un automorphisme de E. Inversons M par la méthode du pivot de Gauss...

1 10 1 0 0
01 2 01 0
0 01 0 0 1

par L2 «— L2 - 2L3,

110 1 0 O
[ 010 01 -2 ]
0 01 0 0 1
puis, en effectuant L; « L; — L,,
1 0 O 1 -1 2
[ 010 0o 1 -2 ]
0 0 1 0 0 1

L’inverse de M vaut donc

(=)
[
|
\S]

1 -1 2
M~ = .
0 0 1

4. Notons U le vecteur colonne des coordonnées du polyndome P = f~!(1 + X + X?) dans la base canonique de E. Puisque le vecteur
colonne des coordonnées de 1 + X + X? dans la base canonique de E est
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onaU = M1V, ¢’est-a-dire

etdonc P =2 — X + X2
Solution 48

1. Notons (e;, e,, e3) la base canonique de R3. 1l est clair que rg(f) = 2 avec

Ker(f) = vect(e;) et Im(f) = vect(e;, e, + e3).

2. On a clairement

003
A2 =matg(f2)=| 00 1
001
Ainsi :
Ker(f?) = vect(ey, e,) et Im(f?) = vect(3e; + e, + e3).
3. Ona

dim(Ker(f2)) = 2 et dim(Im(f?)) =1

et Im(f2) = vect(3e; + e, + e3) avec
331 +e,+e; ¢ VeCt(el, ez) = Ker(fz)

donc Ker(f?) N Im(f?) = {0}. On en déduit que Ker(f?) et Im(f2) sont supplémentaires dans R3.
Solution 49

1. Pour tous polyndmes P et Q de R[X], tout A dans R, on a
f(P+2Q) = X(P(X) + AQ(x)) = XP(X) + AXQ(X) = f(P) + Af(Q)
d’apres les régles de calculs dans Ialgébre R[X]. La dérivation est linéaire d’apres le cours, ainsi g est linéaire. Comme
h(1) =1 mais h(2x 1) =2 # 2h(1) = 2,
h n’est pas linéaire.

2. L’application f est clairement injective car XP(X) = 0 équivaut par intégrité de R[X] a P = 0, d’ou Ker(f) = {0}. En revenche, f n’est
pas surjective car
Im(f) = {P € R[X] | P(0) = 0} # R[X].

L application g est surjective car tout polyndme admet un polyndme primitif d’apres le cours. En revenche, g n’est pas injective car

Ker(f) = Ro[X] # {0}.

Ona
dim(Ker(g)) =1 et dim(Ker(f)) = 0.
3. Puisque
VP € R,[X], deg(f(P))=1+deg(P)<n+1,
et
VP € R,[X], deg(g(P)) < deg(P) <n,
on a

Im(f,) C Rppyq[X] et Im(g,) C R,[X]
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4. Pourtout0 <k <n,ona
fn(Xk) = Xk+1 et gn(Xk) = ka_ly

avec la convention g,(X°) = 0. Ainsi

o = O
= o O
[«

matg, 3, (fn) =

o
o
—

et

matg (g,) =] : = . "~ 0
: .n
0 ... .. ... 0

5. Les matrices de f, et g, calculées précédemment sont respectivement clairement de rang n et n — 1. Ainsi,
rg(fo) =n et 1g(g,) =n—1

Solution 50

1. Soient P,Q dans R,[X]etA € R, on a
fP+AQ=F+21QX+1)+(P+AQX-1)—2(P + 2Q)(X)

=PX+1)+AQX+1)+P(X—1)+AQ(X — 1) — 2P(X) — 2AQ(X)
=PX+1)+PX-1)-2PX) +MQX+1)+ QX —-1) —2Q(X))
= fP)+Af(Q)

Ainsi f est linéaire. On remarque que, pour tout P € R,,[X], on a
deg(f(P)) £ max(P(X + 1),P(X — 1), P(X)) = deg(P) < n.

Ainsi Im(f) C R,[X].

2. Pourtout0 <k <nm,ona
k-1

fER) =X+ DF+ X -k —2xk =) (Z)(l + (-DHxk=¢

£=0
avec la convention Z = 0. Ainsi, pour n = 3, on obtient
(%]
0020
0006
0000
0000

mat(y, . x3)(f) =

Pour n entier naturel non nul quelconque, on a

mat(y xm)(f) = A = (az1)1<0ksn+1
avec A triangulaire supérieure stricte définie par
k-1

Vigé<k<gn+l, a&k:(k ’

)(1 + (=1)F9).
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3. D’apres les calculs précédents, pour tout n > 3,

* Les deux premieres colonnes de A sont nulles et les autres forment une famille libre en tant que systéme de vecteurs-colonnes
échelonné. Ainsi
Ker(f) = vect(1,X) = R;[X] et Im(f) = vect(1,X, ..., X" 1) = R,_4[X].

¢ On a clairement
rg(f) =n—1 et dim(Ker(f)) = 2.

4. Soient Q € Im(f) : il existe By € R,[X] tel que f(Fy) = Q. Pour tout polyndme P de degré inférieur ou égal a n, on a f(P) = Qsiet
seulement si

f(®) = f(®)

ie P — Py € Ker(f). Or,
Ker(f) = R{[X] = vect(1,X).

Ainsi f(P) = Q si et seulement si il existe (a, b) € R? tel que

P=PF)+a+bX
Comme le systeme
P(0) = P(0)+a =0
P'(0) = P(0)+b =0

admet 1’unique solution (a, b) = —(P(0), P’(0)), il existe un unique P € R,[X] tel que

f(P)=Q et P(0)=P'(0)=0.

Solution 51

Notons B = (e;, e,, e3) la base canonique de R3.

1. Ona
12 -1
M=matg(L)=] 01 1
11 -2
2. Apres tout calcul, on obtient
» Ker(L) = vect(3e; — e, + e3), de dimension un.
* Im(L) = vect(e; + e3, 2e; + e, + e3), de dimension deux.
e Ker(L) N Im(L) = {0} = vect(®), de dimension nulle.
3. La matrice de I? dans B vaut
0 3 3
M2=| 1 2 -1
-11 4
Celle de I? vaut
M3 = 3M.
On a donc
matg(Ll6) — M16 — M3><5+1
= (M*)°M = (3M)°’M
— 35M2><3 — 35(3M)2
— 35+2M2 — 37M2
Solution 52
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1. Pour toutes matrices M et M’ et pour tous scalaires A et 1, on a ®(AM + uM’) = A(AM + uM’) = AAM + pAM' = Ad(M) + ud(M’),
donc @ est linéaire.

2. On vérifie facilement que A est inversible , donc on peut définir I’application ¥ de M,(R) dans M,(R) par ¥(M) = A~!M. ¥ est
linéaire pour la méme raison que @, et pour tout matrice M € M,(R) on a ¥(®(M)) = A~'AM = M et ®(¥(M)) = AA™'M = M,
donc ® est un isomorphisme d’application inverse ®~! = ¥,

10 0 1
3. Avec les notations du cours, la base canonique de M,(RR) est constituée des quatre matrices E; ; = < 0 0 ) yB1p = ( ) ,Eyp =

( (1) g ) , et By = < g (1) ) . On calcule les images de ces quatre matrices par @, et on les décompose dans cette méme base :

(

On en déduit la matrice de ® dans cette base B :

01
) = El,l + 3E2,1, q)(El,Z) = ( 0 3 ) = EI,Z + 3E2,2

®(E, ;)

D(E21)

oS O OO

1
3
2
4

S O

2
) = 2E1,1 + 4E2,1, (I)(Ez)z) = ( 4 ) = 2E1’2 + 4E2’2 .

1020
010 2
Mats@)=| 3 o 4 o
03 0 4

Solution 53

1. On vérifie sans difficulté que pour tous P,Q € R;[X] et tous A, u € R, on a (AP + nuQ) = Ap(P) + ud(Q), ce qui prouve la linéarité
de ¢.
Par ailleurs, si P est de degré inférieur ou égal a 3, alors P(X + 1) I’est aussi et donc ¢(P) aussi : ainsi on a bien p(R3[X]) C R;[X], et
¢ est donc un endomorphisme de R;[X].

2. On calcule les images des quatre polyndmes 1, X, X? et X3 de la base B :

d1) = 1+1 = 2
X)) = X+1+X = 2X+1
dX?) = X+12+X2 = 2X2+2X+1
dX3) = X+1)P+Xx3 = 2X3+3X2+3X+1
2 1 1 1
s . o223
On en déduit donc : M = 00 2 3
0 0 0 2

3. a. M est une matrice triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, donc elle est inversible. Pour calculer
son inverse, on fixe (V1, ¥, V3, ¥4) € R* et on résout le systéme :

1
Xp = s —X3—X3—X4)
2x1+x2+x3+x4 = N
2%, +2x3+ X, = Y, = 52 = 2x3 — X4)
23 +3xy = )3 x3 = 5(y3—3x,)
2X4 = Ya %
X4 = 34
1 1 1 2
X1 = sOh— 52 + ZJ’4)
PN X2 = %()b - ¥3)
3
3= = S(3=35¥)
1
X4 = 3
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1 1

1 -= 0 -

0 12 1 g
Ceci montre que M~! = = B 3
0o 0 1 )

0o 0 O 1
b. Puisque la matrice M de ¢ dans B est inversible, ¢ est bijective, donc c’est un automorphisme de R;[X]. De plus on sait que
Ma[3(¢_1) = M_l.

4. Notons P, le polyndme 4X> —2X? + X — 1. Pour tout P € R;[X],onaP(X+ 1)+ P(X) =4X3 - 2X?+X -1 < ¢(P) =Py <= P =
¢~1(Py); I’équation admet donc 1’unique solution ¢~*(P,), dont on calcule les coefficients en passant par M~! :

1
N )
Matg (¢7'(By)) = M~ =l 2
4 —4
2
e . c 3 2, 3 1
Ainsi I'unique solution cherchée est 2X> — 4X“ + EX 7

Solution 54

1. a. Notons (H) I’hypothese que Vx € R, axe® + bxe™ + ce®* + de™ = 0.Onsait que lim bxe™ + de™ = 0, donc en prenant

X—+0o0

la limite en +o0, on déduit de (H) que lim (ax + c)e* = 0. Si a # 0, on sait qu’au voisinage de +o0, (ax + c)e* ~ axe*. Or

sia >0, (resp.a <0,)ona lim axe = +oo (resp. —o0), ce qui est contradictoire avec lim (ax + c)e* = 0. On en conclut
—>+oo X—=>+00

que a = 0, et il reste donc lim ce* = 0, qui implique de méme que ¢ = 0.
X—>+00

b. Soient (a, b,c,d) € R* tels que ag; + bg, + cg3 + dg, = 0. Ceci équivaut a I’hypothése (H) de la question précédente. On a vu
qu'alors a = ¢ = 0, donc il reste bg, + dg, = 0, c’est-a-dire : Vx € R, (bx+d)e™ =0, ce qui équivautaVx € R, bx+d =0
(puisque e™* > 0 pour tout x € R). Avec x = 0 on obtient d = 0, puis en prenant par exemple x = 1 on a aussi b = 0. Finalement
a=b=c=d =0, cequi prouve que (g1, g, g3, g4) est une famille libre. De plus c’est par définition une famille génératrice de
F. On en conclut que c’est une base de F, et donc dim F = 4.

2. a. g estdérivable sur R et pour tout x € R, g7(x) = xe* + e* = g;(x) + g3(x), donc g} = g; + g3 € F. De méme, g, est dérivable
sur R et pour tout x € R, g5(x) = —xe™™ + e™* = —g,(x) + g4(x), donc g, = —g, + g, € F.

b. Puisque la famille (g;, g5, g1, &5) est de cardinal 4 et que dim F = 4, il suffit de montrer que ¢’est une famille libre. Soit (&, 8,7, )
quatre réels tels que ag; + Bg, + yg; + 8g, = 0. Ceci équivaut a (a + y)g; + (f — 8)g, + yg3 + 8g4 = 0. Puisque la famille
(81,825 83- 84) est libre, cela implique quea +y = -8 =y=8=0,dotta = =y =38 = 0. Ainsi la famille (g;, g, 8], 85)
est libre et est donc une base de F.

On avu que gy = g1 + g3 (resp. g5, = —g, + g4) donc les coordonnées de g (resp. g3) dans B, sont (1,0, 1,0) (resp. (0,—1,0,1)).
On en déduit donc que la matrice de passage de B, a B, est :

1 01 O
01 0 -1
b= 0 01 O
0 0 0 1

3. a. Soient f et g deux fonctions de F et soit (A, u) € R2. Par définition, on a @(Af + ug) = (Af +ug)’ = Af' +ug’ = 2o(f) + uo(g).
On en conclut que ¢ est linéaire.
Puisque Im(¢) = vect(q(g1), 9(g2), ¢(g3), 9(g4)), il suffit de montrer que ¢(g;) € F pour tout 1 < i < 4 pour conclure que ¢ est
un endomorphisme de F.
On a déja vu que ¢(g;) = g1 € Fet o(g,) = g5 € F. Par ailleurs, on a immédiatement ¢(g3;) = g3 € Fet ¢(gy) = —g4 € F,
d’oui la conclusion.
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b. On a déja calculé les coordonnées de @(g;) = g et ¢(g,) = g5 dans la base B;. Celles de ¢(g3) = g3 sont (0,0, 1,0) et celles de
o(g4) = —g4 sont (0,0,0,—1). On en déduit que

1 0 0 O
0 -1 0 O
M= 1 0 1 O
0 1 0 -1

c. Puisque M est triangulaire inférieure avec que des éléments non nuls sur la diagonale, on sait que c’est une matrice inversible, ce
qui implique que ¢ est un automorphisme de F.

d. On applique la formule de changement de base : N = P"!MP. Le calcul P~! s’obtient trés aisément par résolution d’un systéme
triangulaire (ou par opérations élémentaires sur P et I, en paralleéle). On obtient

1 0 -1 0
01 0 1
-1 _
= 0 0 1 O
0 0 0 1
On en déduit finalement que

0 0 -1 0
0 0 0 -1

N= 10 2 O
01 0 =2

On sait sans aucun calcul que N est inversible, puisque c’est la matrice de I’automorphisme ¢ dans la base B,.

Solution 55

1. Comme £(R") = H; + H,, tout élément de £L(R") — en particulier Id — peut s’écrire comme la somme d’un élément de H; et d’un
élément de H,.

2. On compose I’identité p; + p, = Id par p; une fois a gauche et une fois a droite pour obtenir :

pi+piepr=p pi+Dpropr =D
On additionne ces deux égalités de sorte que
2D+ prop2+ paopr = 2Py

Mais comme p; € H; et p, € H,, p; o p, + p, © p; = 0. Ainsi 2p? = 2p; et finalement p? = p;. Donc p; est un projecteur.
Quitte a échanger p; et p,, on démontre de méme que p, est un projecteur.

3. Soit f € H;. Onadonc f o p, + p, o f = 0. Comme p, est un projecteur, il existe une base B de R" dans laquelle la matrice de

I 0y e A
pyesth = ( . Ll r)Ofl r = rg p,. Notons F = (
On—nr 0, c

BeM,,—(R),CeM,_, (R)yetD € M,_,(R). On a donc FP, + P,F = 0, ce qui entraine A = B = C = 0. Par conséquent,

B
5 ) la matrice de f dans cette méme base B avec A € M,(R),

0 Oy pn—
F = ( r r’]; " ). Notons @ I’isomorphisme qui associe 2 un endomorphisme de R” sa matrice dans la base B. On a donc
On—nr

0,

0y
®(H;) C G ou G est le sous-espace vectoriel des matrices de la forme ( r’]; r ) ou D € M,,_,(R). Par conséquent dim H; <
r

n-r,
dim G. Or dim G = (n —r)?. Ainsi dimH; < (n —r)? = (n —rg p,)>.
On prouve de la méme maniére que dim H, < (n —rg p;)%.

4. Comme H; @ H, = £(R"), dim H; + dim H, = n?. On déduit de la question précédente que

n® < (n—rgp)’ +(n—rgp,)°
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Commen—rgp; >0etn—rgp, >0,

(n=1gp1)’ + (n=r1g pp)* < [(n—1g p1) + (= 1g po)|” = [2n = (rg py + 12 p)]’
On sait que p; + p, = Id. Donc rg(p; + p,) = n. Or c’est un exercice classique que de montrer que rg p; + rg p, > rg(p; + p2). On
en déduit que rg p; + rg p, > n. De plus rg p; + rg p, < 2n donc
[2n — (g pr + 12 p))” < 2
Finalement,
W< (n—rgp) +(n—rgp) < [2n— (g p +rgpy)]” <72

On en déduit que [2n — (rg p; + 12 p,)]° = n*ie.rg p; +rg py = netque n® = (n —rg p;)* + (n — rg p,)>. Notons r = rg p;. On a
alors n? = (n — r)®> + r? i.e. r(n — r) = 0. Deux cas se présentent.

 Sir =0, alors p; = 0 et donc p, = Id. On a alors dim H; < (n —rg p,)* = 0. Donc H; = {0}. Par conséquent H, = £L(R").
* Sir = n,alors p; = Id. On a alors dim H, < (n —rg p;)? = 0. Donc H, = {0}. Par conséquent H, = £(R").

Réciproquement, on vérifie que ces deux couples (H;, H,) vérifient bien les hypothéses de 1’énoncé.

Solution 56

n n n
Puisque Im p,, C E pour tout k € [[1,n], Z Imp, C E. De plus, E = ImIdg = Im(z pk) C Z Im py. Par double inclusion,

k=1 k=1 k=1
n
Z Impr =E.
k=1
n
Montrons maintenant que la somme est directe. Les py étant des projecteurs, rg px = tr(py) pour tout k € [[1,n]. De plus, Z pr = ldg
n n k=1
donc, par linéarité de la trace Z tr(py) = tr(Idg) ou encore Z rg(py) = dim E. C’est donc que les sous-espaces vectoriels Im py, ..., Im p,
k=1 k=1

sont en somme directe.
Solution 57

* Solution 1
Soit S un supplémentaire de Ker u dans E. On définit I’application linéaire

¥Y: Im® — L(S,Imv)
|Imv
8 Y §s
Cette application est bien définie car, pour tout f € L(E), Im(v o f o u) C Im v. Montrons que c¢’est un isomorphisme.
Soit g € KerW. Puisque g € Im @, il existe f € L(E) tel que g = vo f ou. Comme g € Ker ¥, gjs = 0. Mais on a aussi évidemment
8|keru = 0. Puisque E = Keru @ S, g = 0 et ¥ est injective.
On sait que u induit un isomorphisme @ de S sur Im u. De méme, v induit un isomorphisme 0 de T sur Im v ot T est un supplémentaire
de Kerv dans E. Soit § € ImW. On définit f de la maniére suivante : f(x) = 07! o go &i"}(x) pour x € Imu et f = 0 sur un
supplémentaire quelconque de Im u. On a alors bien W(v o f o u) = g, ce qui montre que ¥ est surjective.

Par conséquent, rg ® = dim £(S,Imv) = rgurgvo.

* Solution 2
Notons S un supplémentaire de Im u dans E et T un supplémentaire de Ker v dans E. On pose

F={feLE),ScKerf,ImfcCT}

On vérifie que F est un sous-espace vectoriel de £(E). Montrons que ® induit un isomorphisme de F sur Im ®.

Soit f € F N Ker ®. Par définition de F, fis = 0. De plus, v o f o u = 0 signifie que f(Imu) C Kerv. Mais, par définition de 7,
Im f C T. Donc f(Imu) C KervN T = {0}. D’olt fjj, = 0. Comme E = S @ Imu, f = 0 et la restriction de ® a F est injective.
Montrons que ®(F) = Im ®. Soit f € L(E). Notons 7, la projection de E sur Im u parallelement a S et 7, la projection de E sur T
paralléglement & Ker v. On vérifie que my o f oty € F. De plus, Tyou =uetvom, =v. Doncvo(myo fom)ou=vo foui.e.
(0 f omy) = B(f).

Ainsi @ induit un isomorphisme de F sur Im @ et donc rg ® = dim F. Or F est isomorphe a £L(Im u, T). De plus, v induit un isomor-
phisme de T sur Imv donc dim T = rgv. Ainsi rg® = dim¥ = dim£L(Imu, T) = rgurgv.
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* Solution 3
Commengons par montrer le lemme suivant : si w € £(E) est de rang p alors il existe deux bases (e;) et (g;) de E telles que

0 Oppe
mat(ei)’(gi)(w) = ( p p,n—p )
®"_P9P GP’P

ou n est la dimension de E. En effet, soit S un supplémentaire de Ker w. On se donne une base (ey, ... , p) de S et une base (ep11, -+ » €,)
de Kerv. Posons ¢; = w(e;) pour 1 < i < p. Comme w induit un isomorphisme de S sur Imw, (g, ..., €,) est une base de Im w qu’on
compléte en une base (g, ... ,€,) de E. La matrice de w dans ces bases est bien de la forme voulue.

Notons p = rgu et q = rgv. Notons (e;), (¢;) et (¢), (¢) les bases définies dans le lemme correspondant respectivement a u et v. Soit
feLE)etM= mat(go’(elg)(f). Alors mat(ei),(slg)(v o f ou) est la sous-matrice de M (m;;),
M, () et est donc de dimension pq = rgurgu.

Solution 58

1. f est linéaire essentiellement grace a la R-linéarité de la conjugaison. On a f(1) = 1 et f(i) = —2 — i. La famille (f(1), f(i)) est
libre dans le R-espace vectoriel de dimension 2 C : ¢’est donc une base. f transforme donc une base de C en une base de C : c’est un
automorphisme de C.

2. On cherche donc e; et e, dans C tels que

fle)=e et fle)=—e

On a donc a résoudre :

(ie; +(1—i)e; = ¢
liey + (1 —D)e; = —e,
i(e; —e)—(e;—e) =0
li(e2 —€2) +(e2+ ) =0
(—2Im(e;) — 2iIm(e;) =0
| —2Im(e;) + 2Re(e;) =0
(Im(e;) =0
\Re(ez) = Im(e,)

11 suffit donc de prendre e; = 1 (on I’avait en fait déja trouvé a la premiére question) et e, = 1 + i. On vérifie que (e;, e,) est bien une
base de C.

3. La question précédente montre que f est une symétrie par rapport a vect(e;) parallelement a vect(e,).
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Solution 59

1. Il suffit de montrer que 3B est libre. Soient a, b, ¢, d € R tels que a sin +b cos +c sh +d ch = 0. On évalue cette identité en 0 et on trouve
b+ d = 0. On dérive puis on évalue en 0 et on trouve a + ¢ = 0. On dérive deux fois puis on évalue en 0 et on trouve —b + d = 0. On
dérive trois fois puis on évalue en 0 et on trouve —a + ¢ = 0. On a alors nécessairement a = b = ¢ = d = 0. La famille B est libre et
génératrice de F par définition de F : c’est une base de F.

2. D(sin) = cos € F, D(cos) = —sin € F, D(sh) = ch € Fet D(ch) = sh € F. Ainsi D(B) C F. Comme B engendre F, on a par linéarité
-100

deD:D(F) CF.
0 -1 01 J |10,
. Posons J = etK = .OnadoncM = . Notons I, la
10 10 0, | K
matrice identité de M,(R).

10
OnalJ?=—IdoncJ® =—JetJ* =1,.Onendéduitque " =L, sin = 0[4],]" =Jsin = 1[4], J* = =1, sin = 2[4],]" = =T si
n = 3[4].
On a également K? = I,. On en déduit que K" = I, si n = 0[2] et K* = K si n = 1[2].

nlo L |o I lo
2 ) Donc M" = (212 )sin = 0[4], M" = 2 )sin = 1[4], M" =
K" 0, | K

3. D’apres la question précédente M =

S O = O

Un calcul par blocs donne M" = (

02 02 I2
L |0 -Ilo
21 2 Vsin=2[4]et M" = 2 )sin = 3[4].
0, | I, 0, | K

4. La question précédente montre que M* = I, o1 I, est la matrice identité de M4(R). Ainsi M est inversible d’inverse M~! = M3, Par

-J|0
conséquent, d est inversible est la matrice de d~! dans labase Best M~ = M3 = ( K2 )
0,
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-1 -1 0
1 -1 0

5. La matrice de d —Id dans la base B est M — 1. On voit facilement que Im(M — 1) = vect o 'l o bl 1 !l De plus, 1 €
0 0 -1 1

Ker(M—1I,). Or dim Ker(M—1,) = 1 donc ce vecteur engendre Ker(M—1,). On en déduit que Im(d—Id) = vect(— sin + cos, — sin — cos, ch — sh

1
et que Ker(d — Id) = vect(ch + sh). Remarquons que ch — sh est la fonction e et que ch + sh est la fonction exp.

-2 0 00
R . R 0 —200 . .
6. Onago f = d° — Id. La matrice de g o f est donc M* — I = o 0 0ol On a clairement Img o f = vect(sin, cos) et
0 0 0O

Kerg o f = vect(ch, sh).

Matrices remarquables

Solution 60

1. Un grand classique...
* Puisque 8,,(R) contient la matrice nulle , $,,(R) # @. Soient A,B € 8§,(R) et A € R.
(A+AB)T =AT +ABT = A+ 1B

Ainsi A + AB € S§,(R) et 8,(R) est un sous-espace vectoriel de M,,(R). On prouve de méme que A,(R) est un sous-espace
vectoriel de M, (R).

* Notons (E; j)1«i,j<n 1a base canonique de M,,(R). Etablissons que la famille
(Eij + Ejiigj<isn
est une base de §,(R). Soit M = (m; j),;, j<n Une matrice symétrique. On a
M= Z mi,jEi,j

1<i,j<n
n

Z m, ;B j+ Z mi,jEi,j"'Zmi,iEi,i

1<i<jsn 1gj<isn i=1

n
m. s
Z mi,j(E,-,j + Ej,i) + Z %ZE“
i=1

1<i<j<n

La famille est donc génératrice. En reprenant ces calculs, il est clair que

" omy;
1,1
E )Li,j(Ei,j + Ej,i) + E 72)\.“ = 0

1<i<jgn i=1
équivaut a A = (A; j)1i,j<n = 0d€ Ay j = O pour tous 1 < i < j < n. La famille est donc également libre : c’est une base de

1
8,(R) qui est donc de dimension M

* On prouve de méme que la famille
(Eij — Bjdigj<isn

nn-1
est une base de A,(R). La dimension de cet espace vaut donc g

http://lgarcin.github.io 42


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

2. SoitM € A,(R) N 8,(R). On a alors , pour tous indices 1 < i,j < n,

M =M =—-M,;

donc M; j = 0. Ainsi M = 0.

Soit M € M, (R). Posons
M+MT M-MT

On aclairement M =S+ A,S € §,(R) et A € A,(R), d’ott

Mn(R) = Sn(R) ® An(R)~

REMARQUE. Puisque la somme des dimensions des deux sev étudiés vaut n? = dim(M,,(R)), la seule égalité A,,(R) N S,(R) = {0}
suffit pour établir le caractere direct de leur somme. Nous avons explicité ci-dessus les deux projections associées dans la mesure ou
elles sont a connaitre par ceeur et rendent parfois de bien grands services !

Solution 61
1. Notons
100 000
A=l 000 |, B=l 010
001 000
et
001
C=l000
100

On a clairement
E = vect(A, B, C)

donc E est un sev de M;(R). Comme (A, B, C) est clairement libre, on a dim(E) = 3. Comme
A2=A, B2=B, C2=A, AB=BA =0,
AC=CA=C, BC=CB=0,
E est stable par produit.

2. Soient a, b et ¢ dans R. Posons
a 0c
M(a,b,c)=| 0 b 0
c 0a

» Sia# *cetb#0,onarg(M(a,b,c)) =3.

e Sia==c,c#0etb#0,onarg(M(a,b,c)) =2.
e Sia=c=0etb+#0,onarg(M(a,b,c)) =1.

e Sia==+c,c#0etb=0,0narg(M(a,b,c)) =1.
e Sia=b=c=0,onarg(M(a,b,c)) =0.

3. Dans le cas olt M(a, b, ¢) est de rang trois, on a

a/(a®>=c2) 0 —c/(a®>-c?)
M(a, b, )"l = 0 1/b 0

—c/(@®>=c*) 0 a/(a®>-c?)
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4. Apres tout calcul...

e Une base de matrices inversibles :

0
001 00
et
0
* Une base de matrices de rang 1 :
0 000
O )
1 0
et
-1
0 0 O
-1
Solution 62

F est un sous espace vectoriel de M,(R) donc
dim(F) € {0, ..., 4}.

Comme F # M,(R) on a aussi dim(F) # 4. D’autre part les matrices

01 00 1 0
M; = , M, = , M3 =
00 10 0 -1

appartiennent a F et sont linéairement indépendantes. En effet, si

O(Ml +BM2 +YM3 =0

(¢ 5)-(0)

o(:ﬁ:y:(),

alors

c’est a dire
Donc dim(F) > 3 c¢’est a dire dim(F) = 3. Enfin
(Ml’ MZ’ M3)

est une famille libre de trois vecteurs dans F qui est un espace de dimension 3. C’est donc une base de F.
Solution 63

1. Notons U =(1,...,1)T.Si M € M, alors
MU =MTU = s(M)U

Réciproquement, s’il existe o € K tel que
MU=M'U=aU
c’est que M € M et que s(M) = a.
Si (M,N) € M2 et (A, ) € K2, alors
MU=MTU=s(M)Uet NU=NTU = s(N)U
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Il s’ensuit que
(AM 4 uN)U = (AM 4 uN)TU = (As(M) + us(N))U

Par conséquent,
AM + uN € M et sS(AM + uN) = As(M) + us(N)

On a aussi
MNU = s(M)s(N)U et (MN)TU = s(M)s(N)U

Ainsi MN € M et s(MN) = s(M)s(N).
On a donc bien prouvé que M est une sous-algebre de M, (IK) et que s est un morphisme d’algebres.

2. Soit M € M inversible. Remarquons tout d’abord que s(M) # 0 sinon U serait un vecteur non nul du noyau de M. On multiplie a

gauche par M~! I’identité MU = s(M)U et on obtient M~!1U = SO0 )U. De méme, en multipliant & gauche par (MT)~! I’identité
1 1
T = ; TV-117 — ; -1 -1y —
M'U = s(M)U, on obtient (M ')~*U S )U. Ceci prouve que M~ € M et que s0M ™) SO

M+MT M-MT
3. SoitMeM.OnaM=P+QavecP = +T symétrique et Q = — antisymétrique. On a aussi

PU=PTU=sM)UetQU =QTU =0.

Donc P et Q sont magiques. On sait enfin que les sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisymétriques sont en somme
directe donc a fortiori M et M,. On a donc bien M = M @ M,,.

4. Soit M € M. Comme on a MU = s(M)U, X = vect((1, ..., 1)) est stable par ¢p;. De plus, H = Ker ot P est la forme linéaire
canoniquement associée au vecteur ligne UT. Comme UTM = s(M)U, on a donc { o pp; = s(M)Y de sorte que le noyau F de ¥ est
stable par ¢y.

Réciproquement, on suppose que J et K sont stables par ¢p;. Comme K = vect((1, ..., 1)), il existe a € K tel que MU = aU. Comme
J{ = Ker est stable par ¢y, on a Ker o ¢y C Ker1p et donc il existe B € K tel que P o ¢y = B de sorte que MU = BU. Mais

alors
tr(MUUT) = atr(UUT) = na
et
tr(MTUUT) = Btr(UUT) = np.
De plus,

tr(MUUT) = (UU™™) = r(M TUUT).
Donc na = nf et a = . Ainsi M € M.

5. Lapplication linéaire suivante :
P M — L(H)XLK)
M +— (¢M|g{’ ¢M|g<j)
est bien définie puisque J et K sont stables par ¢y pour M € M. Si on se donne 2 endomorphismes de J et de X, on définit bien un

unique endomorphisme de K" puisque H et K sont supplémentaires dans K. La matrice de cet endomorphisme dans la base canonique
de K" est un élément de M d’apres la question précédente. ® est donc un isomorphisme et dimM = (n —1)?> + 1 = n? — 2n + 2.

Solution 64

1. Le fait que Ay est un sous-espace vectoriel de M, (C) provient de la linéarité de la transposition et de la linéarité de la trace.
SoitM € A,(C). Onaalors M+M T = 0. De plus, les éléments diagonaux de M sont nuls donc tr(M) = 0. Ainsi M+M T = tr(M)A = 0
donc M € Ap. Dot A,(C) C Ap.

2. Soit M € A,. On a donc tr(M + MT) = tr(tr(M)A). Par linéarité de la trace, ceci équivaut a tr(M) + tr(M ") = tr(M) tr(A). Or
tr(MT) = tr(M) donc 2tr(M) = tr(A) tr(M). Puisque tr(A) # 2, tr(M) = O et finalement M + MT = 0ie. M € A,(C). Ainsi
A C A, (C). Linclusion réciproque ayant été prouvé a la premiére question, Ay = A,(C).

3. Soit M € A,. Remarquons que M +MT)T = M+ MT donc tr(M)AT = tr(M)A. Comme A ¢ S,(C), AT # A donc tr(M) = 0. On a
alors M + MT = 0 et donc M € A,(C). On a donc & nouveau A, = A, (C).
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4. SoitM € M,,(C). Puisque M, (C) = 8,,(C)DA,(C),ilexiste P € §,,(C)etQ € A,(C)tellesque M = P+Q.Onadéjavuque Q € Ay
donc M € Ay si et seulement si P € Ay. Autrement dit, il suffit de déterminer Ay N 8,,(C) et on aura Ay, = A,(C) & (Ax N S,(C))
(la somme est directe car A, (C) et 8,,(C) sont en somme directe).

Soit M € Ay N 8,(C). Comme MT = M on a donc 2M = tr(M)A et donc M € vect(A). Réciproquement soit M € vect(A), il existe
A€ Ctelque M = AA. Alors M + MT = 2)A car AT = A par hypothése. D’autre part, tr(M) = Atr(A) = 2. On a donc bien
M+ MT = (M)A et M € Ay. Ainsi Ay NS, (C) = vect(A).

On a donc Ap = A, (C) & vect(A).

Solution 65

My(K) — K
M +— tr(M)
M ,,(K), c’est-a-dire un sous-espace vectoriel de M,,(KK) de dimension n? — 1.
b. Soit M € £,,. Il existe donc (A,B) € M, (IK)? tel que M = [A, B]. Alors tr(M) = tr(AB) — tr(BA) = 0 et donc M € N;,. On a
donc £, C N,

1. a. Lapplication ¢ : { est une forme linéaire non nulle. Comme N, = Ker ¢, NV, est un hyperplan de

2. a. Soient D une matrice de M,(K) de diagonale nulle et M € M, (K) semblable a D. Il existe donc P € GL,(K) telle que
M = P~1DP. Alors
tr(M) = tr(P~!DP) = tr(PP~!D) = tr(D) = 0

etM e N,.

b. On raisonne par récurrence sur n.
Pour n = 1, il n’y a rien a faire puisque la seule matrice de | est la matrice nulle.
Supposons le résultat établi pour un certain n € N*. Soit M € ;. On montre d’abord que M est semblable & une matrice dont
le coefficient sur la premiére ligne et la premiére colonne est nul. Pour cela, notons f I’endomorphisme de K"*! canoniquement
associé a M. Si f est une homothétie, alors son rapport est nécessairement nul puisque tr(M) = 0. Ainsi M = Oetiln’y a
rien 2 faire. Sinon on montre classiquement qu’il existe x € K"™*! tel que la famille (x, f(x)) soit libre. On compléte cette
famille en une base de K"*!. On note M’ la matrice de f dans cette base. Alors M et M’ sont bien semblables et M’ est bien

. Ainsi M’ est semblable & une matrice de diagonale nulle. Par transitivité de la relation de

similitude, M ’est également.

c. Soit M € N,. D’apres la question précédente, il existe une matrice A € M,(K) de diagonale nulle semblable a M. Soient
AL, ..., A, € K des scalaires distincts deux a deux. On note D la matrice diagonale dont les coeflicients diagonaux sont A, ..., A,,.
M Gigg
Enfin, on définit une matrice B € M, (K) en posant B;; = A — A . On vérifie que A = DB — BD. Comme M est
0 sinon
semblable a A, il existe P € GL,,(K) telle que M = P~'AP ou encore

M = (P~'DP)(P~'BP) — (P~!BP)(P~'DP)
AinsiM € £,,.

Solution 66
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Notons 8, I’ensemble des matrices symplectiques de M, (K). On a clairement I, € S,,.
On vérifie que JT = —J et un calcul par blocs montre que J? = —L,,.
Soient M, N € §,,. Alors

(MN)TI(MN) = NTMMTIM)N=NTIN =7J

donc MN € §,,.
Soit M € §,,. On a alors
AMTHIM =IMTIM) = I? = -1,

Ceci prouve que M est inversible d’inverse M—! = —JM TJ. On vérifie que M~! € 8,,. En effet :
MDY IM L = (=IT™MIDIM™ ! = IM(-IP )M~ = MM~ =]

Solution 67

Notons (E;j);<;, j<n la base canonique de M, (K). On rappelle que pour tout (i, j, k,[) € M, (K)4, E;jEw = §jkEi-

Soit (i, j) € [1,n]* tel que i # j. Alors E;;—E;; = E;jE;; —E;;E;j etdonc f(E;;) = f(E;;). On en déduit qu’il existe 1 € K tel que f(E;;) = A
pour tout i € [[1,n].

Soit a nouveau (i, j) € [1, n]* tel que i # j. Alors Ej; = E;;Eqj — EqjE;;. On en déduit que f(E;;) = 0.

Finalement,

e f(E;) = A =Atr(Ey;) pour tout i € [1,n];
* f(Eij) = 0= Au(E;;) pour tout (i, j) € [1, n]]2 tel que i # j.

Les formes linéaires f et Atr coincident sur la base canonique de M,,(K) : elles sont donc égales.

Equations d’inconnue matricielle

Solution 68

Soient 1 < i, j < n. Pour X = E; ;, on obtient

\J?
tl"(AX) = aj’i = tI'(BX) = bj,i'
Ainsi A = B.

Solution 69

1 1 1
1. On a clairement Im A = vect (( 1 )) Donc (( ) )) est une base de Im A. On vérifie que ( ) € Ker A. Or d’apres le théoréeme du

1 1
rang dim Ker A = 1 donc Ker A = vect (( ) )) et (( 1 )) est une base de Ker A.

2. Le noyau de A est non nul donc A n’est pas inversible. On peut aussi dire que rg(A) = 1 # 2.
3. On a X(X +I,) = A. Or un produit de matrices est inversible. A n’étant pas inversible, on a X ou X + I, non inversible.

4. a.OnaA=XX+1I)doncImA Cc ImXet A = (X+I,)Xdonc KerX C KerA.

b. Comme X n’est pas inversible, Ker X # {0} et dim Ker X > 1. Or dim Ker A = 1 donc d’apreés la question précédente dim Ker X =
1 et KerX = KerA.
Par le théoréme du rang, rg X = 1. Et on sait que rg A = 1. Donc d’apres la question précédente, ImX = Im A.

xy

Xy
existe donc x € R tel que X = xA. Or la matrice nulle n’est pas solution de I’équation de I’énoncé donc x # 0. Comme A? = 2A,

1 1
c. OnalmX =ImA = Vect(< ) )) donc il existe (x,y) € R? tel que X = ( ) Or( ) ) € KerA = KerX donc x = y. 1l

1 1
en reportant dans 1’équation, on obtient 2x2 + x = 1 donc x = —1 ou x = 5 Ainsi X =—-AouX = EA'
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5. Y n’est donc pas inversible. L’équation initiale équivaut 2 Y2 + Y = A. En se reportant au cas précédent, on aboutit 3 Y = —A ou
1 1
Y = EAi.e.XzA—Izoqu _EA_IZ-

1 1
6. On a vu qu’une solution X était nécessairement dans {—A, EA’ A -1, _EA — IZ}. On vérifie également que toutes ces matrices sont

bien solutions. On en déduit que les solutions sont

(S0) 300 (00) 352

Solution 70

01
1. Notons A = ( 00 ) OnalmA =ImXY CImX. Orrg A = 1doncrgX > 1. De plus, KerY C KerXY = Ker A. Comme rgA =1,

dimKer A = 1. Donc dimKerY < 1.
Comme YX = 0,ImX C KerY. Or on a montré que dimKerY < 1 donc rg X < 1. Finalement, rigX =1letrgY = 1.

2. OnalmA Cc ImXetrgA =rgX = 1donc ImX = ImA. Or Im A = vect(e;) oll e, est le premier vecteur de la base canonique de R2.

ab
Donc A est de 1a forme ( 00 ) avec a et b non tous deux nuls.

0c
Par ailleurs, ImX C KerY etrgX = dimKerY = 1 donc ImX = KerY. Y est donc de la forme ( o d ) avec c et d non tous deux

nuls.

3. La condition XY = A donne ac + bd = 1. Réciproquement, si a, b, c,d sont 4 réels tels que ac + bd = 1, le couple de matrices

ab 0 c . . N
X, Y) = , est bien solution du systéme.
00 0d

Solution 71

Remarquons d’abord que si X est une solution, alors tr(X) + tr(X) tr(A) = 0 i.e. tr(X)(tr(A) + 1) = 0 par linéarité de la trace. On est donc
amené a distinguer deux cas.

Cas tr(A) # —1 Si X est solution, on a tr(X) = 0 d’apres ce qui précede. Mais alors X = 0. On vérifie que 0 est bien solution de 1’équation.

Cas tr(A) = —1 Si X est solution, alors X est de la forme X = AA avec A € R. Réciproquement si X = AA avec A € R, alors X + tr(X)A =
AA + A tr(A)A = 0 donc X est bien solution.

Récapitulons : si tr(A) # —1, la seule solution est la solution nulle; si tr(A) = —1, ’ensemble des solutions est vect(A).

Systemes linéaires

Solution 72

Par la méthode du pivot de Gauss...

1 2 -1 a 2 q-1
2 s ;_J
1 -2 c +
1 2 -1 a

0 1 b+2a

0 —1 -1 c—a ]+

1 2 -1 a

0 1 b+2a

0 0 0 a+b+c
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Le systeme de 1’énoncé est donc équivalent au systeme

X + 2y — z = a
y + z = b+2a
0 = a+b+c

qui admet une solution si et seulement si a + b + ¢ = 0. Géométriquement cela signifie qu’un point de R3 est une image par 1’application

X X+2y—z
R3 — R3, y|—| —2x-3y+3z
z x+y—2z
si et seulement si il est dans le plan d’équation x + y +z = 0.
Dans ce cas le systeme est équivalent a
x + 2y — z = a
Yy + z = a-c
qu’on résoud en remontant du bas vers le haut. On trouve
X 2c—a+3z
y|=] a—-c-z ou z € R.
z z

Ainsi I’ensemble de solutions est une droite 2 dans R3, 2 savoir

2c—a 3
D=| a—c |+R| -1
0 1

Solution 73

1. Pivot de Gauss :

0 7 —18 46
0 0 -—-46 46

Le systeme initial est donc équivalent au systéme

2x — y + 4z = -4
7y — 18z = 46
— 46z = 46

qu’on résout facilement en commengant par le bas. On trouve 1’unique solution (2,4, —1).
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2.
-1 2 -3
2 -3 2 ] +
-1 6 -11 =3 02
1 -1 2 1
5 -9 -1 -1
5 -9 =2 ] +
1 -1 2 1
0 5 -9 -1
0O 0 o0 -1
Le systéme initial est donc équivalent a un systéme dont une équation est 0x +0y + 0z = —1, ouencore 0 = —1. I n’y a pas de (x, y, z)

vérifiant cette équation. Par conséquence le systeme n’a pas de solution.

REMARQUE. On aurait déja pu le voir une étape plus tot, car elle contient les équations contradictoires 5y —9 = —l et 5y —9 = —2.

3. On commence par une permutation de lignes pour obtenir un pivot en haut a gauche.

0 2 -1 =2 :]
1 1 1 2

-2 4 -5 -10

Le systeme initial est donc équivalent au systeme

x + y + z = 2
2y — z = =2
0 = o

La derniére équation est vérifiée pour tout choix de (x, y, z). Elle est donc superflue et peut étre omise. En résout les deux équations

restantes.
X = 2—-y—z=2—y—(2+2y)=-3y
z = 2+4+2y.

Le systéme admet donc une unfinité de solutions, a savoir tous les triplets (—3y, y, 2+ 2y) avec y € R. I’ensemble de solutions s’écrit
aussi comme
{(0,0,2) + y(-3,1,2) | y € R}

ou encore,
(0,0,2) + R(-3,1,2).

Il s’agit de la droite passant par le point (0, 0, 2) est dirigée par le vecteur (—3,1,2).
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4. On commence par une permutation de lignes puisque le pivot le plus simple a manipuler est 1.

1 1 -7 2 -3 4-2 -2
3 2 =3 0 ]j

2 1 -5 3 +

2 -3 8 5 +

S O O =
[ B
[V I -
I} _
o Y o

[
SN
L

L
+ |
w

1 1 -7 2
0 -1 18 -6
0 -9 5
0 0 -—-68 31
La troisiéme équation donne z = —5/9 tandis que la quatriéme donne z = —68/31 # —5/9. Par conséquence le systéme n’a pas de
solution.
Solution 74

mx+y+z=1
X+my+z=m
X+y+mz=m?
A-my+Q-mP)z=1-m®> L;«L;—ml,
S (m-Dy+(0-mz=m-m?> L,<L,—1;
X+y+mz=m?
C-m-m?z=Q+m-m?>-m?) L, <L +L,

= (m-1)y+1A—-m)z=m-m?

X+y+mz=m?

Les racines de m? + m — 2 sont 1 et —2. On distingue donc trois cas.
* Sim =1, alors le systéme équivaut a x + y + z = 1. L’ensemble des solutions est donc
{A-y=-2zy,2), 2 eR?}
* Sim = =2, alors le syst¢éme n’a clairement pas de solution.
e Sim # 1 et m # —2, alors on trouve successivement

m+m?*—m—-1_(m+1)*

m2+m-—2 m+2
Y=oy tES m+2
2 m+ 1

X=m"—y—mz=—
Y m+2

L’ensemble des solutions est donc le singleton

om+1 1 (m+1)
m+2"m+2" m+2
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