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SERIES

Natures de séries

Solution 1

Comme a > 0,0n a

1 1
COS(I/HOC) =1- 2n—2a + O<ﬁ)

ainsi, pour n au voisinage de +oo :

1 1
nin(cos(1/n%)) = nin (1 ~ 5 +0 <ﬁ))

n1—20c
=-— + o(n'—2%)

e Sil—2a < 0, par continuité de I’exponentielle au point 0, on a
lim u,=1+#0
n—-+oo

donc Zu,, diverge banalement.

¢ Sil—2a =0, par continuité de 1’exponentielle en —1/2, on a

1
lim u, =—

n—+oo \/E 70

donc Zu,, diverge.
* Sil1l—2a > 0, on a par croissances comparées au voisinage de +oo,
_nl-2a 1-2a
u,=e n /2+o0(n ) — o(l/nz)
N - . 1
donc XZu,, converge par comparaison a la série de Riemann Z —.
n

En conclusion : Zu,, converge si et seulement si

0<oa<1/2.
Solution 2
On a clairement 1
Un™5n
. N ‘. . 1
donc XZu,, converge par comparaison a la série de Riemann Z =7
n

Solution 3

2n
Pour tout n > 0, notons u,, = 1/( " ) On a

Upyr _ 2n)! (2n+2)!

u, n2 (n+1)2
(n+1)?
T @n+2)n+)
d’ou
lim Uni1| _ 1 <1
n—+oo | Uy 4

la série z u,, est donc convergente d’apres le critere de D’Alembert.
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Solution 4

On a, pour toutn > 1:

W, =1+ In(@) 2+ In(bc)/n + O(i)
n 2 n?
_ In(a/A/be) N o(iz)
n n

Puisque toute série dont le terme général est en ()(1/n?) converge, on déduit du théoréme sur les séries de Riemann que Z u,, converge si et
seulement si

In(a/\/be) = 0,
i.e.a= \/E

Solution 5
Comme
U, = e~(+1/mn(n) — L mym 1
n n
car |
lim M =0.

n—-+oco N
Ainsi la série Z u, diverge.

Solution 6

Comme
nzun — ezm(n)—\/ﬁ’
ona
: 2
lim n‘u, =0,

n—-+oo

la série Z u,, converge par comparaison a la série de Riemann Z PR

Solution 7
Ona:

nZun — e21n(n)—1n(n) ln(ln(n))‘
Or

21In(n) = o(In(n) In(In(n))).
Ainsi

lim n?u, =0
n—+oo

et donc, par comparaison aux séries de Riemann, Z u, converge.

Solution 8

Pour tout entier n, notons
a, = (7 +4V3)" + (7 — /3)n

D’apres la formule du bindme, on a pour tout n dans N :

n
o, = Z 2(2k>7n—2k42k3k

0<2k<n

ainsi a,, € Z et donc, par m-périodicité et imparité de la tangente :

u, = —tan(n(7 — 4\/5)”).
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C0mmeO<7—4\/§< 1,ona
u, ~—7(7 — 4\/5)"
et puisque la série géométrique 2(7 - 4\/5)” converge, la série Z u,, est convergente.

Solution 9

Comme 1 1
Hn=1+§+---+ﬁ =1In(n) +vy+o0(1)

ol y désigne la constante d’Euler, on a :

u, = aH,, — aln(n)+y+0(1) — e(ln(n)+y+o(1))ln(a)

— (@) y+o() — L yro)
n—In(a)
Ainsi :
e
Un™ @

Comme e¥ # 0, on déduit du théoreéme sur les séries de Riemman que Z u,, converge si et seulement si —In(a) > 1, c’est-a-dire
1
a<-—.
e
REMARQUE. Sans étre aussi savant sur la série harmonique, on peut déduire d’une comparaison série-intégrale que
In(n) < H, <In(n) +1

ce qui permet de conclure avec des encadrements au lieu d’équivalents.

Solution 10

On a clairement
a+2b

+o(i)
n n2 )

a+b+1=a+2b=0,

Up = (1+a+b)In(n) +

On a donc que Z u,, converge si et seulement si

ie (a,b) = (=2,1).
Solution 11

Pour tout entier n, notons
a, = (2+V3)+ 2 —3)n

D’apres Ima formule du bindme, on a pour tout n dans N :

n
ap = 2 |an—2k3k
ainsi a,, € Z et donc, par m-antipériodicité du sinus :
[un| = | sin((2 = V/3)"].

Comme 0 < 2—\/§< 1,ona

Jun| ~(2 = V3)"
et puisque la série géométrique 2(2 — \/E)" converge, la série Z u, est absolumment convergente donc convergente.
Solution 12
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¢ On suppose 0 < b < 1. Dans ce cas, b" =0 (2\/7) puis 2VP 4 b ~ 2V7 Finalement u, ~ a’. On en déduit que Z u, converge pour

0 < a < 1 et diverge vers +oo sinon.

a

n
¢ On suppose b > 1. Dans ce cas, 2Wn=o (b™) et donc 2VP 4 b" ~ b". Finalement, U, ~ (B) 2V, Posons U,

Unt1 — 92\/n+1—ﬁ — 92\/T+1+\/ﬁ N a
v, b b

D’apres la reégle de d’Alembert
—-sia<b, Z u,, converge;
neN
- sia>b, Z u,, diverge (grossierement).
neN
Enfin, sia = b, u, ~ 2V donc Z u, diverge grossi¢rement.
neN
Solution 13

<%)n 2V7. Alors

Premiére méthode :

 Supposons p = 0. Pour tout n € N*,

n n! =1
La série Z u,, diverge grossi¢rement.
neN*
* Supposons p = 1. Pour tout n € N*,
o n+20+--+n 1 U+20+---+nl S 1
"T (m+Dn! T n+1 n! “n+1
Or la série Z diverge vers +o0. Par minoration, la série z u, diverge.
neN n+l neNs

* Supposons p > 2. Pour n > 2,
N+21+-+nl<(n—-1m-1)+n <nn-1)+n!=2n!
Ainsi
w. < 2n! < 2n!l 2 2
"“m+p! T (n+2)! (m+1)n+2) n?

- 1 - c
Or la série Z — converge donc la série Z u, également.
neN* n neN*

Seconde méthode : On peut également montrer que 1! + 2! + --- + n! ~ n!. En effet, on a pour n € N*

U+20 4+ +n!

>1
n! -
et pour n > 3,
-2
U420+ +n! 1 = k!
g S+
n! n. =nl
1 n—2)!
Sl+—+(n—2)( ) <1+-+
n n! n

1+2+--+nl!
Par encadrement, — lie. 1! 42! 4 -+ + n! ~ nl. On en déduit que
. n—+o0o
1 1

O D +p—1)...(n+1) nose NP

- o4 A PP | . .
La série de terme général u,, est donc de méme nature que celle de terme général Pl elle converge donc si et seulement si p > 2.
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Solution 14

(o o u u . u
Supposons que la série Z u, converge. Alors (S,,) converge vers la somme S > 0 de cette série. On a donc S—" ~ E" La série Z L

neN n neN
converge donc.

. . . - N . . .U
Supposons que la série Z u,, diverge. Puisque cette série est a termes positifs, elle diverge donc vers +o0. Si = ne tend pas vers 0 lorsque n

neN S,
u}’l . 5N . u}’l un £ .: 424 ul’l u}’l A
tend vers +oo, z 3. diverge grossierement. Sinon, In(1 — 3 )~°s. donc les séries de terme général 3. etln{1— 3 sont de méme
n n n n n

neN
nature. Or

SN—
1]
M=z
-
=
wnn =U)
S |
T

S
1
—

M =
5
—
—
|
U)|:=

S

I
Mz

(lnSn 1—InS,)) =InSy; —InSy

S
Il

Or Sy — +oo puisque Z u,, diverge vers +oo. Ainsi Z In <1 - S_> diverge de méme que Z S—"
n

N=teo neN neNx* neN —n
Les deux séries Z u, et Z S_ sont donc toujours de méme nature.
neN neN

Solution 15

v u v Ug U
On prouve par récurrence que pour tout n € N, Yan < = 2 o 2ntl < 2+l En posant K = max (—0, —1>, on a donc u, < Kuv,, pour tout
Uo Ug Uy Uy Uy U;
n € N. La série Z u, est a termes positifs et son terme général est majoré par celui d’une série convergente : elle converge également.
n>0
Solution 16
n+1 Un+1 Un un
1. Soit N € N tel que —— < pour n > N. Par télescopage, on obtient, — < — i.e. u, < —v,, pour tout n > N. On a donc
Up Un Uun UN UN
U, = O(vy)-
2. a. SoitBtelquel < < et posons v, = —5 pour n € N*. On a alors
n
Unt1 _ nf
(&% (n + 1)6
1\ B
= (1++)
n
1
—1-E 40 ()
n n
..U u a— u 1% ,
Ainsi —HL _ 2l B . Puisque a— B > 0, onadonc —*2 < L 3 partir d’un certain rang. D’aprés la premiére question,
v, u, n U, Un
n = O(vy,). La série Z v, converge car 3 > 1 et, comme elle est a termes positifs, sa convergence entraine celle de Z U,.

neN neN
— N 1 ‘s
b. Cette fois-ci, on se donne £ tel que a < 8 < 1 et on pose a nouveau v,, = —5 pourn € N*. On montre comme précédemment
n

que v, = O(uy,). La divergence de Z v, entraine la divergence de Z Uy,.
neN neN

1 Uy, 1 1
c. Sionposeun——pourneN* ona ——- —1——+o< )et Z u,, diverge.
Un neN* 1

1 . . )
pour n > 2,o0n aanouveau u, = 1 — 7 +o (E) Mais la fonction x — étant

Si on pose maintenant u, = 5

2 xIn“x

nin“n

+0oo0
s (o e R s 1
décroissante, la série Z u, et I’intégrale 5— sont de méme nature. Or une primitive de ¢ S—estt > ——,ce
tin*t tin*¢ Int’
neN 2

qui prouve la convergence de I’intégrale précédente et par conséquent celle de la série Z Uy,.
neN
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3. Ona
1 1
Upy  2n+2 Lt
u, 2n+3 143
2n

=1 1 +o0 ( ! )
B 2n n
Autrement dit, o = 5 < 1 avec les notations précédentes. La série de terme général u,, diverge.
REMARQUE. Le critere de Raabe-Duhamel permet de conclure (sauf si @ = 1) dans les cas ou le critere de d’Alembert ne le permet pas

(@ — 1.

Uy, n-+o

Solution 17

1. Comme Z a,, converge, a,, = o(1) et donc a2 = o(a,,). La série Z a, étant convergente a termes positifs, la série Z a? converge

. neN neN neN
également.
al’l £ .: z N .l 2z an
2. Comme Z a,, converge, a,, = 0(1) et donc ~ a,. La série Z a, étant convergente a termes positifs, la série Z
et 1+a, neN neN 1+a,

converge également.

3. Comme Z a,, converge, a, = o(1). Ainsi a,, = o(1) et donc a,a,, = o(a,). La série z a,, étant convergente a termes positifs, la

neN neN
série 2 a,a,, converge également.
neN
< s 1 2 2 P % Van 1 1 . ‘s
4. On démontre facilement que pour x,y € R, xy < E(x + y#). Ainsi pour tout n € N*, - < 3 a, + ) On sait que les séries

\/_

an
est a termes positifs et son terme
n

1 1 1
de terme général a,, et v convergent donc celle de terme général 5 (an + ﬁ) La série Z

neN*
général est majoré par celui d’une série convergente : elle converge donc également.

Solution 18

1. Enconvenantque A,, 1 =0:

no—

n n
D aBr= Y, (A — A 1)By

k=n0 k=}’l0
n n
= D> ABr— D) A By
k:no k:no
n n-1
= D ABe— D) ABin
k=}’l0 k=n0—1
n-1
= AuBp+ D) Ar(B — Bryr)
k:no

n—1
=AB,— D) Agby

k:no
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1 ‘o
2. 1l suffit de poser a,, = sinnet B,, = -, pour tout n > 1. Avec les notations précédentes, pour tout n > 1

n

by =

D’apres la question précédente, pour tout n > 1,
L sink ol
> & = Anbn - > Agby
k=1 k=1

Or (A,) est bornée et (b,,) converge vers 0 donc (A, b,,) converge vers 0. De plus pour tout k > 1,

1 1 1 1
IAkbel < —lbel = — (7 = 57)
siné sini ko k+1

converge (série télescopique) donc la série Z A, b, est absolument convergente donc convergente. On en

n>1

1
Or la série Z - -
Zln n+1

sinn

déduite la convergence de la série z
n>1

B Rappelons que pour tout n > no

n n—-1

Z akBk = Aan - Z Akbk
k:no k:no

La suite (B,,) converge vers 0 et (A,,) est bornée donc lim A,B, = 0.

n—>+oo

Puisque (A,,) est bornée, A, b,, = O(|by]). Or la série Z |b,,| converge car Z b,, est absolument convergente et est & termes positifs
nZno nZnO
n-1
donc Z A,,b, converge (absolument). Ainsi Z Ayby. admet une limite quand »n tend vers +oo.
nxng k=ng

n
I s’ensuit que Z ay By admet également une limite lorsque » tend vers +co i.e. que la série Z a,B,, converge.

k:no n>ng
Solution 19

u u ., . u u u
. Supposons que z v, converge. On a pour tout n € N, ntl < 2" Par une récurrence évidente, = < —2. Posons A = —. On a

Un+1 Un Un Vo Vo

n>0
alors 0 < u,, < Av, pour tout n € Netdoncu, = ©(v,). Comme la série Z v, est a termes positifs et converge, la série Z Uy,
n—-+oo
n>0 n>0

converge également.

. C’est tout simplement la contraposée de la proposition montrée a la question précédente.
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Solution 20

1. On remarque tout d’abord que Z max(u,, U,) est & termes positifs.
De plus, max(u,, ,) < u, + v, car u, et v, sont positifs.
Enfin, Z u, + v, converge, ce qui permet de conclure a la convergence de Z max(uy,, Uy,).

2. On remarque tout d’abord que Z \/ U, U, est & termes positifs.
1
De plus, 1/u,v, < E(u” + Uy).

1
Enfin, Z E(u” + v,,) converge, ce qui permet de conclure a la convergence de Z max(u,, Uy,).

U, N .
3. On remarque tout d’abord que Z —I T est & termes positifs.
U, + v,
u,v
De plus, —*2— < v, car u,, + v,, est positif.
U, + v,

U,v
Enfin, » v, converge, ce qui permet de conclure a la convergence de  ——"—.
Doy ge, ce qui p g > o
Solution 21
u u
1. Soit k €]1,1[. Puisque lim Z“ = 1, il existe un rang N € N tel que =1 < k pour tout n > N. Une récurrence montre que
n n
u, < k" Nuy pourtout n > N. Ainsiu,, = (k™). Puisque la série Z k™ est un série a termes positifs convergente donc Z u,
n—+oco neN neN
converge.
u u
2. Soit k €]1,1[. Puisque lim Z’H = I, il existe un rang N € N tel que o>k pour tout n > N. Une récurrence montre que
n n
u,, > k" Nuy pour tout n > N. En particulier, la suite (u,,) diverge vers +oo et a fortiori ne converge pas vers 0. Ainsi Z u,, diverge.

neN

u 1

3. Posons u,, = n+ 1 pour tout n € N. Alors lim L — et Z u, diverge. Posons u,, = ——— pour tout n € N. Alors
no+oo Uy = (n+1)2

u

lim — =1t > u, converge.

n=+oo Up neN

n! . . . . u n \"
4. Posons u,, = P pour n € N*. La série Z u,, est a termes strictement positifs et pour tout n € N*, Z—H = (n n 1) . On prouve
neN* n

. . un+1
alors classiquement que lim

n—+oco Uy

1 ‘o
= — et la série Z u, converge.
e
neN*

Solution 22

1 1
1. Sif >0, alors0 < u, < ~ pour n > 3. Or la série de Riemann Z T converge puisque o > 1. On en déduit que Z u, converge.
n>1 n>2

1
Si B < 0, donnons-nous y €]1,a[. Alors (Inn)~# = 0 (n*~Y) par croissances comparées. Ceci signifie que u,, = o0 (ﬁ) Orla

—+00 n—+oo

série de Riemann Z — estatermes positifs et converge puisque y > 1. On en déduit que Z u, converge.
nx1 n>2

1 1
2. Sif<0,alors 0 < T <u,pourn > 3.0r Z v diverge donc Z u,, diverge.

n>1 n>2

1
Si B > 0, donnons-nous y €]a, 1[. Alors (Inn)f = o(nY~%) par croissances comparées. Ceci signifie que il o(u,). Or la

—+00 Y nes

série Z u,, est a termes positifs et la série de Riemann Z ~ diverge puisque y < 1. On en déduit que z u,, diverge.
n>2 n>1 n>2
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1 1
3. Onaalors 0 < = < u, pour n > 3. Or la série harmonique Z — diverge. On en déduit que Z u,, diverge.

h n>1 n n>2

1

4. Posons f(x) = pour x > 1. f est décroissante sur |1, +oo[ de sorte que

x(In x)R

n+1 n 1 n
s ar< e s o [ feo ax
v/z‘ k;z (In2)f = J,
) (Inx)'—# o
Sip # 1, alors x W est une primitive de f de sorte que
(In(n + 1)) (n2)'F & 1 (Inn)!=f  (In2)!-#
1-8 1-g ~ 4 (In2)f = 1-P 1-§

Le théoréeme de minoration nous permet d’affirmer que la série Z u, diverge si 3 < 1. Par contre, si 3 > 1, la suite des sommes partielles
de la série Z u,, est croissante (puisque la série est a termes positifs) et majorée par une suite convergente donc elle converge en vertu
n>2
du théoreme de la limite monotone. On peut donc affirmer que Z u,, converge.
n>2
Si f =1, alors x — In(In x) est une primitive de f de sorte que

In(In(n + 1)) = In(In2) < "
k=2

On conclut a la divergence de Z u, via le théoréme de minoration.
n>2

Solution 23

1. Soit g €]¢, 1. Par définition de la limite, il existe N € N tel que 0 < %/u,, < q pour n > N. Ainsi 0 < u,, < q" pour n > N. Puisque
la série Z q" converge, il en est de méme de la série Z Uy.

2. Soit g €]1, |. Par définition de la limite, il existe N € N tel que 0 < g < %/u,, pour n > N. Ainsi 0 < q" < u,, pour n > N. Puisque
la série Z q" diverge, il en est de méme de la série Z Uy,.

3. Posons u,, = 1 pour tout n € N. Alors lim %/u, =1et Z u,, diverge.

n—+0o
Posons u,, = % Alors % = exp (—2 1:: n) d’ou nEr-ll:loo Vu_n =1let Z u, converge.
Solution 24
Pour tout n € N*,
Son+1 = Sap-1 = S + L >0
Van+1  +2n
et 1 1
Son+2 = Son = <0

Von+2 A2n+1

Ainsi la suite (S,,_;) est croissante et la suite (S,,,) est décroissante. De plus, pour tout n € N*

1
Van

donc lim S,, — S,,_; = 0. Les suites (S,,_;) et (S,,) sont donc adjacentes. Elles convergent vers la méme limite, ce qui assure la

n—+oo
-1 n
convergence de la suite (S,,) et donc de la série Z )

neN* \/71 .
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Solution 25

1. Supposons que 2 u, converge. Alors lim u, = 0.1l s’ensuit que u,, = o(1) et donc u2 = o(u,,). Puisque Z U, est a termes positifs
n—>+oo

et converge, Z u? converge également.

1
La réciproque est fausse puisque Z — converge mais pas Z —.
proq puisq ) g p n

_1\n
2. 11 suffit de poser u,, = (=1 .

\/E

Solution 26

(S,,) est décroissante car
San+2 = Son = Uy — Uzpy1 <0

(S241) est croissante car

Son+3 — Son1 = —Uzpyz + Uzpyr 2 0
De plus
Sons1 — Son = —Uppy1 — O
n—+o0o

Aussi les suites (S,;,) et (S,,,41) sont-elles adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite, ce qui entraine la convergence de la suite
(S,,), c’est-a-dire de la série Z(—l)"un.

Solution 27

1 1 1 1
1. Onsaitque tanx = x + @(x?) donc tan (—) -=—=0 (—2) Puisque Z — converge et est a termes positifs, il en est de méme de
x—0 n n n n

1 1 neN*
la série Z (tan(—)— —).
n n
neN#*

2. Puisque e* = 1+ x + o(x),
0

X—>
In3 1 1
A3=en =1+n_3+0<_>
n n
et

In2 In2 1
VE:en:1+—n +o<—)
n n

On en déduit que

i-yz~ )

n

Puisque Z % diverge, il en est de méme de la série Z (V_ - u\/5)

neN* neN*

2

3. Puisque cosx = 1— X o(x?)
x—0 2

cos(ﬁ)ﬂ_%ﬂ(%)

o)

1 1
Puisque Z m diverge, il en est de méme de la série Z In (cos (T))

neN* neN* n

De plus, In(1 + u) ~ udonc

u—0
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2
4. Puisquechx = 1+ x? + O(x*)
0

X—

3
Puisque shx = x + % + O(x°)
0

X

Ainsi
()l

1
Puisque Z -3 converge et est a termes positifs, il en est de méme de la série Z (ch (—) —sh (—) \/E)

2 \/%

neN* neN*

Solution 28

1. Remarquons que pour tout n € N*,

Or

—>_+00 O < >
n n2

Or la série Z — converge et est a termes positifs donc la série Z u, converge.

neN* neN*

2. Notons y la somme de la série Z Uy,. On a donc

neN*

n-1 o
lim 3 (— “in(k +1) + ln(k)) —y
n—+oo k=1 k
puis, par télescopage
n-1 1
1 ——1 =
i, B ==

c’est-a-dire
. 1
Puisque lim — =0,
n—+co N

ce qui peut encore s’écrire

Solution 29

Remarquons tout d’abord que la suite (v,,) est également & termes positifs.
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Soit n € N*. Alors

n

n 1 k
Uk = Z Z pup
k=1 k=1 k(k +1) p=1

=
1l
—
&
1]

=

Il
R
]
<
S
M=
&=
|
=~
+ | =
(=Y

I
b
=

<

el

c .

=
1]
—-

]
NgE
i

=

|
+ |~
—
M=
=

<

=

=
1l
—

Il
]
M=
1
=
|
S
S S
S

n
Supposons que la série Z v, diverge. Alors elle diverge vers +oo puisqu’elle est a termes positifs. Ainsi la suite de terme général Z Uk
k=1
diverge vers +co. Mais

n
donc la suite de terme général Z up diverge également vers +oo. Ainsi la série Z u, diverge (vers +o0).

p=1
n

Supposons que la série z v, converge. Alors la suite de terme général z Uy converge. Si jamais la série Z u,, divergeait, ce serait
k=1
forcément vers +oo puisqu’elle est a termes positifs et on aurait alors

n +o0
nv, = U, — Uy — +o
n= U= LUk =
p=1 k=1
1 - ‘o R - NS 1 c
autrement dit — = o(v,). Mais puisque Z v, est une série convergente a termes positifs, cela signifierait que Z = converge également,
n—+co n

ce qui est faux. Ainsi la série Z u, converge.
Finalement, les séries Z u, et Z v, sont de méme nature.
Plagons-nous dans le cas de convergence et notons S et S’ les sommes respectives des séries z u, et Z U,. Alors

+00

VU — S-¥¢
k=1 n—-+oo

n
nv, = Z up —
p=1

S/

Supposons S # S'. Alors v, ~ , ce qui contredit la convergence de Z U,. Ainsi S = §'.

n—+oo n

Etude asymptotique de sommes partielles ou de restes

Solution 30
n 1 +o0 1
On posera S,, = Z T etR, = Z = lorsque o > 1.
k=1 k=n+1

Premiere méthode : comparaison a une intégrale.
11 faut prendre garde au sens de variation de t — 1/t* pour encadrer.
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* Supposons o < 0. Par comparaison a une intégrale

n n+l
& s, [
o e 1 e

1-a 1-a
n <s <(n+1) 1
1—a 1—«a 1—«a

ou encore

=p =

1-a
On en déduit S,, ~

n-+oo 1 — a

* Supposons 0 < a < 1. Par comparaison a une intégrale

n+1 n
dt dt
[ t—aSSnS1+—/1 t_a

Si0 < a < 1, on en déduit

nl—a

On en déduit a nouveau S,, ~ .
. not+eo 1 —0
Sia=1,

Inn+1)<S,<1+1Inn

etdoncS,, ~ Inn.

n—+oo

* Supposons a > 1. On compare a nouveau a une intégrale. Pour des entiers net Ntelsque 1 <n < N

Ma S Nt
s ws| =
n+1 t k=n+1 n

ou encore N
1(1 _ 1>Szisl(1_1>
a—1\(n+1)*1 (N+1)=-! WS ke T a—1\pet Ne-d
En faisant tendre N vers +o00, on obtient
1 1 <R. < 1 1
a—1(n+1)2-1 ="~ qg—1na1
On en déduit que R 1 !
q nn—>+oo a—1na-1’
Deuxéme méthode : utilisation de séries télescopiques.
1 I-a pl—o
Plagcons-nous dans le cas a« # 1. Comme ¢ — i admet pour primitive ¢ +— - peut conjecturer que S,, ~ sia < 1et
- n—+oo
1-a
R, ~ dans le cas convergent.
notoo O —

1\ 1-— 1-
pl—o _ (n _ 1)1—oc = pl-@ (1 _ <1 _ Z) ) ~ nl-a. a N [

n—+o0o n no+o  N%

e Sia<l, Z P est une série a termes positifs divergente donc

n
Dk — (k=1 ~ S,
k=1

n—+o0o

ou encore
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. 1 PN .
e Sia>1, Z prs est une série a termes positifs convergente donc

n—+co

+0o0
Z kl—o — (k — 1)1—a ~ S,

ou encore
n+ 1D« nl-@

n—+oo a—1 notoo 4 — 1

Sn
Reste le cas o = 1. Cette fois, In est une primitive de t — 1/t donc on est amené a considérer 1’équivalent suivant

1n(n)—1n(n—1)=—1n(1—1) ~ %

N/ n-+cw

1 s P
Comme Z — est une série a termes positifs divergente,
n

n

n
() ~In(k=1) ~ 3 1=8,-1
k=2 n—+oo

ou encore, comme (S,,) diverge vers +oo,
Sp. ~ S,—1 ~ In(n)

n—-+oo n—+oo

Solution 31

Remarquons que S,, est la somme partielle de rang n de la série Z

n>1n +\/_

- et que Z est une série a termes

n? +\/_ h ns1

. Puisque ————

1
positifs convergente, la série Z ——— converge vers un réel C. En notant R,, le reste de rang n de la série Z —, onaS, =C—-R,
n>1 n2+ﬁ n>1 l’l2+\/_
1 1 +0o0
* o
pour tout n € N*. Puisque T ~ R, Z ok Une comparaison a une intégrale montre que R,, ~ — d ou le résultat annoncé.
k2 + \/E k=n+1

Solution 32

n
1. Soit n € N*. On a évidemment u,, = z In k. La fonction In étant croissante sur R},

k=1
n n+1
f In(t) dt <u, < f In(t) dt
1 1

ou encore
nlnn)—n+1<u,<(m+1In(n+1)—n
On a clairement 1 = o(nlnn), n = o(nlnn)donc nlnn —n+1 ~ ninn.
De plus,
(n+1)In(n+1)—n= n]nn+n1n<1+ %)+lnn+ln(1+ %)—n

On a clairement n = o(nlnn) et Inn = o(nlnn).
1 1
Par ailleurs, In (1 + ﬁ) — 0donc In (1 + E) =o(nlnn).

n—+co
1 1
On en déduit également que nIn (1 + ﬁ) = o(n) et a fortiori n1n (1 + ﬁ) =o(nlnn).
Finalement, (n + 1)In(n+ 1) —n ~ nlnn.

Le théoreme des gendarmes assure alors que u,, ~ nlnn.

1 1 1 1
2. D’apres la question précédente, — ~ ———. On en déduit par exemple que — = O (ﬁ) ce qui assure la convergence de la série

2
1
L

up  n2(In n)2 Un
n>2 Un
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1 1
3. Soit(x,y) €]1, +oo[ telque x < y. Alors 0 << Inx < Inydonc 0— < e Puisque 0 < ,onendéduitque 0 < f(y) < f(x).

Iny =

<=
IA
K=

Ainsi f est décroissante sur |1, +oo].

4. Soit n > 2. Puisque la fonction f est décroissante sur ]1, +oo[

n+1 n
f fde< Y 5k
2 k=2

ou €ncore

In(In(n + 1)) — In(In2) < Z —
2 k

Par théoréme de minoration, la série Z — diverge (vers +00).

n>2 "N
Solution 33
o) * (n) 5 . . (_1)n_l(n - 1)'
Posons f : t = In(1 + t). f est de classe € sur | — 1, +oo0 et pour tout n € N*, fU) est I’application t — —aror
Soient x € R, et m € N*. D’aprés ’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f entre O et x a I’ordre m,
( 1)p lxp Mxm+1
<
‘f ) - Z p (m+1)!
avec M = sup |f"*1|. Or on a clairement M = m! donc
[0,x]
( l)k 1 k xm+1
J&x) - <
k m+1

2k
Soit n € N*. Remarquons que In(n + 2K) = Inn + f (7) Ainsi pour tout k € N

In(n+2%) Inn 1 2k Uy
o ‘F*E(f(F —He )

)P- 1ykp

en posant

z“

* La série Z W converge puisque c’est une série exponentielle a un facteur multiplicatif pres et sa somme vaut e In n.

keN
( 1)p+1 2P
e La série Z -— converge pulsque ¢’est une combinaison linéaire de séries exponentlelles et sa somme vaut Z T
keN p=1

ok
* D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange écrite plus haut appliquée avec x = W

al (%)=

~ k!(m+ 1)nm+l

2k(m+1)

2k(m+1)
Or la série Z T o converge puisque c’est une série exponentielle a un facteur multiplicatif pres. On en déduit que la série
= ki(m + 1)nm+
1 2k too 2k(m+1) e2m+1
Uy, | converge (absolument) et que sa somme est majorée en valeur absolue par = .
k%:\‘ k! (f( > k) gel et i P Z L kl(m+ nm+l - (m+ 1)nm+l
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1 2k
On déduit de ces trois points que la série Z # converge et que
keN :
T k +1,2P k
In(n + 2%) ( l)p 1 2
2T m S eh"”Z Zk_ )~ we

Or on a vu que
2m+l

£H0(2)w):

= (m+ 1)nm+l

m+1
62

1
ot (m + 1)nm+1 n—>=+oo 0 <nm+l) donc

i—ln(n+2k) = =elnn+ Z —( Dete” +O(L)

= k! N+ o] pnP nm

Solution 34

n
Posons S,, = Z In(k) pour n € N*. La fonction In étant croissante

k=1
n n+1
f 1ntdt$Sn§f Int dt
1 1

nlnn—n+1<S,<(n+1)In(n+1)—n

ou encore

Donc pour n > 2

N S S, Sn+1‘1n(n+1)_i
Inn  nlnn = nlnn n Inn Inn
In(n+1 In1+1/n
Puisque 5 o ) ) = ( T / ), on prouve que les membres extrémes tendent vers 1. Le théoreme des gendarmes permet alors d’ affirmer
que lim =1lie. S, ~ nlhhn
n—->+o0o N ln n n—+00

Calculs de sommes

Solution 35

sin 2x
Comme cos x = ———, on a pour k € N et pour x =
2sin x

La
avec Uy = 2K sin %

Notons S,, 1a somme partielle de la série de 1’énoncé. On a donc par télescopage :
n=Inu_;—Inu,

sin2ocD | .a a
. Ve plus, comme Sll’lz—n ~ 2—n,

Orlnu_; =In

lim Inu, =Ina
n—+oo

P - o4 sin 2a
On en déduit que la série Z In (cos z—n) converge et que sa somme vaut 1n< )
neN
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Solution 36
Ona
2, o
w" wel,
2 L=l
w€lp n=0 n>0
. . e el . , . [Up — [Up

puisque les séries intervenant dans cette égalité convergent. Soit n € N. L’endomorphisme de groupes ® o est un automor-

phisme si et seulement si n est premier avec p autrement dit si et seulement si p ne divise pas n (puisque p est premier). De plus, on sait
que la somme des racines p®™* de I’unité est nulle. Donc pour n non multiple de p, Z " = 0 et pour n multiple de p, Z w" = p.

w€elp welp

Finalement,

w€eUp n>0 n! n>0 (pn)'

w" 1 1
OrZ—:e“’.DoncZ—:— Z ev.
n>0 n! n>0 (pn)! p wel
Solution 37
Considérons la fraction rationnelle F = T Elle admet une décomposition en éléments simples sur R du type
Fo aX+b + cX+d

TX2—X+4+1 X2+X+1

L’imparité de F donne a = c et b = —d. En considérant la limite de xF(x) lorsque x tend vers *+o0, on trouve a + ¢ = 0 et donc a = ¢ = 0.
1 1
On trouve alors facilement b = > etd = -3 d’ou
1 1
F=

2X2—X+1) 2X2+X+1)

On remarque alors que X2 — X +1=X2—(X—1)etque X> + X + 1 = (X + 1) — X. Ainsi pour p € N

d 1 1
P il DY
412 —(n— —
nt+ni+1 2n 4 n? (n ) (n+1)2—-n
1 <1 ) ar télescopage
2 (p+ 1)2 P pag
1
- =
p—+00 2
T ) g ( . 1
Ainsi la série de 1I’énoncé converge bien et sa somme vaut 5
Solution 38
La fraction rationnelle F = B A% 4X admet une décomposition en éléments simples du type
b
F=ol 424"

Enposant P=2X—1etQ=X>—4X,ona
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Pour p > 3, on a en remarquant que = = g —%
Zp:2n—1_ézp:<l _1)+§Z”:<l_ 1 )
— n3—4n 84~ \n—-2 n 84~ \n n+2
n=3 n=3 n=3
—3<1+1 ! 1>+5(1+1 1 1 ) ar télescopage
s\ T2 s\372 7 p+1 p+2)P pag
89
—
p—>+009

I - < < 89
Ainsi la série de I’énoncé converge et sa somme vaut %

Solution 39

Pour toutn € N,

1 p!
(") T (n+pn+p-1)..(n+1)
p! mn+p—-n+1)

T p—1(n+pn+p-1..(n+1)

_p! ( 1 B 1 )
T p—1\(n+p-1)..(n+1) (Mm+p)..(n+2)
Donc pour tout N € N, on a par télescopage

N N

=~ (”:P) p-14~Z\(n+p-1)..(n+1) (n+p)..(n+2)
! !
_ p! < 1 _ 1 ) . p! _ D
p—1\(p—1)..1 (N+p)..(N+2)/)n-+0 (p—1)(p—1)! p-—-1
Ainsi la série Z %ﬂ) converge et sa somme vaut T
nEN( n ) -

Solution 40

1. On reconnait le développement de Taylor en 0 de exp.
Soient x € Retn € N. exp est de classe C* sur R donc, a fortiori, de classe e gur le segment d’extrémités 0 et x. De plus, la
dérivée d’ordre n + 1 de exp est encore exp pour tout ¢ compris entre 0 et x, |ef| = ¢! < M avec M = max(e¥, 1) (pour éviter de
distinguer suivant le signe de x). En appliquant 1’inégalité de Taylor-Lagrange entre O et x a ’ordre n, on a

. "ok M| x|n+1
=2 WSty
& k! (n+ 1)
Remarquons que M est indépendant de n donc I’inégalité précédente est valable pour tout n € N. Par comparaison des suites de
x|n+l "k x"
référence, lim 1x] =0etdonc lim Z — = ¢* par encadrement. La série Z — converge donc et sa somme est e*.
n-+oo (n+ 1)! n—+oo f= k! = n!

2. On reconnait les développements de Taylor en 0 de cos et sin.
Soient x € R et n € N. cos et sin sont de classe C* sur R donc, a fortiori, de classe €"*! sur le segment d’extrémités 0 et x. Une
récurrence évidente montre que cos"+1) = (=1)"*+sin et sin®*+? = (=1)"*!sin. Il est alors évident que cos"*D et sin®"*+2) sont
majorées en valeur absolue par 1 sur R. En appliquant I’inégalité de Taylor-Lagrange a cos entre O et x a I’ordre 2n, on a

n (_l)kxzk
(2k)!

|x|2n+1

COS X —
~(2n+1)

k=0

En appliquant 1’inégalité de Taylor-Lagrange a sin entre 0 et x a I’ordre 2n + 1, on a

—l)kx2k+1

n
) ( |x|2n+2
smx ZB Ck + 1)!

~ (2n+2)
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Par comparaison des suites de référence,
| |2n+1 |x|2n+2

lim —— =1 L S —
no 2R+ 1! noee (20 + 2)!

1" 2n 1 n,.2n+1
Ceci permet de conclure que les séries Z ( ) Z ( ) convergent et ont respectlvement pour sommes cos X et sin x.

!
neN (2 )
+o0 /. )n
REMARQUE. On peut, en reprenant la preuve de la premiere question, montrer que la série Z converge et a pour somme e™*
=0
( 1)}1 2n ( 1)n 2n+1 "
On obtient la convergence et la somme des séries en passant a la partie réelle et imaginaire.
5 n;N 2n)! Z n+iy P P &

3. On reconnait le développement de Taylor en0 de x +— In(1 + x).
Soientx € [0,1]etn € N*. f : t = In(1 + t) est de classe C*® sur | —1, +oo[ donc, a fortiori, de classe €"*! sur [0, x]. Une récurrence
(=D"n

évidente montre que f"*1(¢) = a3 ot

)n+l pour tout t €] — 1, +o0[. Ainsi pour tout t € [0, x],

lfD@)] < n!

En appliquant 1’inégalité de Taylor-Lagrange entre O et x a ’ordre n, on a

n
(_1)k—1xk xt1nl xh+l1 1
n(1 +x) kZ::1 k “(m+1) n+1"n+1
( l)k (_1)n+1xn
car x € [0,1]. Par encadrement, lim Z ————— =1In(1+x). Lasérie Z ——— converge donc et sa somme vaut In(1 + x).
n—>+oo k n>1 n
Solution 41
Soit n € N*,

Z ( l)k ! k - zn:(_l)k—l /‘x tk_l dt
k=1 0
x n—1

D=k dt

k=0

X
_ 1—(=)"
_/ 141t de

x x n

n+l

_/1+t+( D f01+tdt

X tn
=1In(1 _1n+1
40+ ot [

dt

Si x est positif, on a pour tout ¢ € [0, x]

et par croissance de 1’intégrale

b
tn xn+1
osf dt <
0

X tn
Ainsi lim f 111 dt = 0 puis

n—->+oo 0

lim Z (T =In(1+ x)
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-1 n-1 x"
On en déduit que Z L converge et que sa somme est In(1 + x).

neN*
Supposons maintenant x < 0. Remarquons que

S e,
k=1 0

1+t
Puis en effectuant le changement de variables u = —t (pour se ramener a une variable d’intégration positive et s’éviter des maux de téte)
1 k-1 k —-Xx
Z EDT ) =In(1+x) +
0
Pour tout u € [0, —x]
1 1
1< <
1—u~ 1+x

Par croissance de I’intégrale

ou encore

—Uu “14+4x n+1

(_x)n+1</‘—x un du < 1 (_x)n+1
- 1
0

- n
Ainsi lim f T—% dt = 0 puis

n—->+oo 0
( l)k 1 k
i ——— =In(1
nes £ Z k nl +x)
" (-1 x"
On en déduit que Z =, converge et que sa somme est In(1 + Xx).
neN*
Solution 42
Soit n € N*.

Z( 1)k ! Z( l)k 1/ tk—l dt
k= ln 1
/E( Ok de
C(f1=(=0"
U on
n+1
f1_+t+( b /0‘1+tdt

=1n(2) + (— 1)”"'1/ T+1 dt

On a pour tout t € [0,1]

tn
0 <t"
1+t
et par croissance de 1’intégrale
1 n
0< t < 1
o 1+t n+1

1 on
Ainsi lim f dt = 0 puis
n-+co Jo 1+t

n—>+oo k=
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i

On en déduit que Z

neN*

converge et que sa somme est In(2).

Solution 43

1. Il s’agit bien évidemment du lemme de Riemann-Lebesgue. Le plus simple est de passer en complexes afin de faire d’une pierre deux
coups. Par intégration par parties, pour tout A # 0

’ it gr = X (f(p)eirb aay_ 1 [7 0 At g
[ sweit =5 (e~ s - 1 [ e a

Pour tout A > 0

_1f®)
A

‘f (@] _ |f (@) ‘f (b)e*b
A A

A

On en déduit que
ila iAb
fim 29 _ g [
A—-+0 A—-+00

0

Enfin par inégalité triangulaire, pour tout A > 0,

1 [P 1 (°
'X/ f/(ter dt| < X/ |f(t)] dt

On en déduit que

A—too A

1 [P .
lim = / (e dt =0
a
Par suite

b
lim f f(Hert dt =0
A—>+00 o

Puisque f est a valeurs réelles, pour tout A € R,

b b
Re ( f f(t)etrt dt) =10 Im ( f f(t)etrt dt) =J(A)

On en déduit les limites demandées.

2. Soit n € N*. On obtient par intégration par parties

/ xcos(nx) dx = _1+—(_1)n
0

n2
puis
T 2(=1)"n
f x?cos(nx) dx = =——
0
o 1 .
11 suffit donc de choisiru = —1letv = S pour avoir
" 1
/ (ux + vx?) cos(nx) dx = =
0

pour tout n € N*,
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3. Soit x €]0, ]. Puisqu’alors e* # 1,

n . inx inx Sil’l nx
mnx i - - i -
i e —1 n+x ¢z — e 2 in+D)x
ikx _ ,ix _ — N2/
Y er=e oix_1 ¢ ° = ¢ ~ x
k=1 62 —e 2 sin =
En passant a la partie réelle, on obtient
(n+1)x\ . (nx
cos | —=)sin| —
2 2

Z cos(kx) =
k=1

(3)

2cos(—<n +21)x) sin(%) = sin(—(n +21)x + %) - sin(—(n +21)x - n_2x> = sin ((n + %)x) - sin(%)

on obtient bien la relation demandée.

Puisque

4. ¢ est de classe C! sur |0, 7t] en tant que quotient de fonctions de classe C! dont le dénominateur ne s’annule pas.
x x
De plus, lim ¢(x) = 2 carsin= ~ =.
x—0 2 x—0 2
Par ailleurs, pour tout x €]0, 7],
sin = — = cos =
2 2

@'(x) =

. P
SlIl2 =
2

X x X
Orsin= = = 4o(x?)etcos= = 1+ o(x)donc
2 x—0 2 2 x—0

X X X 2
sin=—=cos= = o(x
2 2 2 x-0 ()

2
Puisque sin? XL x_, ¢@'(x) = o(1) et donc lim ¢'(x) = 0.
2 x—0 4 X—0 x—0

D’aprés le théoréme de prolongement C', ¢ admet un prolongement de classe C! sur [0, 7t].

n
1
* j—
5. Pour n € N*, notons S,, = kz ok
1

Soit n € N*. En notant u et v les réels déterminés 2 la question[2] on a d’apres cette méme question

n T T n
S, = Z f (ux + vx?) cos(kx) dx = f (u + vx)x Z cos(kx) dx
k=170 0 =1

n

On notera encore ¢ le prolongement de classe C! de ¢ déterminé a la questionH Remarquons que les fonctions x — x Z cos(kx) et
1 1 e
X .. AN . . s .
X ECP(X) sin <<n + 5) x) -3 coincident sur 0, 7t] d’aprés la quesnon Puisqu’elles sont toutes les deux continues sur [0, 7] et
donc en 0, elles coincident sur [0, 7] en considérant leurs limites en 0. Ainsi

S, = /(;n(u + vx)(%cp(x) sin ((n + %)x) - ;) dx
= %]On(u + vx)@(x) sin ((n + %)x) dx — %fon(ux + vx?) dx

La fonction x — (u + vx)e(x) étant de classe C! sur [0, 7t], on peut appliquer la question [1| pour affirmer que

v

lim (u + vx)e(x) sin ((n + 1) x) dx=0
n—+oo Jo 2

On en déduit que

. 1 (" 5 un?  vn® 7wl
lim Snz—zo(ux+vx)dx=—T_?=F

+00
. 1 n
Ainsi Z —=—.
n 6
n=1
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1
6. On constate qu’en prenantu = 0 etv = 5 ona
T
—1)"
f (ux + vx?) cos(nx) dx = ( 2)
o n
-1 n
pour tout n € N*. Le méme raisonnement que précédemment montre que la série Z ( 2) converge et que sa somme vaut
neN* n
T n-1 2 3 2
Z (-1) _un® uvm W
n 4 6 12
n=1
, 1
On constate qu’en prenant U = 3 etv=0,0na
T
1-(-D"
/ (ux + vx?) cos(nx) dx = %
0

En particulier,

/(;n(ux + vx?) cos((2n — 1)x) dx = m

T
/ (ux + vx?) cos(2nx) dx = 0
0

pour tout n € N*, Le méme raisonnement que précédemment montre que la série Z converge et que sa somme vaut

neN*

Jio 1 ur* vnd 7w
“(n—-12 4 6 8

1
(2n —1)2

Solution 44

Notons u,, le terme général de la série étudiée. Puisque u,, ~ 1/n2, la série Z u,, est clairement convergente. On remarque que, pour tout réel

x>0:
1 1 1

X2+3x  3x 3(x+3)
Il y a donc télescopage dans les sommes partielles de Z u, qui converge et dont la somme vaut :
S _1<1+1+1>_E
~ 3\ 20 3) 18

Solution 45

Pour tout n > 0, on a par croissance sur R, de la fonction arctangente de 0 a 7t/2 :
a, = arctan(n + 1) — arctan(n) € [0, /2.
De plus,

n+n—n 1
1+n(n+1) n2+n+1

1
a, = arctan | —— |.
n <n2+n+1>

tan(a,) =

et ainsi

Il y donc télescopage dans les sommes partielles de Z u, qui converge et dont la somme vaut

+00

> tn=3
n—_.

n=0 2
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Solution 46

Puisque 0 < p(n) < log,,n+ 1 pourtoutn > 1,0na

#5-o(3)

nn+1) ns

et la série de 1’énoncé est convergente. On remarque que, pour tout m dans N*, on a p(n) = m si et seulement si 10™~! < n < 10™. Notons
(Sn)nz1 1a suite de sommes partielles de la série de 1I’énoncé. On sait que (Sjgm_1),,»1 converge vers la méme limite que (Sn)n>1 en tant que

suite extraite. Ainsi :
+00

p(n) = lim SIOm—l'

nZ=:1 nn+1) m-+eo

Or, pour tout m > 1:

m  10k-1 p(g) m 10k-1
Siom_1 =
1om-1= Zw%:“e(eﬂ) ZM%;J@H)
m 10k—1
1 1
£ 3 e
kZZ:I €=%;(_1 € €+1
m
1 1
- S )
~ T \10k-1 10
_i k _ii
2 10k A 10k
‘ik_lﬂ—ii
k=1 10k_1 k=1 10k
_i”: 1 m _1-110" m
T A 10k-1 0 10m T 1-1/10 107
1 m
=—1-10"")— —
g 1 =107 = g
Ainsi : 10
lim SlOm—lz_
m-+oo 9
et +
f p(n) _ 10
(n(n+1) 97
Solution 47

* La série est clairement alternée de terme général convergeant vers O : elle est donc convergente.

* Soit n > 1. Notons (Z,,),,», la suite des sommes partielles de cette série et posons, pour tout entier naturel n > 2

= Z (=1)* In(k).
k=2

On a, apres tout calcul

2n
Son =, (=D¥[In(k + 1) + In(k — 1) — 2In(k)]
k=2
= —4S,, + In(2n(2n + 1))

— _al 2X4X - X (2n)
- 3X5%X--x(2n—

1)> + In(2n(2n + 1))

i (2n(2n + 1)(2n)!4)

28np!8
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En utilisant 1’équivalent de Stirling

n n
n!~ 27rn<—>,
e

4n2(2m x 2n)3(2)sn
e

on trouve que

2n(2n + 1)(2n)1*
28np|8 ~

28n(27 X n)4(2)8n
e

4
=n(3)

+00
> (=1)"In (1 - =
n=2

et donc, par continuité du logarithme, on a

lim 22}1
n—->+oo

et, puisque la série converge, on a

Solution 48

4

~ —_—

T2

La série

> (=)™ In(1 + 1/n)

nzl1

est clairement alternée. Comme
(ln(l + 1/n))neN*

tend vers 0 en décroissant, on déduit du critére spécial des séries alternées que la série converge. Notons (S,,),,>; la suite des sommes partielles

de cette série. Pour toutn > 1,ona:

Z( 1)k1n(

N
2k

) Zln<1+ ) zi;lln<1+ >

o (2k+2) | <, (2k+]1 = :
__ Z In <2k * 1) Z In ( ) Z:j [In(2k + 2) — In(2k + 1)] + kzzjl[ln(zk +1) = In(2Kk)]
n— 1 n-1
=- Z In(2k +2) - 2 In(2k) + 2 In(2k +1) + Z In(2k + 1)
n— 1
=-2 Z In(2k) + 2 Z In(2k + 1) + In(2n + 1)
1><3><---><(2n—1)] (2n)! ]2
n([ 2X4X - X (2n) (2n + )) n( (2% 4 X -+ X (2n))? (2n+1)
@t 1’ @n)?
=ln( W:l (2n+1) =1In Sany, '4(2n+1)
Or, d’apres la formule de Stirling, on sait que
n
n!~ 27'm<ﬂ) s
e
d’ou
(2n)!  V4mn2?"(nfe)*™ 1
22np12  22m2mn(nfe)n |\ [nn
et donc (2n)?
2n)! 2n 2
24nn!4(2n + 1)"’ E‘[ = E
On déduit alors de la continuité du logarithme que
lim S,, =In <E>
n—+oo n = T
puis de la convergence de la série que
2

201(—1)" In (1 + %) = ln<n

)
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Solution 49

Posons vy = 1 et, pour tout k > 1

Pour tout n > 1, on a clairement

_VE
VDAV

v

U, = Up_1 — Uy

Ainsi, en notant (S,,),,» la suite des sommes partielles de la série Z u,, on obtient apres telescopage

De plus, on a

et donc

Comme

et que Z k=172 diverge vers +oc0, on a
et, par composition des limites,

Ainsi

Applications

Solution 50

Sy =Ug—U,=1—v0,.

7 Vk 1
_zglﬂ/%_l‘[;‘:l(ui)

k

Un

- 1
—In(v,) = 1(1+—>.
n(v I{Z::ln \/%

lim —In(v,) = 400
n—+oo

lim v, =0.
n—>+oo

+00
Z u, =1.
n=1

t— 1]

1. Soient x,y € R}. Notons fi(t) = t(t + x)

[t] = 0 et donc

(=[] _ .1 1

t—0+ t(t+x) >0+ t+X X

. Comme x > 0, t(t + x) ne s’annule pas sur I’intervalle ]0, y]. De plus, pour 0 < t < 1,

Enfin, la fonction partie entiére est continue par morceaux sur R. On en déduit que f, est continue par morceaux sur [0, y] et I’intégrale
G(x, y) est bien définie pour tout (x,y) € (IR*;)Z.

. Soit x € R}. La fonction f; est positive sur R . On en déduit que y — G(x, y) est croissante sur R%. Il suffit donc maintenant de

1
prouver que cette fonction est majorée. Pour t € R%, t — [t] < 1 et t(t + x) > t? donc f,(t) < 7 On peut supposer y > 1. Séparons

I’intégrale définissant G(x, y) en deux parties pour éviter les problemes en O :

1 y 1 ydt 1 1 1
G(x,y)=f fx(t)dt+f fx<t>dtsf fx(t)dr+f —zsf fx(t)dt+1——£f £l di 41
0 1 0 1 t 0 y 0

Ainsi y — G(x, y) est croissante est majorée, elle admet donc une limite finie en +oo.
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;_l(l
tit+n) n\t

1 [Te=11] Yt—1t]
G(n,y)—ﬁ</0‘ Tdt—-/o‘ t-i-—ndt>

On peut effectuer le changement de variable u = t + n dans la seconde intégrale. Comme 7 est entier [t] = [u — n] = [u] — n et donc

t —[t] = u — [u]. On a donc
fyt_[t] dt=fy+n—”_[”] du
, [+n i u

y+n _
Glny) = L (/ =1y, t [t] )
n o t
On utilise la relation de Chasles :

Yt — 1] "t —1t] Yt —1t] YRR e Yt —1t] YRR 6]
—Da= | e+ | —Ear —ldar= dr + dr
J e e [ f,, s [ ERe

Apres simplification, on a la relation demandée.

. 1
3. Soit n € N*. On a classiquement - t+_n> On en déduit que

On a alors

4. Déterminons tout d’abord une expression de G(n). Remarquons que

yeno,
Osf d [t]dtsfy+nldt=—
t y
y y

y+n _ n _ n _
On en déduit que lim f ﬂ dt = 0. Ainsi G(n) = 1 f ﬂ dt et H(n) = f ﬂ dt. On a donc
y—=+00 Y t n 0 t 0 t

H(n)—H(n-1) = fn ‘_t[t] dt
n-1

On effectue le changement de variables u = t — (n — 1) de sorte que

1 1
~ [u] u
H(n) — H( —1>=f u—dt:f _u
N n o u+n-—1 o u+n-—1

ar [u] = 0 pour 0 < u < 1. On obtient alors facilement

H(n)—Hn-1)=1-(n—1)In =

—1 =1—(n—1)1n<1+ﬁ)

1
On va maintenant chercher un équivalent de H(n) — H(n — 1) — pre

ln(1+ni1>= nil_2(n11)2+3(n11)3+O((n_11)3>

On en déduit que

1 1 1
Hon =l =1 = 500 ~ 319 +°<(n—1)2)

Or ! - + ! +O( ! )et ! 1 Finalement
20n—1) 2n  2n? n2)  (n—12 n? ’

H(n)—H(n—l)—%=$+o(%)

1 . 1
Comme la série de terme général ) converge, on a également convergence de la série de terme général H(n) — H(n — 1) — o

Notons (S,,) la suite des sommes partielles de cette série i.e.

z 1
Sp,= Y H(k)—H(k—1) — —
2 %
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n n

1 1 1
On a par téléscopage S,, = H(n) — H(1) — Z % Comme (S,,) est bornée et que Z ~ 5 Inn tend vers +o0, on en déduit que

1 o
H(n) ~ 3 Inn. Ainsi G(n) ~ PFYTE

Solution 51

1. Définition
On définit deux suites (gy,) et (a,) par récurrence. On pose a, = x et pour n € N

1
dn = l_J+1 Qpy1 = qnap —1

Qap

11 faut vérifier que ces deux suites sont bien définies. Nous démontrerons en méme temps que (q,,) est une suite d’entiers supérieurs
ou égaux a 2. Faisons I’hypothese de récurrence suivante :

HR(n) : a, et q, sont définis, g,a, >1,0<a, <letq, > 2.
(o . Jr , . . 1 1
Initialisation : a, est bien définie et comme ay = x > 0, g, est bien défini et c’est clairement un entier. De plus, - <o < - +1
0 0

donc ayqy > 1. D’apres I’énoncé a, = x €]0,1]. On en déduit également que - > 1 et donc, par croissance de la partie entiere,

0
qo = 2.
Hérédité : Supposons HR(n) vraie & un certain rang n € N. a,,,; est bien défini puisque a,, et g, le sont. De plus, a,,.; = q,a,—1 >0
. (s s . . . 1 o
donc g, est bien défini et c’est clairement un entier. Par ailleurs, m < Qns1 < a + 1 donc q,,41a,41 > 1. On sait également
n+1 n+1

1 1
que— <qgp < —+1doncqnan <a,+1lpuisa,,; =qua,—1<a, <1
Conclus10n HR(n) est vraie pour tout n € N.

1 1
En reprenant une partie de la récurrence, on voit que pour tout n € N, = <qgy < o + 1 implique que q,a, < a, + 1 et donc que
n n

aps1 = qna, — 1 < a,. La suite (a,) est une suite décroissante de réels strictement positifs donc la suite <a_> est croissante. Par
n
croissance de la partie entiére, la suite (q,,) est croissante.
+00

Reste a montrer qu’on a bien x = Z —— . Montrons par récurrence que
n=o 091 ---dn

n
1 An+1

,;) oq1 -9k qoq1---n

n

1 a 1 a
Puisque a; = qoap + 1, X = ay = — 4 —~, ce qui initialise la récurrence. Supposons alors que x = Z + ntl
90 9o k=0 90919k qo91---n
1

a
+ —2+2 ot donc
qn+1 Qn+1

Puisque @, 4; = Qn41an41 — 1, Qpy =

n n+1
1 1 Ant2 _ 1 An+2

k=0 901 -9k qoq1 --- 9nGn+1 qul - qn9n+1 ,{Z:;)CIOCIL--% qoq1 - Andn+1

L’hérédité est donc prouvée.

: An+1 . An+1

Puisque pour toutn € N, q, > 2et0 < a, <1l,ona0 < nt < . Ceci prouve qu¢e ————— — 0 et donc que

. ! " Qoq1 - qn ~ 2" Qoq1 - Gn n—+eo

1
—_— — X
k=0 qoq1 --- Qx n—+o
Unicité
+00
Supposons qu’il existe une suite croissante d’entiers supérieurs ou égaux a 2 (qy,) telle que x = Z m Pour n € N, on pose
—o d0d1 ---dn
+00 n=0 +00

a, = Z 1 Cette somme est bien convergente puisque pour k > n L < et que la série Z 1

" A Gl - Gk T Qulngr - Qe T 2k 2k=n+l
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converge. On remarque que 4,41 = qna, — 1 pour tout n € N. De plus, comme (g,,) est croissante, on a a,,; < a, pour tout n € N.

1 1 1 1
Enfin, q,, = + . L et donc - <qu < = + 1 pour tout n € N. Autrement dit, q,, = [a_J + 1 pour tout n € N. Ainsi les suites
n n n
(qn) et (a,) verlﬁent ap = x et pour tout n € N
1
qn = a. +1 Qpy1 = qnap — 1
n

Ceci détermine la suite (g, ) de maniére unique.

2. Supposons la suite (q,,) constante égale a C a partir du rang N.

N-1 +00

1 1
x=) ——+
,;0 qoq1 -+ qn ,;N 941 - qn-1C"N
N-

)_a

Z 4, 90q1 -+ qn * qoq1 --- GN-1 / Z C"
Z 1 C

+
w901 -+9n  qoq1--qn-1C—1

Sous cette forme, on voit bien que x est rationnel.
Supposons maintenant x rationnel. Il existe donc (p,q) € N X N* tel que x = s On garde les notations de la question précédente.

initialisation est claire puisque ay = x = g :

il suffit donc de poser py = p. Supposons maintenant que pour un certain n € N, il existe un entier p,, tel que a,, = % On a alors

Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe un entier p, tel que a,, = l;" L

Pn+1 o1 c N N . .
App1 = Quan, — 1 = ~25 avec pp1 = quPp — g, ce qui achéve la récurrence. D’aprés la premigre question, (a,,) est une suite

décroissante de réels strictements positifs : on en déduit que (p,,) est une suite décroissante d’entiers naturels (non nuls). La suite (p,,)
A . . . . 1
est donc stationnaire. Il en est de méme de la suite (a,,) puis de la suite (q,,) puisque pour toutn € N, q,, = [a_ + 1.
n
+o00
3. Posons x = e — 2 de sorte que x €]0,1]. On sait que x = Z m Sion pose q, = n+ 2 pour tout n € N, (g,,) est bien croissante
+00 1
et on a bien x = —— . La suite (q,,) n’étant pas stationnaire, x n’est pas rationnel d’aprés la question précédente.

n=o 201 --- dn
Solution 52

Remarquons tout d’abord que multiplier un réel par une puissance de 10 ou lui ajouter un entier ne change ni son caractére rationnel, ni le
caractere périodique a partir d’un certain rang de son développement décimal.

Soit x € R dont le développement décimal est périodique a partir d’un certain rang. Pour les raisons exposées plus haut, on peut supposer
+oo p

ay
que x = nz:l 10n ol (a,)p>1 est une suite de chiffres périodique. Notons p € N* 1a période de (a,,). Alors 10Px = nzl a,10°P™" + Z lrgnp'
En posant q = Z a,10P~" et en utilisant la p-périodicité de (a,), on a donc 10Px = q + xi.e. x = ﬁ. Comme q est un entier, x est

. n=1
un rationnel.

Soit maintenant x € Q. Pour les raisons exprimées en préliminaire, on peut supposer x € [0, 1[. Il existe donc des entiers naturels p et q tels
que x = g avec 0 < p < q. Définissons deux suites (1,),>0 et (ay,)y>1 €0 posant fy = p et en définissant a,,,; et 1,,,; comme le reste et

a
le quotient de la division euclidienne de 107, par q. On montre alors par récurrence que pour tout n € N*, P_ z 1—(;{,{ + 1 O" q - Puisque
=1

10%,_; —

n
r
la suite (7,) est bornée (car a valeurs dans [0, 9])), s Z ok De plus pour tout n € N*, a,, = " Comme r,_; et r, sont dans

[0,q — 1], on en déduit q,, € [0, 9]]. Ainsi (a,,),>; est la sulte des décimales de x. Comme la suite (#,) est a valeurs dans un ensmeble fini,
a savoir [0, g — 1], elle ne peut étre injective. Il existe donc des entiers naturels non nuls n; et n, tels que ny < n, et 1, = K,,. On montre
alors par récurrence que pour kK € N, 1, 41 = Fy, 1k €t Ay k41 = Qpypi41 €N utilisant au passage I'unicit€ du quotient et du reste dans la
division euclidienne. Ceci prouve que la suite (a,,) est périodique de période n, — n; a partir du rang n; + 1.
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Solution 53

On prouve aisément par récurrence que |u,,; — U,| < k™|u; — up| et donc que u,, 1 —u,, = O (k™). Puisque k € [0, 1], la série télescopique
Un,.1 — U, converge i.e. la suite u converge.

neN

Solution 54

1. L’ingalité est clairement vraie pour n = 0. Supposons la vraie pour un certain n € N. Alors

|xn+2 - xn+1| = |f(xn+1) - f(xn)l < k|xn+1 - xnl < kn+1|x1 — Xo
Par récurrence, 1’inégalité est donc vraie pour tout n € N.

2. D’apres la question précédente x,, ., — x, = O (k") avec k € [0, 1] donc la série z Xp41 — Xy, converge (absolument). Ceci signifie
neN
que la suite (x,,) converge.

3. Notons ¢ la limite de (x,,). Puisque f est continue (car lipschitzienne), € = f(¢) donc € est un point fixe de f.
Soit ¢’ un point fixe de f. Alors
[ —¢'1=1f(€)— f(&) < kl¢—¢

ou encore
A-K)le—¢|<0

Puisque 1 —k > 0,|¢ —¢'| =0ie. € =¢".
f admet donc un unique point fixe.

Familles sommables

Solution 55

1
Considérons I,, = {k%, k e[1, n]]} pour n € N*, Alors I, C QN [1,+o0[ et

1 < Kk
2, §=,;(k+1)2 e 0

x€l,
2

n 1
CESNE diverge grossieérement vers +co. La famille (—2> n’est donc pas sommable.

car la série a termes positifs Z
xeQN[1,+oo[

neN*

Solution 56

1. Soit un entier n > 2. Tout d’abord,
nv, =(m—1)v,_; +u,
donc

n 1
UV, 1= ——U,— ——U
n—1 n_ln n_ln

Par conséquent,

1
(n+ o2 — (n—1)vi_; = 2u,v, — - (ug +vp) < 2u,v,

n n

2. a. Posons §,, = Z ui etT, = Z vi. En convenant que vy, = 0, I’inégalité de la question précédente est encore valide pour n = 1.
k=1 k=1
On en déduit que
n

n
(k+ v —(k—1vi_, <2 Z ULk
k=1 k=1
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ou encore que

Par télescopage

et par inégalité de Cauchy-Schwarz,

Finalement,

ou encore

A fortiori

puis

n n n
Z v + Z kvi —(k—1)vi_, <2 Z UV
k=1

k=1 k=1

n
D kof — (k= D)vf_; = nvj
k=1

Ty + nvj < 28\,
T < 25V,

+0oo
T, <48, <4 ) u}

n=1

La suite (T,,) est croissante et majorée donc elle converge i.e. la série Z v2 converge. En passant 2 la limite dans ce qui précede,

b. On va d’abord montrer que la famille (

—

Puisque |u, U] < = (ud + v3),

N

Par symétrie, on a également

2

+o00 +o00
> k<4
n=1 n=1

U, U
m ”) est sommable. Pour tout n € N,
+N/1<m<n
1 n
|umun| _| |Z |um| | |2 |um| =|u U|
m+n n m+n= " " n n-n
m=1
+oon1|u Ml +oo
ZE mon Zui+v,2,<+oo
m+n
n=1m=1 n:l
+00 m— 1|u u |
Z Z MmN < 4o
m+n
m=1 n=1

u

Enfin la série Z — converge puisque 2—; <u?

Puisque

(N*)? ={(m,n) € (N*)?, 1 <m < n}u{(m,n) € N*)% 1 <n<m}u{(p,p), p €N}

Le théoréeme de sommation par paquets permet d’affirmer que

(m,n)e(N*)2

La famille (um_un)
m+n (m,n)e(N*)2
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Solution 57

1. Notons J,, I'intégrale a calculer. Tout d’abord, J, = 27 et, si n # 0, on intégre par parties

27 27 .
; 1 ipp2m 1 ; 2im
et dr = ——[te™| T4 — [ eI dr = —

0 n 0 in o n

2. D’apres la question précédente,

b 1 21
GnOm = % anbm/ te—itn+m) gy

(n,m)el? n+m (n m)el2 0

27
— f bme—lnte—lmt dt
i 0 (n, m)eI2

=5 f (2 ane‘i”t> (Z bme‘i'"t) dt
0 nel mel

Posons f(t) = Z aze "t et g(t) = Z b,e~ ™. Par inégalité, triangulaire,

I“’I
—

)
B

| -

)
|

nel mel
LU Db | o (\f 1) (Vi le)]) a
(nmer n+m (nel? n+m|— 27'5 &

puis, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

27
2 2
(n”;)epﬂm_ \J f FOPR di / (g de
27T
[ asor a
0

Calculons ensuite

tfOF () de

-
[ (o) (S ame)

21
= Z anamf te~in=mit 4y
0

(n,m)el?

= Z nmIn—m
(n,m)el?

Or pour n # m, J,,_,, est imaginaire pur et I’intégrale qu’on calcule est réelle de sorte que

27
/ HFOPR dt = ) akly =2m2 ) af
0

nel nel
De la méme maniére,

21
f tlg(O)f? dt = 2 " b,
0

nel
On en déduit le résultat demandé.
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3. Soit K une partie finie de (N*). Il existe une partie finie I de N* telle que K C I?. Alors

Gbnl ¢y el o Y@y bis [3 @b Y, b

(n,m)eKk (n,m)e(N*)2 nel nel neN#* neN*

Ceci étant valide pour toute partie finie K de (N*)?,

a,b
Z —|"m|§n/2a%2b%<+oo
(n,m)e(N*)2 n+m neN* neN*

est donc sommable et

La famille ( @ bm )
M (nmye(ney2

S D sn [ AT

(n,m)e(N*)2 (n,m)eK neNx* neN*

Solution 58

Comme la famille est une famille de réels positifs, on peut appliquer le théoréme de Fubini positif :

S =

(mme(N+)?>  n=1

1
avec S, = nzzzl m A T’aide d’une décomposition en éléments simples :
+00
1
S = _—
m nzl mn(m + n + 2)
_ 1 = (m+n+2)—n
- m(m+2) 2 n(m+n+2)
1 ¢
T mm+2)Zn m+n+2
B 1 m+2 l
m(m+2) Zon
51 1
Notons alors H,, = ;;1 % de sorte que S,, = mHm”. Alors
+ +
Zoo S = Zoo Hm+2
m= "
= = mim+2)
+o00
1 1 1
S (-2
2 m m+2
m=1
+
=1§ﬁ_Hm+z+ 1,1
24 m m+2 mm+1) mm+2)
_lyHy Ho 151 1§y 1
24 m m+2 24 mim+1) 24 m(m+2)
_L(u +&)+1+°°1_ 1 1y 1
“2\UtT 2 24 m m4+1 44 m m+2
m=1 m=1
—1(1+§>+1+1<1+1)
) 4/ "2 " 4 2
_7
T4
. 1 7
La famille (| ——— = est donc sommable et sa somme vaut —.
mn(m+n + 2) (mn)e(N*)? 4
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Solution 59

Comme la famille est a termes positifs, on peut appliquer le théoréme de Fubini positif :

+00 +o0

) e e LD Y I e Eages
(p,q)eNxN*(p""q)(p"'q +1) =1p= 0(p+CI)(P+q +1)
+00 +00

1
_222%p+q2 P+q+1

1

e par télescopage

I
GWEM§

TE2

1
est donc sommable et a pour somme r

(p+¥Xp+q2+D>m®@MW

La famille (

Solution 60

En utilisant la partition suivante

{(pl)enN, q<pl=| |{p}x[0,p-1]
peN*

le théoréme de sommation par paquets montre que

“M8

-
Z _a Z a—1
= p:] p

En considérant la partition suivante
{09 €N, q<p}=| |[qg+1,+oolx{q}
qeN

ce méme théoreme permet d’affirmer que

+00 400
Y =Y Y -
0<g<p q=0p= Q+1

On en déduit 1’égalité demandée. Cette somme est finie des lors que z
peN*

converge i.e. a > 2.
o—1

Solution 61

D’apres le théoreme de Fubini positif,

-5,

2
(mmwp” p=1

+o0
avec S, = Z i Par comparaison série/intégrale
q=1
+0o0 +0o0
1 1 1 1 teo T
S + ? = qzz;)m Z‘/O‘ m dt = Zl[arctan(t/q)]o = Zl
ou encore
s>1_i
2p  p?
T 1 T T 1
Puisque — — = ~ ——, la série Z — — — diverge et Z Sp = +00. On en déduit que famille (—) n’est pas
2p  p? pore 2P pens 20 P e P>+ @) ey

sommable.
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={(p.q) € (N*)?, p+q=n}

|_| I,avecl,

© Laurent Garcin
1 2 _

> 0. Onremarque que (N*)* =
n>2

1
REMARQUE. On peut aussi remarquer que >
PP+q ~ (p+q7?
et que
1 _n-1
(P.El, (p+q) n
n’est pas sommable d’apres le théoréme de sommation par paquets. La

dlverge la famille (—2)

Comme la série Z
n>2
famille ( 5 > n’est donc pas sommable non plus
T/ (p.evey

Solution 62

D’a pres le théoreme de Fubini positif.
=).,5
(N2 g=1
+0oo
avec Sy = Z:l m Par une comparaison série/intégrale
p=
+oo +0o0
1 1 t

Sq < ——— dt = — [arctan| — =

2+ g3 3 3 3

0 q2 qz o 2q 2

- 1
La série Z —- converge donc la série Z Sq également. La famille { ———— donc sommable.
qent g2 gen: PP p ey
Solution 63
Comme il s’agit d’une famille de réels positifs, on peut directement appliquer le théoreme de Fubini positif.
1 +00 +00
(il XN m+m)(m+n+1) = 0m+n m+n+1
1
n’est donc pas sommable
(m,n)eN*xN

tilisant un tél . La famill
en utilisant un télescopage. La fami e((m+n)(m+n+1)

Solution 64
Soit z € C tel que |z| < 1. Remarquons que pour tout n € N*
N +0o0 +o0
: n=znzznp=zznp

On travaille maintenant sous réserve de sommabilité€. D’apres le théoreme de Fubini
z"P

+00 +00 +00
Z D IDIE LY
n=1p=1 (n,p)e(N*)2
Posons maintenant I = {(n, p) € (N*)?, np = k} pour k € N*. Les ensembles I; sont clairement disjoints et pour tout (1, p) € (N*)?
(n, p) € I,p. Autrement dit, (N*)? |_| Ij.. Le théoréme de sommation par paquets permet d’affirmer que
keN*
+0o0 +0o0 +
z"P = Z Z z"P = Z Z zk = Z card(I)z
(n,p)e(N*)2 k=1 (n,p)€l} k=1 (n,p)€l) k=1
35
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Ik —_— l)k ¢ . Dk — Ik
mn) — m P 4 — (dkd)
P sont bien définies et que ¢ o P = Idg, et o ¢ = Idy, . Ainsi P et ¢ sont bijectives et card(Iy) = card(Dy) = (k). Finalement,

n +00
- = Z 1(k)z¥
k=1

Reste a vérifier la sommabilité. de la famille (z"P)(, p)e(n+)2- En reprenant les calculs précédents,

Notons D; I’ensemble des diviseurs positifs de k, ainsi que ¢ : { . On vérifie que ¢ et

+00

n=1

+0o0 +00 +0o0

A EDY DV LED VDM AR IO

(n,p)e(N*)2 k=1 (n,p)€l} k=1 (n,p)el} k=1

Mais pour tout k € N*, 7(k) < k et, en utilisant la régle de d’Alembert, on obtient que Z k|z|* converge. Par conséquent, Zr(k)|z|k
converge et la famille (z""P)(, p)e(n+)2 €st sommable, ce qui justifie les calculs précédents.

Solution 65

N . n . . . . o z L.
Fixons n € N. Puisque |z2"| < 1, on obtient en faisant intervenir une série géométrique,

2Vl

72" ol 2"(2k+1)
e EED AR
Pour n € N, on pose alors J,, = {2"(2k + 1), k € N}. En partitionnant N* suivant la valuation 2-adique, on montre que (J,,),en €St une
partition de N*. Comme la série Z zJ converge absolument, la famille (zJ)JeN* est sommable et le théoreme de sommation par paquets
JeN*

permet alors d’affirmer que

+00 +00

Z Z Z2"(2k+1) Z 7

n=1k=0

Ce qui peut encore s’écrire d’apres ce qui précede et en reconnaissant dans le second membre la somme d’une série géométrique :

n

+o00
Z
z 2n+1_1_Z

Solution 66

Posons I,, = {(m, n) e (N*?, m+n= P} et

s - 1 3 card(I,) _p-1
p = = =
(mmer, (M + 1% p* p*
D’apres le théoréme de sommation par paquets, la famille (%) est sommable si et seulement si la série Z S, converge.
(m+n) (mn)e(N+)?

Puisque p —7- la famille ( est sommable si et seulement si « —1 > 1i.e. a > 2 (comparaison a une série

~
pP—+0o0 p -

(m+ n)o‘)(m’n)e(N*)z
de Riemann).

Solution 67

Premiere méthode
D’apres le théoreme de sommation par paquets employé avec les partitions

() eNxN, n<k}=| |[{n}x[n+1,+c0= | | [0,k—1] x {k}

neN keN*
On obtient
+00 400 +00 k-1 +00 k +0o 1
8= Z ZZkI ZZkl ZH=ZH=‘3
0<n<k n=0 k=n+1 =1n=0 k=1 k=0
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Deuxieme méthode

1
Posons u,, ; = Izl sin < ketuy,; =0 sinon. D’apres le théoréme de Fubini positif
+00 +00
Z unk—z Zunk—zunk
(n,k)eN2 n=0k=0

1
Mais sachant que u,, ; = 0 lorsque n > k et u, j = —— sinon, on obtient

k!
+00 400 +o00 k-1 1
n=0 k=n+1 k' k=0n=0 k!
d’ou . N
S = F = F =e
k=0 k=1"
Solution 68

1. Remarquons que (N*)? = |_| I, avec I,, = {(p,q) € (N*)?, p + q = n}. Comme la famille < est a valeurs dans

o)
n>2 (p+q) (.)e(N*)?
R, on peut appliquer le théoréme de sommation par paquets :

2 ( _i % =+Z°:° 2 ( _i B
etz PTDT =2 piger, P T

+o00 dI
=Z Cal’2 n
_Zn—l

n—1 1 ‘.
~ — donc la série

-1
Or diverge. Ainsi
n? note N 2
nx2
S
> =
et la famille (—2) n’est pas sommable.
(p+q) (p.)e(N*)?
2. Pour tout (p, q) € (N*)?,
LIS ! -1 >0
p’+q> = p2+2pq+p* (p+q? "

1

On en déduit d’apres la question précédente que la famille (—) n’est pas non plus sommable.
P+ @ pgeniy
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