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SERIES

Natures de séries

Exercice 1

Déterminer, en fonction de a > 0, la nature de la série de terme général

u, = cos(1/n%).

Exercice 2 %

Déterminer la nature de la série de terme général

_ sin(1/n)

u, =
Yot

Exercice 3 Autour du binéme

o 1
Convergence de la série Z S
nz0 ( n )

Exercice 4

Soient a, b et ¢ > 0. Etudier la convergence de la série de terme général :

Un _ bl/n + Cl/n

U, =a
" 2

Exercice 5

1 1+1/n
Nature de la série de terme général u,, = (H) .

Exercice 6

Nature de la série de terme général : u,, = e~Vn,
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Exercice 7

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = (In(n))~ (.

Exercice 8

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = tan (Tc(7 + 4\/3)”).

Exercice 9 * Autour de la série harmonique

1 1
. P ‘o 44 T+Z 4ot
Soit a > 0. Etudier la nature de la série de terme général u,, = a AR

Exercice 10

Soient a et b dans R. Etudier la nature de la série de terme général

u, =In(n) + aln(n + 1) + bin(n + 2).

Exercice 11

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = sin(n(2 + \/E)”).

Exercice 12 %% %

amVn

——— oua,b>0.
2Vn 4 pn

Etudier la nature de la série de terme général u,, =

Exercice 13

1 +2!+ - +n!

Etudier la nature de la série de terme général u,, = i+ p) - suivant les valeurs

de p e N.

Exercice 14 % % %

n
Soit (u,,) une suite réelle strictement positive. On pose S,, = Z up. Comparer la nature

p=0
. u
des séries Z u,, et Z S—”
n

neN neN
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Exercice 15

Exercice 18 Sommation d’Abel

Soit Z u, et z v, des séries a termes réels strictement positifs. On suppose que z Uy

n>0 nx0 nx0
converge et que

u L,
Vn [= N’._ﬂig S _ﬂié
n Un
Montrer que Z u, converge.
n>0

Exercice 16 % % Critere de Raabe-Duhamel

Up41 < Un+1 a

1. Soient (u,) et (v,) de suites de réels strictement positifs vérifiant >
n n
partir d’un certain rang. Montrer que u,, = 9(v,).

2. Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs telle que

Untr _q_ 2 +o<l>
u, n n

a. On suppose a > 1. A I’'aide d’une comparaison avec une série de Riemann,
montrer que Z u, converge.
neN

b. On suppose a < 1. Montrer que Z u, diverge.
neN

¢. On suppose o = 1. Montrer a I’aide d’exemples qu’on ne peut rien conclure
en général.

3. Application. Déterminer la nature de la série de terme général

" = 2X4 X X(2n)
"T3x5%x--x(2n+1)

Exercice 17

Soit (a,,) une suite de réels positifs telle que Z a,, converge. Etudier la nature des séries

. neN
suivantes :

3. Z a, s,

neN

a
L a D IR

neN neN
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Soient (@n)nzn, €t (Bp)nzn, deux suites complexes. On définit deux suites (A,)p>p, €t
(bn)nzn, de la maniére suivante :

Vn > ny, Ay = Z ks by =By — By

k=ng
n n-1
1. Montrer que Z axB, = A,B, — Z Ayby pour tout n > ng.
k=ng k=ng
e . oz (e 1 sinn
2. Utiliser la question précédente pour étudier la convergence de Z .
n>1

3. De maniére générale, montrer que si (B,,) converge vers 0, si (A,,) est bornée et si

Z b,, est absolument convergente, alors a,B,, est convergente.
n=ng n>ng

Exercice 19

Soient Z u, et Z v, des séries a termes strictement positifs vérifiant
n>0 n>0

u L,
Vn e N, n+1 < n+1
n Un

1. Montrer que si Z v, converge, alors Z u,, converge également.
n>0 n>0

2. Montrer que si Z u, diverge, alors Z u, diverge également.
n>0 n>0

Exercice 20

Soient Z u, et Z v, deux séries a termes positifs convergentes.
1. Montrer que la série Z max(u,, U,) converge.
2. Montrer que la série 2 4/ u,L,, converge.

. U,
3. On suppose que U, +v,, ne s’annule pas. Montrer que la série Z ﬁ converge.
n n


http://lgarcin.github.io

SERIES

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Exercice 21 Reégle de d’Alembert Exercice 23 % % Reégle de Cauchy
Soit Z u, une série a termes strictement positifs. Soit (u,,) une suite de réels positifs. On suppose que la suite de terme général %/u,, admet
neN une limite ¢ € R, U {+o0}.
u
1. Montrer que si la suite de terme général Z—“ admet une limite [ < 1, alors Z Uy 1. Montrer que si € < 1, la série Z u, converge.
n neN
converge. . . .
g 2. Montrer que si € > 1, la série Z u, diverge.

Unt1

2. Montrer que si la suite de terme général

admet une limite [ > 1, alors Z Uy,

) n neN
diverge.

3. Montrer a I’aide de deux exemples que I’on ne peut pas conclure si la suite de terme
Un+1

général admet 1 pour limite.

n

L L. n!
4. Etudier la nature de la série Z —.
N

neN=

Exercice 22 %% Séries de Bertrand

Soit (a, ) € R2. On pose u,, = pour n € N\ {0,1} et on s’intéresse a la

1
n%(Inn)P
convergence de la série Z Upy.

nx2

1. On suppose oo > 1. Montrer que Z u, converge.
n>2

2. On suppose a < 1. Montrer que Z u,, diverge.
n>2

3. On suppose a = 1 et § < 0. Montrer que Z u,, diverge.
n>2

4. On suppose a = 1 et § > 0. Déterminer la nature de Z u, suivant la valeur de 3

n>2
via une comparaison a une intégrale.
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3. Montrer a I’aide de deux exemples qu’on ne peut conclure dans le cas € = 1.

Exercice 24

-1 n
On note (S,,) la suite des sommes partielles de la série Z ( \/_) . Montrer que les suites
neN* n

—1)"
(Syn—1) et (S,,) sont adjacentes. En déduire la convergence de la série Z u

neN* \/ﬁ

Exercice 25

Soit Z u, une série réelle.

1. On suppose Z u, a termes positifs. Montrer que si Z u, converge, alors Z uZ
converge. La réciproque est-elle vraie ?

2. On ne suppose plus Z u, a termes positifs. Montrer a ’aide d’un contre-exemple
que la convergence de la série Z u, n’implique pas la convergence de la série Z uz.

Exercice 26

Soit (u,,) une suite décroissante de limite nulle. On note (S,,) 1a suite des sommes partielles
de la série Z(—l)”un. Montrer que les suites (S,,,) et (S,,,41) sont adjacentes. Que peut-

on en déduire quant a la convergence de la série Z(—l)”un ?
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Exercice 27 %%

Déterminer la nature des séries suivantes.

LY (un(2)-2) 2 3 (L))

neN#
2 Y (Y3-%2) & 3 (e ( - ( - ).
neN* neN*
Exercice 28 Constante y d’Euler

1
Pour n € N*, on pose u,, = o In(n + 1) + In(n).

1. Montrer que la série Z u, converge.
neN*

2. En déduire qu’il existe y € R tel que

n—+oco

51
ZE = Inn+y+o(1)
k=1

Exercice 29

Soit (u,,),en+ une suite a termes positifs. Pour n € N*, on pose

On = n(n+1)zkuk

A T’aide d’une permutation de sommes, montrer que les séries Z u, et Z v, sont de

neN* neN*
méme nature et, qu’en cas de convergence, elles ont méme somme.
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Etude asymptotique de sommes partielles ou de restes

Exercice 30 %%

Déterminer un équivalent de la somme partielle de la série Z — lorsque @ < 1.
nx1

[ . P (o 1
Déterminer un équivalent du reste de la série Z v lorsque o > 1.
n>1

Exercice 31 %%

n

1
On pose S,, = Z —— pour n € N*. Montrer qu’il existe C € R tel que
k=1k%+ \/E

Exercice 32 %%

Pour n € N, on pose u,, = In(n!).

1. Par une comparaison a une intégrale montrer que u, ~ nlnn.

2. Déterminer la nature de la série Z —
n>2

est décroissante sur |1, +oo].

1
3. Mont la foncti :
ontrer que la fonction f : x TInx

4. ATaide d’une comparaison a une intégrale, déterminer la nature de la série —.
u
n>2 1N

Exercice 33

In(n + 2%)

Montrer que pour tout n € N, la série Z 0

keN

+00 D
In(n+2%) (=1)P+le? 1
kZ_:() k! n—too elnn + Z pnP +0 (nm+1)

converge et que pour tout m € N
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Exercice 34

Exercice 40 % % % Taylor-Lagrange

Déterminer un équivalent simple de la somme partielle de la série Z In n par compa-

N o neN#
raison a une intégrale.

Calculs de sommes

Exercice 35

. s o o
Soit o € ]O, 3 [ Convergence de la série ,%;\; In (cos 2—n) et calcul de la somme.

Exercice 36

Soit p un nombre premier. Calculer —.
EO (pn)!

Exercice 37 %%

n

Montrer la convergence et calculer la somme de la série Z PrErEE

n>0

Exercice 38

2n—1

Montrer la convergence et déterminer la somme de la série Z —
n’

n>3

Exercice 39 % %%

Soit p € N\ {0, 1}. Convergence de la série Z G +p) et calcul de la somme.
neN
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A T’aide de I’inégalité de Taylor-Lagrange prouver la convergence et déterminer la somme
des séries suivantes

1. Z—pourxelR

n>0
( 1)n 2n ( 1)n 2n+1
2. ’EN @) Z (2n+1)' pour x € R.
n—1 x"
Z( ) pour x € [0,1].
n>1

Exercice 41

k

X

x

Soit x €] — 1,1]. En remarquant que T = / tk=1 dt, montrer la convergence de la
0

- D)X
série )" "——— ctdéterminer sa somme.

neN*
On pourra distinguer les cas x < 0 et x > 0.

Exercice 42 % %

1
1 . 1 n-1
En remarquant que = / t*=1 dt, montrer la convergence de la série Z ( r)z et
neN*
déterminer sa somme.
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Exercice 43 * % % Lemme de Riemann-Lebesgue et calcul de {(2)

Exercice 45 * Un classique sur I’arctangente

1. Soient (a,b) € R? tel que a < b et f une fonction de classe C! sur [a, b] & valeurs
dans R. On pose pour A € R

b b
IA) = f f(t)cos(At) dt JQ) = f f(t)sin(At) dt

Montrer que lim I(A) = lim J(A) = 0.
A=+o0 A=+

2. Déterminer deux réels u et v tels que pour tout n € N*

s
f (ux + vx?) cos(nx) dx = %
0

3. Soit n € N*. Montrer que pour x €]0, 7],

an((n+2)x)

n
Z cos(kx) = —
k=1

2sin(3)

est prolongeable en une fonction

N

4. Montrer que la fonction ¢ : x €0, 7]

X
‘ (x)
sin| —
2

5. A l’aide des questions précédentes, déterminer la somme de la série de Riemann

1
2

neN*

de classe C! sur [0, 7].

6. En adaptant les deux réels u et v de la question 2] justifier la convergence et déter-

-1 n—1 1
miner les sommes des séries Z ( )2 et Z 12"
neN* neN* ( n-— )

Exercice 44 Une fraction rationnelle

. 1
Convergence de la série Z i an et calcul de la somme.

oyt + 3n
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Convergence et calcul de la somme de la série de terme général :

1
v, = arctan | ——— |.
n <n2+n+1>

Exercice 46 * Un peu de numération

Soit n > 1. On note p(n) le nombre de chiffres de 1’écriture de n en base 10. Etablir la
convergence et calculer la somme de la série

p(n)
Z nn+1)

nx1

Exercice 47 %%

Convergence et calcul de la somme de la série

D, (=1)"In (1 - %)

n=2

Exercice 48 % Avec Stirling

Convergence et somme de la série

S (1) ln(l + %)

n=1

Exercice 49

Etudier la convergence et calculer somme de la série de terme général

(n—=1)

T VD Gy
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Applications

Exercice 50 CCpP

Y =1t
t(t + x)

dt ou [t] représente la partie entiére de t.

On pose G(x,y) = f
0

1. Montrer que G est définie sur ([R{i)z.
2. Montrer que G(x, y) tend vers une limite finie G(x) quand y tend vers +oo.

3. Montrer que :

Vn € N¥, G(n,y):%(/‘n# dt—fy ”t—t[t] dt)
0 y
1

4. Onnote H(n) = nG(n). Montrer que la série de terme général H(n)—H(n—1)— n

converge et en déduire un équivalent de G(n).

Exercice 51 Séries de Engel

Soit x €]0,1].
1. Montrer qu’il existe une unique suite (q,,),en d’entiers naturels supérieurs ou égaux
+00
1
a2telle que x = p—
,IZ:"O qoq1 --- qn
2. Montrer que X est rationnel si et seulement si la suite (q,,) est stationnaire.

3. Montrer que e est irrationnel.

Exercice 52

Montrer que le développement décimal d’un réel est périodique a partir d’un certain rang
si et seulement si ce réel est rationnel.
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Exercice 53

Soient k € [0,1[ et f : C — C tels que

V(x,y) € C, |f(x) = fO)] < klx -y

Soit u € CN telle que u,,; = f(u,) pour tout n € N. En considérant la série Z Upp1 —

neN
u,, montrer que u converge.

Exercice 54 %%

Soient f: R — R k-lipschitzienne avec k < 1 et (x,) une suite telle que x,,,; = f(xy)
pour tout n € N.

1. Montrer que |x,41 — X,| < k™x; — Xg|.

2. En considérant la série Z Xp41 — Xy, montrer que la suite (x,,) converge.
neN

3. En déduire que f admet un unique point fixe.

Familles sommables

Exercice 55 %

est-elle sommable ?
xeQn[1,+co[

La famille (iz)
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Exercice 56 %% %

Exercice 59 %%

Soit (¢;,),en+ une suite réelle. On pose
1 n
Vn € N¥, vn:—Zuk
=]

1. Montrer que (n + 1)vZ — (n — 1)v2_; < 2u,v, pour tout entier n > 2.

2. On suppose que la série Z u? converge.

a. Montrer que la série Z v converge et que
+0o0 +0o0
QsS4 up
n=1 n=1

UmlUp

b. En déduire la sommabilité de la famille ( ) .
m+n (m,n)e(N*)2

Exercice 57 %% Banque Mines-Ponts MP 2018

2
1. Pourn € Z, calculerf te~int dt.
)

2. Soient I une partie finie de N*, (a,,),e1 et (b,,)ner deux suites finies de réels positifs.

Montrer que
a,b N 5~
(n,m)el? n+m nel nel

3. Soient (a,)en+ et (by)nen+ deux suites réelles telles que les familles (a2),en+ et
anbm

) est sommable et que
nE M) (nmye(vey2

(b?)en+ soient sommables. Montrer que (

a,b, > 3
b n S S bR
(n,m)e(N*)2 n+m neN* neN*

Exercice 58 %% %

1

—) est sommable et calculer sa somme.
mn(m +n + 2) (mm)e(N+)?

Montrer que la famille (
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1

est sommable et calculer sa
(p+q>)p+q+ 1)>(p,q)eNxN*

Montrer que la famille <

somme.

Exercice 60 % % %

Soit o € R. Montrer que

+o0  +oo 1 +0o0 1
IS
n=0 k=n+1 p=1

Pour quelles valeurs de a cette somme est-elle finie ?

Exercice 61 %

Montrer que la famille (—

2) n’est pas sommable.
T ey

Exercice 62 %%

Montrer que la famille ( est sommable.

2 3)
p°+q (p,q)e(N*)2

Exercice 63 %%

1

est-elle sommable ?
(m+n)(m+n+1)

La famille < )
(m,n)eN*xN

Exercice 64 % % %

On note t(n) le nombre de diviseurs positifs d’un entier n € N*. Montrer que pour tout

z € Ctel que |z| < 1,
+00

N +00
= ™(n)z"

n=1
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Exercice 65 %% %

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer la convergence et déterminer la somme de la série
21’[

zZ
Z 1 _ Zzn+l N

neN

Exercice 66 % %

Montrer que la famille < est sommable si et seulement si o > 2.

<m + n)a >(m,n)e(N*)2

Exercice 67 %%

Calculer
+00  +o00 1
S=2 X
n=0k=n+1 """
Exercice 68 % % % TPE-EIVP MP 2015
1. Montrer que la famille (—2) n’est pas sommable.
P+ ey

2. Déterminer la nature de la famille <—> .
p*+q? )2
(p.g)e(N*)

http://lgarcin.github.io 9


http://lgarcin.github.io

