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SOMMES, PRODUITS, SYSTEMES, TRIGONOMETRIE

Sommes de termes d’une suite arithmétique ou géométrique

Solution 1

Il s’agit bien évidemment a chaque fois d’une somme de termes d’une suite arithmétique.

1. Les termes extrémes de la somme valent 4 et 3n — 5 et le nombre de termes est n — 2. Ainsi

_ Bn-1)(n-2)

N >

2. Les termes extrémes de la somme valent —3 et 2n + 1 et le nombre de termes est n + 3. Ainsi

_ (2n-2)(n+3) _

T, >

(n—=1D(n+3)

3. Les termes extrémes de la somme valent 4 — n et —3 — n et le nombre de termes est 8. Ainsi

(1-2n)x8

U, = >

= 4(1-2n)

4. Les termes extrémes de la somme valent n — 1 et 2n — 1 et le nombre de termes est n + 1. Ainsi

_ Bn-2)(n+1)

Vv, >

Solution 2

Il s’agit a chaque fois d’une somme de termes d’une suite géométrique.

1. La raison vaut 3, le premier terme est 1 et le nombre de termes est n — 2. Ainsi

3—-1 2

. . 1 ..
2. Laraison vaut 2, le premier terme est " et le nombre de termes est n + 3. Ainsi

T_l 2n+3_1_2n+3_1
"T4 2-1 4

. 1 . 16 .
3. Laraison vaut > le premier terme est b et le nombre de termes est 8. Ainsi

1
16 175 255
T 1_1 " 2nes
2

Un

211—1 . .
P et le nombre de termes est n + 1. Ainsi

. 2 .
4. Laraison vaut T le premier terme est

2\n+1
_ 2n—1 1- (5) _ 2n—1(3n+1 _ 4)
Vi = ’ - 32n+2

http://lgarcin.github.io 1


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Techniques de calcul

Solution 3
On a
z k+1

=25

=> (m(k +1)— 1n(k)>

k_

=In(n+1)—1In(1) =In(n+ 1)

Solution 4

1. Banalissima formula!

2. No comment ...

Solution 5

q-1

Z (Upr —ug) = Ug+1 — Up-

k=p

Z (uk+1 - uk—l) = Uq + Ug—1 — Up—g4 — Up_3.

k:p—3

1. Soitn € N*.

2. Soitn € N*,

3. Soitn € N*.
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kzz:l k(k+1)(k+2) —

| k(k+1)

1

Il
M=

=~
I

1

Il
M=

=
1]
—

Il
M=

~
1l
—-

(k +

(k+1) —k!) =

o (k+D -k
- kZ=:1 k(k +1)

% (5~ w)
Ak T k+1

1 n

T n+1  n+1

(k+2)—k
2k(k +1)(k +2)

N = ﬁ‘M!
H ||M=

<1 )
k(k+1) (k+D(k+2)

N =

1
<12 - (n+1)(n+2)>
n(n +3)
4n+1)(n+2)

1-1).k!

((k+1).k! — 1k!)

(n+1! -1
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4. Posons uy = (ak + b) 2¥ et cherchons a et b tels que, pour tout entier k, Uy, — U = (k + 2)2*. On remarque que
(a(k +1)+b)2**1 — (ak +b)2k

“(2(a(k+1)+b) - (ak+b))

= (ak +2a+b)2k

Ukt — Uk

En prenant a = 1 puis b = 0 (de sorte que 2a + b = 2), ou encore, en posant u, = k2¥ pour tout entier k, on a bien u,; — uy =
(k +2) 2k, d’on

Z(“kﬂ — ug)

= Upy — Ug = (n+1)2"H

Zn:(k+2)2k
k=0

5. Soit n € N*.

Zln(1+ ) ZZ: <k+1)

= > In(k + 1) — In(k)
k=1

=In(n+1)—1In(1) =1nn

6. Soitn € N. Notons S,, 1a somme de I’énoncé.

Sn

I
M=

sin(x/2 + kx) + sin(x/2 — kx))

=
1l
=]

I
M=

=~
1]

(
(sm ((k+1/2)x) —sin((k — 1/2)x))
(

= sin((n +1/2)x) — sin(—x/2)

0
(
1n((2n + 1)x> + sin(%).

I
UJ

Solution 6

L’ensemble {1, ..., 2n} est la réunion des parties deux 2 deux disjointes {2p—1, 2p} pour p variantde 1 a n. Or (—=1)??~1(2p—1)+(-1)*2p =
2p—(2p—1) =1pourtout 1 < p < n, donc la somme est égale a n.

Solution 7

Par linéarité, on décompose cette somme en une différence de deux sommes égales (changement d’indice k < n + 1 — k dans la deuxiéme
somme). La somme est donc nulle.

Solution 8

On calcule la somme double en sommant d’abord sur j :

> 2k= Zsz Zkzk

1<j<k<n k=1 j=1

On calcule la méme somme en sommant d’abord sur k. D’apres la formule de sommation géométrique,

> -

n
1<j<k<n j=

n n
Z ok — Z(2n+1 _ 2j) = pontl _ (2n+1 -2)=(n- 1)2n+1 +2.
1k=j j=1

Solution 9

(k=1)(k+1) 1)(k +1) (n—1D(n+ 1) n+1
) H log W = ]0g n .

n k2
z log(
k=2

http://lgarcin.github.io 3


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 10

1. Puisque pour tout t # +1,
a 4 B (a+Pr+a-p

t—1 t+1" -1 ’

il suffit de choisir o et 8 tels que
a+f=0 et a—B=1,

c’est-a-dire a = —f3 = 1/2.

2. Ona

Solution 11

1. En convenantque A_; =0:
n n
D akBi = D (Ax — Ag_1)By
k=0 k=0

n n
= Z ArBy — Z Ag_1Bg
k=0 k=0
n-1

n
= > ABr— ) ABip
k=0 k=0
n-—1
=AuB, + ) A(Bx — Biy)
k=0
n—1
=A,B, — D Agby
k=0

2. On pose a, = 2" et B, = n. Avec les conventions de 1’énoncé, on a A,, = 2"*1 — 1 et b, = 1. On en déduit que

n n-1
E: 2kk =:(2n+1__1)n__ E:(2k+1__1)
k=0 k=0

=" —1Dn-22"-1)+n
=2"l(p—1)+2

Solution 12

1. On peut considérer S, et T,, comme des fonctions d’une variable réelle. Dans ce cas, S,,(x) = xT;,(x) pour tout x € R. Pour x € R\ {1},
n+1__1

x
Ta(x) = -1
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donc
T/ (x) = (n+ Dx"(x —1) — (x"*!1 —1) _ nx™ —(n+1)x"+1
" (x—1)? (x—1)?
puis
S,(x) = x (X" — (n 4+ 1)x" + 1)
(x—1)?
n(n+1)

De plus, il est clair que S, (1) = >

2. L’idée est de faire apparaitre un télescopage. Pour x € R\ {1},

x(xn+1 _ 1)

n n
- k k — k k
(X = DSu(x) = ) kxk*l —kok = 37 (ke + 1)xk+! — kK Z X = (n+ 1)x"+! — —

k=0 k=0

et on trouve a nouveau
x (nx"™ — (n 4+ 1)x" + 1)

(x = 1)

Sn(x) =

n(n+1)
2

Comme précédemment, S,,(1) =

Formule du binoOme

Solution 13

Ona

n n 3 5
= ;lezk_13n_k+l< ) [ Z okgn— k( ) 1] _ 5[(2 +3)n—1] = E[Sn _11.

Solution 14

On fixe n € N. Cette formule se prouve alors par récurrence sur p € N. Elle est banale pour p = 0. Si elle est vraie au rang p, on a
’f n+k Zp: n+k\ (n+p+1 n+p+1) (n+p+l n+p+1
&= s n \ n+1 n n+1

d’apres la relation de Pascal.
Solution 15

1. Soit n > 2. Posons, pour tout réel x,

P =407 = Y (Z)xk.

k=0
Pour tout réel x, on a

Peo=Y k(Z)xk-l
k=1
=n(1+ x)"!

et

P’ (x) = an k(k — 1)(Z)xk_2
k=2

=n(n—1)1 +x)" 2,
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de sorte que

n
n
> k2< ) =P'(1) +P"(1)
k=1 k

=n(n + 1)2"2.
On remarque que cette formule est encore valable pourn = 0etn = 1.

2. Supposons n > 2. Adaptons la méthode précédente. Pour tout réel x, posons

P(x) = >
k=

Pour tout réel x, on a

P'(x) = i 2k<§Z>x2k—1

k=1
_ o (1 + x)2n—1 _ (1 _ x)2n—1
- 2

et

P (x) = i 2k(2k — 1)(Z)x2k_2

k=1

(L4 (1 =P S (2”)x2k.
0

14+ x)"24+(1-x)2"2

=2n(2n—1) >

de sorte que

k 4
= n(2n + 1)22"4,

n
2,k

k=1

(n) _PM+P'(Q)

Pour n = 0, la somme est nulle. Pour n = 1, elle vaut 1.

Solution 16

1. D’aprés la formule du bindme de Newton, S; = (1 +1)2* =2 etS, = (1 —1)*" =0 carn # 0.

2. En séparant les termes d’indices pairs et d’indices impairs, S; = T; + T, et S, = T} — T,. On en déduit que T} = %(Sl +S,) =221

et T2 = %(Sl - Sz) = 22}'1—1‘

k

2n-1
- 2n—1
3. Posons X; = Zi’;ol (Z”k‘l) etX, = E ( )(—1)". Comme précédemment, X; = (1 +1)?"71 =22""let X, = (1 —-1)*""1 = 0.

k=0

. ) e 1 . . . e 1 -
Puis X; = U; + U, et X, = U; —U, en séparant termes d’indices pairs et impairs. On en déduit a nouveau que U; = E(Xl +X,) = 222

et U2 = %(Xl - Xz) = 22}’!—2.

4. Via un changement de variable et la symétrie des coefficients binomiaux,

v znj( o " T, -V,
= n— =n -
‘e 2n—2¢ o

Ainsi V; = 22"72p,
De la méme maniére,

n—-1
Vv, = Z(n—l—e)(z 2 )=(n—1)T2—Vz
£€=0

n—2¢6-1
Ainsi V, = 22"2(n — 1).
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5. Tout d’abord, si n = 1, il est clair que W; = W, = 0. Supposons maintenant n > 2.

D’une part,
2n—1 n-l 2n
— — _— n2n-2 _
W+ W, = E k(( )+(2k+1)>_2 k(2k+1)_\/2_2 (n-1)

k=0

REMARQUE. On peut également effectuer le changement de variable € = n — 1 — k dans W; ou W, pour aboutir au méme résultat.

1% fan—1\ on—1 2m—2\ on—1"2(2n-2
W, == 2k = - = -
! 2,2) ( 2k ) 2 Z(zk—l) 2 k; 2k +1

On reconnait ici la somme T, dans laquelle 7 a été remplacé par n — 1. Ainsi

2n—1
“/2 — n . 22}’[—3 — 22n—4(2n _ 1)

D’autre part,

et par conséquent
W, = 22" 2(n— 1) — 22" 4(2n — 1) = 22"*(2n - 3)

REMARQUE. On peut également remarquer que

2n-1

Z k(— 1)"( " ) Z 2k(— 1)2k( ) Z(2k+1)( 1)2k+1(2k+i) =2W, —2W, — U,

et que

2n-1 . 2n—-1 . 2n-2 . ) s
Zk( 1)( v )—(2n—1)2( 1)( )——(Zn—l)Z( 1)( " )z—(Zn—l)(l—l) =0

pour aboutir au méme résultat.

Sommes doubles

Solution 17

1. C’est parti!

Z max(i, j) + Z max(i, ])+Zmax(l i)

1<i<jgn 1<j<igsn
Z max(i, j) + Z max(i, j) + Zl
1<i<j<n 1<j<isn

On remarque alors que

Z max(i, j) = Z max(i, j),

1<i<j<n 1gj<ign

pour ceux qui ne sont pas convaincus, on effectué le changement de variables (muettes !)
k=j,1=i

en remarquant que
1<k<lsn & 1<j<ig<n et max(k,I) = max(i, j).

Ainsi

, et donc :
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2. C’est immédiat ...

1<i,j<n i=1
3. Cavire a la routine ...
n n n n-1
. m=-Dn—-i+1) ii+1)
w=3(Yu-n) = p e+l y
4 — . 2 . 2
i=1 " j=i i=1 i=0
ol I’on a effectué le changement de variable (muette !)
l=n-—i,
en remarquant que
iel,n] < le]o,n—-1],
ainsi
s oY m-Dan-1) an-1)
_ Iy _ .2 s __ - - -
ZWn—Zl(l+1)—Zl+Zl— 6 + 3
i=0 i=0 i=1
d’ou (1)
n(n°—1
Wn = T.
4. Une autre bataille ...
n—1 n n—1
X, = D, i= (iZl):Zi(n—i)
1<i<j<n i=1 " j=i+l i=1
n—-1 n—-1
_ . g2 h®m-1) nn-1)2n-1)
=n)y i 23 i 5 3
i=1 i=1
_nn-1)Bn-02n-1)) m+nn-1)
h 6 B 6 ’

5. Lacerise sur le gateau ...

n n
Y= D) ij— D ij-D k= D) ij-Y, =)
i=1 i=1

1 <i,jsn 1gj<isn 1<i,jsn
En effet ,
2 =2 i
1<i<j<n 1<j<ign
ainsi

Ny= Y ij_zn:izzv_n(n+1)(2n+1)=<n(n+1)>2_n(n+1)(2n+1)
i=1

6 2 6

1<ij<n
_nX(n+1)? n(n+1)C2n+1)

4 6
et finalement
n(n* —1)(3n +2)
n- 24 '
Solution 18

ESER S (D¢, _y 5 EDF (DM
Z Z k2 Z k2~ (0sn<ksN) = Z k2 Z k2
n=0 k=n+1 0<k,n<N k=1n=0 k=1
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Solution 19

1. On décompose la premiere somme pour obtenir deux sommes simples a calculer,

n n j-1 n n
D (i+j)= Z + Y= in—=0+ ) j( D).
j=i j=2i=1 i=1

1<i<j<n j=1

||Mf

L’indice de sommation étant une variable muette,

n n
N _ . _(n=Dnn+1)
Z (l+])—2(l(}’l—l)+l(l—l))—Z(n—l)l— —
1<i<j<n i=1
2. Ona,
nj-1 no. n n
-1 -
o= J<Z i) = (J ) 1(2 -y j2> _ n(n 1)(324+ 2)(n+1)
1<i<j<n j=2 Ni=1 j=1 j=1 j=1
2
. n2n+1)(n+1) ,_ (n(n+1)
puisque K= et B
Solution 20
Ona
n j n n n
_ _ i_ g1 v JU+D +1 nn+3)
S_1<Z PRI DN D e D 2
sigjsn j=li=1 j=171i=1 j=1 j=1
Solution 21

Soitn>1.0na

1S
S
I
M=
M=
N
I
N

=~
1]
-
)
Il
—
—
/N
N
/N
E
/N
S

I
M=
D=
S
I
NgE
S
+
x| =
|
x

S
1
—
-
I
>
SN
1l
—

1=(m+1)S,—n

I
M=
S
S|+
A
|
M=

RN
Il
—_
S
Il
—

Solution 22

On calcule la somme double en sommant d’abord sur j :

Solution 23
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]

~

S

Il
DM
—
=
~. 4+
—
~———
D=

=

~.

~.
Il
(=}

Il
M=
M~

=
I
=]

=~
I
o

Il
M=
5

n
= Z (k + 1)PH — kPl = (n 4+ 1)PHL via la formule du bindme
k=0
Produits
Solution 24
On a
n
1 1
P = 1+-)1-75)
k=2 k k
T k+1ﬁk—1 _n+11 _n+1
e k =2 k 2 n 2n
Solution 25
Ontrouve V = (n))*", W = (n))?" 2. W = ” ')4 et X =Y par symétrie, d’ott X = (n!)"*~!(n!)? = (n!)"*!, etenfin Z = ')2 = (n)" L.
Solution 26

1

Pour tout entier naturel k > 1,
k(k+1)

=1/k—1/(k + 1), donc

1
S s =
= k(k+1) n+1

et donc

+1) — g2 ) _ 3 - =
H21/k(k 1) H (k(k+1))_exp<log2k2=:1k(k+1))_n”\/?

Solution 27

1. Soitk >2.0Ona
k-1 (k=1)K>+k+1) k—1>< Uk
K+1 (k+1D)(k2—-k+1) k+17 v,

en posant vy = k* + k + 1 puisqualors vj_; = (k—1)* +k—1+1=k*—k + 1.

2. Ona

k-1 L

- k

i

k=2k+1 kzzvk_l
_2n=Dlv, _2(n*+n+1)
T (m+1)!'vyy 3n(n+1)

apres telescopage.
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3. Ona
" = 2[ + 1 ]
"3 n(n +1)
et donc
lim u, ==
n—->+oo
Solution 28
sin 2’(—_1 o
On a pour k € N, cos Sy - car > €]0, [ et donc le dénominateur de la fraction précédente est non nul. Par conséquent
2sin 7
n_sin —
2k-1
P, =
k=0 2sin —
1 sin2a
on+l . o
sin —
en utilisant un télescopage. Pour déterminer la limite, on écrit :
(¢4
sin2a  n
" 20 gip &
Or lim AL | donc lim P, = sin2a
u—-0 U n—>+oo 2a
Systemes linéaires
Solution 29
Par la méthode du pivot de Gauss...
1 -1 1 1 0 -1 7-1
1 -2 1 -1 1 ;]+
1 1 2 1 -1 +
1 -1 1 1 0
0 -1 0 -2 1 2
0 2 1 0 -1 ] +
1 -1 1 0
0 -1 0 -2 1
0 0 1 —4 1
Le systeme de I’énoncé est donc équivalent au systeme
x —y + z + t =0
-y - 2t =1
z — 4 =1
qu’on résoud en remontant du bas vers le haut. On trouve
X —2-=7t
—1-2t
Y= ou t €R.
z 1+ 4t
t t

http://lgarcin.github.io 11
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Ainsi I’ensemble de solutions est une droite P dans R*, A savoir

-2 -7
p=|"|+r| 2
4
0
Solution 30
Par la méthode du pivot de Gauss...
-3 9 -2 3 5 4
1 -3 1 -1 -2 0 :]
8 —24 4 -12 -4 -8 || 4-1‘
-1 3 0 -2 7 10
1 -3 1 -1 -2 0
-3 9 -2 3 5 4
2 —6 1 -3 -1 -2
-1 3 0 -2 7 10
1 -3 1 -1 -2 0
0 1 0 -1 4 -1
0 -1 -1 -2 ﬂ
0 0 1 -3 5 10 +
1 -3 1 -1 -2 0
0 1 0 -1 4
0 0 -1 2 2 | - (=1) 3
0 0 -3 6 4+
1 -3 1 -1 -2 0
0 0 1 0 -1 4
0 0 0 1 -2 -2
0 0 0 0 0 0

Le systeme de 1’énoncé est donc équivalent au systeme

X1 — 3% + X3 — X4 — 2x5 = 0

X3 - X5 = 4
X4 — 2xX5 = =2
qu’on résout en remontant du bas vers le haut. On trouve

X1 —6 + 3x, + 3x5

X2 X2

x; |= 4+ x5 ol (x,,xs) € R

Xy =2+ 2x5

Xs Xs

Ainsi I’ensemble de solutions est un plan P dans R3, & savoir

—6 3 3
0 1 0
P=| 4 [+R|O0|+R|1
-2 0 2
0 0 1

http://lgarcin.github.io 12
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Solution 31

Par 1a méthode du pivot de Gauss...

1 2 -1 a 2 -1
2 ;_J
1 -2 c +
1 2 -1 a
0 1 b+2a
0 -1 -1 c—a ] +
1 2 -1 a
0 1 b+2a
0 0 0 a+b+c
Le systeme de 1’énoncé est donc équivalent au systeme
X + 2y — z = a
y + z = b+2a
0 = a+b+c

qui admet une solution si et seulement si a + b + ¢ = 0. Géométriquement cela signifie qu’un point de R3 est une image par 1’application

X X+2y—z
R} —R% |y|—| —2x-3y+3z
z x+y—2z
si et seulement si il est dans le plan d’équation x + y +z = 0.
Dans ce cas le systeme est équivalent a
x + 2y — z = a
Yy + z = a-c
qu’on résoud en remontant du bas vers le haut. On trouve
b 2c—a+3z
y|=] a-c—z ou z € R.
z z

N

Ainsi I’ensemble de solutions est une droite 2 dans R3,  savoir

2c—a 3
D=| a—c |+R| -1
0 1

Solution 32
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Par la méthode du pivot de Gauss...

-1 2 -1
0 34+2a —-1—a 3+2a :]
0 2 —4

-1 2 -1
0 2 —4
0 0 5+3a % a

Le systeme de 1’énoncé est donc équivalent au systeme

—xX+2y—z = 2
2y—4z = 1
(5+3a)z = 3 +a
Sia= —g, la derniere ligne se lit 0 = —% etdoncE s = @.
3

. 5 ( . . , (
Sia# —35-on résout en remontant du bas vers le haut et on trouve une solution unique (dont le calcul n’est pas demandé).

Ainsi E, n’est jamais un ensemble infini.
Solution 33

Meéthode du pivot de Gauss :

1 -1 0 2 2
2 2 -1 =2 ]é ]+
+

-1 -1 2 4

Le systeme initial est donc équivalent au systeéme

N
<
|
N
|
|
fo)

qu’on résoud en remontant. On trouve I’unique solution (1, —1, 2).

Solution 34
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Méthode du pivot de Gauss :

|
NL
= |
—
o |
(@)
;[\J
+

(e}
N
|
—
|
(o)}

Le systeme initial est donc équivalent au systeme

Puisqu’il n’existe pas de x, y, z tels que 0 = 6, le systéme n’a pas de solution.
Solution 35

Meéthode du pivot de Gauss :

\S] —

Q

N |
—

w N =

L
—_

+ |
[ 8]

1 -1
0 1 a+1 1 2—-a
0 a-—-2 4 1 ]+
1 -1 1
0 1 a+1 1

0 0 64a—a? 3—-a

On factorise 6 + a — a? = (3 — a)(2 + a). Ainsi le systtme

1. a une seule solution si et seulement si (3 — a)(2 + a) # 0, ce qui revient a dire que a € R\ {3, -2},
2. n’a pas de solution si et seulement si (3 — a)(2 + a) = 0 et 3 — a # 0, ce qui revient a dire que a = -2,

3. possede une infinité de solutions (3 — a)(2 + a) = 0 et 3 — a # 0, ce qui revient a dire que a = 3.

Solution 36
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1. Pivot de Gauss :

[}
]
|
—
o)

46

Le systeme initial est donc équivalent au systeme

2x — y + 4z = -4
7y — 18z = 46
— 46z = 46

qu’on résout facilement en commencant par le bas. On trouve 1’unique solution (2,4, —1).

2.
1 -1 2 1 -3
3 2 =3 2 ] +
-1 6 -11 -3 02
1 -1 2 1
-9 -1 -1
-9 =2 ] +
-1 2 1
5 -9 -1
o o0 o0 -1
Le systeme initial est donc équivalent a un systéme dont une équation est 0x + 0y + 0z = —1, ou encore 0 = —1. Il n’y a pas de (x, y, z)

vérifiant cette équation. Par conséquence le systéme n’a pas de solution.

REMARQUE. On aurait déja pu le voir une étape plus tot, car elle contient les équations contradictoires 5y —9 = —1l et 5y —9 = —2.
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3. On commence par une permutation de lignes pour obtenir un pivot en haut a gauche.

Le systeme initial est donc équivalent au systeme

o 2 -1 =2 :]
1 1 1 2
-2 4 -5 -10
1 2 2
o 2 -1 =2 ]
-2 -5 -10 +
1 1 2
0 -1 -2 -3
0 6 3 6)
1 1 2
0 -1 -2
0 0 O
x + y + z = 2
2y — z = =2
0o = 0.

La derniére équation est vérifiée pour tout choix de (x, y, z). Elle est donc superflue et peut étre omise. En résout les deux équations

restantes.

i

X
z

2—y—z=2-y—(2+2y)=-3y

2+ 2y.

Le systéme admet donc une unfinité de solutions, a savoir tous les triplets (—3y, y, 2+ 2y) avec y € R. I’ensemble de solutions s’écrit

aussi comme

ou encore,

11 s’agit de la droite passant par le point (0, 0, 2) est dirigée par le vecteur (—3,1, 2).

4. On commence par une permutation de lignes puisque le pivot le plus simple a manipuler est 1.

http://lgarcin.github.io

S O O N N W =

(== -

{(0,0,2) + y(-3,1,2) | y € R}

(0,0,2) + R(=3,1,2).

-7 2
-3 0
-5 3
8 5
-7 2
18 -6
9 -1
22 1
=7 2
18 -6
-9 5
—-68 31
17

-2
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La troisieme équation donne z = —5/9 tandis que la quatriéme donne z = —68/31 # —5/9. Par conséquence le systéme n’a pas de

solution.

Trigonométrie

Solution 37

En utilisant en cascade la fomule de duplication du sinus,

pcos(i) = cos(£> sin<£> Sin<3—n> sin(s—n>
14 14 14 14 14
1 . (m\ . (3m\ . (57
= 5 Sll’l<7> sm<ﬁ>sm<ﬁ)

cos<£> = l sin <E>COS<E> s'n<3—n>
Peos{1z) = 2%\ 7 7))\ 14

= l sin <2—TC sin<3—n)
T4 7 14

cos <£) = 1cos (3—n)sm(3—n) = l sin(S—Tc>
Peos\13) = 3°%\12 12) 8%\ 7

et puisque 7t/7 + 51/14 = /2,

et puisque 27/7 + 31/14 = 1/2,

et puis ue3n+n—
puisque ==+ 79 = 3

Comme 7t/14 # 1/2[nt], cos(n/14) # 0 d’ou p = %
Solution 38

1. L’équation est équivalente a cos(3x) = cos(mt/2 — 2x). Un réel x est donc solution si et seulement si 3x = 7/2 — 2x[27] ou 3x =

2x — 7/2[27], ie 5x = ©/2[27] ou x = —1/2[27], ¢’est-a-dire x = /10[271/5] ou x = —1/2[27]. L’ensemble des solutions est donc
T 27 T

REMARQUE. Voici la représentation géométrique de 1’ensemble des solutions.

2. Posons a = cos(m/10) et B = sin(7t/10). On sait que pour tout réel x,

cos(3x) = 4cos3(x) — 3cos(x) et sin(2x) = 2sin(x) cos(x).

Puisque le nombre % est une solution de I’équation étudiée a la question 1, on a 4a® —3a = 2fa, et comme o est non nul et o® = 1—f2,

1+1/5

1+/5

ona4(l—p>%)—3=2Bic4p>+28—1=0. Ainsi f = —=. Puisque 0 < % < m, onaf > 0etdonc f = sin(/10) = _T

4

5+4/5
Commeoc2=1—62=T\/_,ona

cos(m/5) = 2 cos?(m/10) — 1 = 2a% — 1

sin(7t/5) = 41 — cos2(mt/5) = 1| #
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Solution 39

O formulaire ...

é cos(m/18) — \/; sin(7t/18)
sin(7t/18) sin(7t/18)

[SJRe}

cos(7t/3) cos(mt/18) — sin(7t/3) sin(7t/18)
% sin(2 X 7/18)

cos(mt/3 + 1/18) _ cos(71/18)
% sin(7t/9) % sin(7t/9)

sin(mt/2 — 71/18) _ sin(7t/9) _

= 1 1 2
3 sin(7t/9) 5 sin(7t/9)
Ainsi o = 4.
Solution 40
1.

et puisque 7t/7 # 0[7], sin(7t/7) # 0 d’ou p = _%.

2. Rappelons que Va,b € R,
2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b).

2cos(2—n>cos(4—n) = cos(z—n> + cos(()—n>
7 7) 7 7
i 61 T 27
4dp =2 — — 2 - 2 — .
p cos<7>cos<7)+ cos<7)+ cos<7>
2cos T cos 6—7[ = COS 7—7[ + cos 5_7r
7)7°\7 )" 7 7
2cos<z>cos (2—7[) = 003(3—n> + cos(E)
7 7)) 7 7)

4p = —1 + cos S + cos 3n + cos T
p= 7 7 7)
2m 3w an

. 51 T 67T
Puisque — =n——, —=7mn— —et-=m——,ona
7 777 77 7

Retroussons nos manches ...
d’ol

Continuons dans cette voie ...
et

ainsi

4p=—-1-—s5

1
et donc s = -3

http://lgarcin.github.io 19


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 41

1. Soit x # O[7t]. Posons ¢ = tan(x/2). On a alors

112
1-— 2
1 —cos(x) 142 2t
— = —=t=t x/2).
sin(x) 2t 2t an(x/2)
1+t2

2. Soit x € R. D’apres les formules de factorisation, on a
sin(x — 27/3) + sin(x + 27/3) = 2 cos(—27/3) sin(x)
= —sin(x)
3. Soit x # ww/4[n/2]. On a t/4 — x = /2 — (x + 7/4), donc

1

= 4-—x)= ——
a = tan(mt/4 — x) an( )
De plus,

N o +1 1 y 1
o o  cos¥(m/4—x) " tan(m/4 — x)

1 2
= cos(t/4 — x)sin(n/4 — x) _ sin(2(/4 — x))

_ 2 _ 1
" sin(m/2 — 2x) ~ cos(2x)

4. Soit x #Z 0[w/2]. On a

1—tan’(x) 2
tan(x)  tan(2x)

tan(x) tan(x) =

Solution 42

1. On utilise une formule de factorisation :
sin(x) + sin(5x) = 2 sin(3x) cos(2x),

la premiere équation est donc équivalente a

cos(2x)[ sin(3x) — \/5/2] =0.

¢ Or, cos(2x) = 0 si et seulement si 2x = 7w/2[7t] ¢’est-a-dire x = 7/4[7/2].
e On asin(3x) = \/5/2 = sin(7/3) si et seulement si 3x = 7/3[271] ou 3x = 2m/3[27], c’est-a-dire x = 7/9[27/3] ou x =
2m/9[2m/3].

e [’ensemble des solutions est donc

T T 2% 2n  2m
8—Z+T[ZU§+?ZU?+?Z.

REMARQUE. Voici la représentation géométrique de 1’ensemble des solutions.
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2. On utilise une formule de factorisation ...
cos(x) — cos(2x) = 2 sin(x/2) cos(3x/2)
la deuxieme équation est donc équivalente a
2 sin(x/2) cos(3x/2) = sin(3x),

c’est-a-dire
2 sin(x/2) cos(3x/2) = 2 sin(3x/2) cos(3x/2),

soit finalement :
cos(3x/2)[ sin(x/2) — sin(3x/2)] =0.
* Or, cos(3x/2) = 0 si et seulement si 3x/2 = 1/2[n] ¢’est-a-dire x = 7t/3[27/3].
e On asin(x/2) = sin(3x/2) si et seulement si x/2 = 3x/2[27] ou x/2 = 7 — 3x/2[27] ¢’est-a-dire x = 0[27] ou x = 7/2[x].

* [’ensemble des solutions est donc 5
T o b
5—27TZU§+T[ZU§+?Z.

REMARQUE. Voici la représentation géométrique de 1’ensemble des solutions.

3. En utilisant une formule de duplication, I’équation s’écrit
.2 .2 20y —
sin“(x) + 2 sin“(x) cos*(x) = 1.
* On commence par poser ¥ = sin®(x), X est solution de I’équation si et seulement si
y+2yQ-y) =1,

équation admettant deux racines :1 et 1/2. Un nombre réel x est donc solution si et seulement si

sin(x) = il/\/a = sin(£m/4),
ou
sin(x) = x1 = sin(xm/2),
ce qui est équivalent a x = /4[] ou x = 31/4[w] ou x = /2[7].
* L’ensemble des solutions est donc
s=24+2z02+nz
4 2 2 ’

REMARQUE. Voici la représentation géométrique de 1’ensemble des solutions.

4. Vx € R, cos(x) + cos(3x) = 2cos(2x) cos(x). L’équation est donc équivalente & cos(2x)[1 + 2cos(x)] = 0. Un réel x est donc
solution si et seulement si cos(2x) = 0 ou cos(x) = —% = cos(2m/3).

 La premiére équation est équivalente a 2x = g[rc], c’est-a-dire x = E[n/z].
P o R 2
* La seconde équation est équivalente a x = +=[2mx].

3
e [’ensemble des solutions est donc

s=" 4z yonzu -2 onz.
2 3 3
5. Puisque sin(2x) = 2 sin(x) cos(x), I’équation est équivalente a

2sin(x)[cos(x) + 1/2] = 0.
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 Unréel x est donc solution si et seulement si sin(x) = 0 ou cos(x) = —1/2 = cos(27/3), ¢’est-a-dire x = 0[] ou x = +27/3[27].

e [’ensemble des solutions est donc : 5
S=nzu ?“ +2TEZU—?7I +onzZ.

6. Posons y = cos(x). Un réel x est solution si et seulement si
12y — 8(1 — y?) = 20y> — 8 = 2,
ie y? = 2, ¢’est-a-dire y = +1/4/2.

e Onacos(x) = 1/\/5 = cos(7/4) si et seulement si x = +7/4[27].
* Onacos(x) = —1/\/5 = cos(37/4) si et seulement si x = +31/4[27].
* L’ensemble des solutions est donc
T T
S = Z + EZ

REMARQUE. Voici la représentation géométrique de 1’ensemble des solutions.

Solution 43

Puisque les fonctions x + sin x et x + sin 5x sont 27t-périodiques, on va d’abord résoudre 1’équation sur [—7t, 7t].
. 2 . N . 5T s s T T 5T

Tout d’abord, les solutions de I’équation sin 5x = sin x sur [—7, 7] sont —t, ——, —=, - 0, -, > et .

11 s’agit alors de déterminer le signe de f : x + sin 5x —sin x entre chacune de ces solutions. Puisque f est continue, elle est de signe constant
entre chacune des solutions. Remarquons également que f(x) = 2 sin 2x cos 3x pour tout x € R.

* Puisque f (1—2) = 2sin g cos % > 0, f est strictement positive sur ]0, %[

. . 3 . Lo
* Puisque f Z) =2sinZcos = < 0, f est strictement négative sur E, Il
4 2 4 6 2

. 3 5
* Puisque f (Tn) = 2sin 7 cos = < 0, f est strictement négative sur ]g ?n .

. 11 11 5
« Puisque f(—) =2 sin == cos == > 0, f est strictement négative sur [, /.
12 6 4 6

Comme f est impaire, on a facilement le signe de f entre les racines négatives.
On en déduit que ’ensemble des solutions de sin 5x < sin x sur [—7, 7t] est

[‘“"S—n] u{-ztu[-5-0lv [n Sn]

L’ensemble des solutions sur R est donc

(—§+2nz)u([—n,—%ﬂ]+2nz> ([—— 0]+2nz ([— —]+27‘cZ)
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